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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность и степень разработанности темы исследования.

Теория конфликтно управляемых процессов представляет собой интенсив-

но развивающийся раздел современной математики. В данной теории ис-

следуются задачи управления динамическими процессами в условиях кон-

фликта, который предполагает наличие двух или более сторон, способных

воздействовать на процесс с противоположными или несовпадающими це-

лями. Динамические процессы, описываемые обыкновенными дифферен-

циальными уравнениями, называют также дифференциальными играми.

Развитие теории дифференциальных игр стимулировалось наличием

реальных прикладных задач, имеющих значение для механики, экономики,

военного дела, радиоэлектроники, биологии и других областей.

Становление этой теории связано с исследованиями Р. Айзекса, A. Брай-

сона, Б.Н. Пшеничного, У. Флеминга, Л.А. Петросяна.

В Советском Союзе активная разработка теории дифференциальных

игр началась после фундаментальных работ академиков Н.Н. Красовского

и Л.С. Понтрягина. Существенный вклад в эту разработку внесли

В.Д. Батухтин, Р.В. Гамкрелидзе, Н.Л. Григоренко, П.Б. Гусятников,

B.И. Жуковский, В.В. Захаров, М.И. Зеликин, А.Ф.Клейменов, А.В. Кря-

жимский, А.Б. Куржанский, В.Н. Лагунов, A.A. Меликян, Е.Ф. Мищенко,

М.С. Никольский, Ю.С. Осипов, Н.Н. Петров, Е.С. Половинкин, Н.Ю. Са-

тимов, А.И. Субботин, Н.Н. Субботина, В.Е. Третьяков, Н.Т. Тынянский,

В.И. Ухоботов, В.Н. Ушаков, А.Г. Ченцов, Ф.Л. Черноусько, А.А. Чикрий

и многие другие авторы.

Из зарубежных авторов можно в первую очередь отметить работы

Л. Берковича, Д. Брейквелла, А. Фридмана, Р. Эллиота, Дж. Лейтмана,

Р.П. Иванова и других авторов.

В работах Н.Н. Красовского и его учеников1 развит позиционный под-

ход к дифференциальным играм, в основе которого лежит понятие макси-
1Красовский, Н.Н. Позиционные дифференциальные игры / Н.Н. Красовский, А.И. Субботин. — М.: Наука,

1974. — 456 с. ; Субботин, А.И. Оптимизация гарантии в задачах управления / А.И. Субботин, А.Г. Ченцов.

— М.: Наука, 1981. — 288 с. ; Красовский, Н.Н. Управление динамической системой / Н.Н. Красовский. —

М.: Наука, 1985. — 516 с.
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мального стабильного моста и правило экстремального прицеливания. Од-

нако эффективное построение таких мостов для исследования реальных

конфликтно управляемых процессов, в первую очередь нелинейных диф-

ференциальных игр, весьма затруднительно или даже невозможно. Удоб-

нее строить мосты, не являющиеся максимальными, но обладающие свой-

ством стабильности и дающие эффективно реализуемые процедуры управ-

ления для отдельных классов игр, обладающих дополнительными свой-

ствами.

Одним из важнейших разделов теории дифференциальных игр явля-

ются задачи преследования-убегания с участием группы управляемых объ-

ектов, хотя бы с одной из противоборствующих сторон. При этом ситуация

может быть осложнена наличием ограничений на состояния объектов.

Одна из первых задач, линейная глобальная задача уклонения, была

поставлена Л.С. Понтрягиным и Е.Ф. Мищенко2.

В этом направлении следует отметить также работы А. Азамова,

М.С. Габриэляна, В.Л. Зака, А.В. Мезенцева, В.В. Остапенко, И.С. Рап-

попорта, В.С. Пацко, Б.Б. Рихсеева, С.И. Тарлинского и других авторов.

Наибольшую трудность для исследований представляет задача уклонения

с участием нескольких лиц с терминальным множеством сложной структу-

ры. Специфика этих задач требует создания новых методов их исследова-

ния. Весьма актуальной представляются проблемы выяснения возможно-

сти уклонения группы убегающих от многих преследователей и переноса

критериев разрешимости задач преследования-убегания на нестационар-

ный случай. В нелинейных дифференциальных играх значимой является

задача построения разрешающих воздействий и их аналитический вывод.

Решению этих вопросов и посвящена настоящая диссертация.

Цель и задачи исследования. Целью данной работы является изу-

чение задач преследования-убегания, представленных одним преследовате-

лем, группой или двумя группами преследователей с одной стороны, и как

одного убегающего, так и группы убегающих, с другой, и нахождение усло-

вий разрешимости в этих задачах. Исследованы и найдены условия разре-
2Понтрягин, Л.С. Задача убегания одного управляемого объекта от другого / Л.С. Понтрягин, Е.Ф. Ми-

щенко // Докл. АН СССР. — 1969. — Т. 189, № 4. — С. 721–723.
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шимости следующих задач: 1) задача убегания одного убегающего от двух

групп преследователей при наличии фазовых ограничений для убегающе-

го; 2) задача убегания группы убегающих от двух групп преследователей;

3) задача простого преследования убегающего группой преследователей;

4) задачи преследования и убегания в нелинейных дифференциальных иг-

рах двух лиц.

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются

новыми и снабжены полными доказательствами.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоре-

тический характер. Результаты диссертации дополняют теорию дифферен-

циальных игр преследования-убегания.

Развитый в работе геометрический подход к исследованию нелинейных

дифференциальных игр преследования-убегания двух лиц может быть ис-

пользован при рассмотрении нелинейных задач группового преследования.

Методология и методы исследования. При решении поставлен-

ных задач использованы методы теории дифференциальных игр, аппарат

математического анализа и теории дифференциальных уравнений, методы

выпуклого анализа, а также элементы теории управления динамическими

системами.

Положения, выносимые на защиту. Основные результаты диссер-

тационной работы состоят в следующем:

1. Исследована задача убегания одного убегающего от группы преследо-

вателей в линейных нестационарных дифференциальных играх в пред-

положении, что среди преследователей имеются как участники, у кото-

рых множество допустимых управлений, являющееся шаром с центром

в нуле, совпадает с множеством допустимых управлений убегающего,

так и преследователи с меньшими возможностями, причем убегающий

не покидает пределы некоторого множества. Доказано, что если число

преследователей, возможности которых совпадают с возможностями

убегающего, меньше размерности пространства, то преследователи с

меньшими возможностями не влияют на разрешимость задачи укло-

нения.
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2. В задаче убегания группы убегающих от группы преследователей в

нестационарных дифференциальных играх при условии, что среди пре-

следователей имеются как участники, возможности которых не уступа-

ют возможностям убегающих, так и участники с меньшими возможно-

стями, показано, что если в дифференциальной игре происходит укло-

нение от встречи хотя бы одного убегающего на бесконечном проме-

жутке времени, то при добавлении «слабых» преследователей уклоне-

ние будет происходить на любом конечном промежутке времени.

3. Для задачи простого преследования группой преследователей одно-

го убегающего получены как необходимые так и достаточные условия

поимки, зависящие от структуры множества значений управлений и

числа преследователей.

4. Получены новые достаточные условия разрешимости задач преследо-

вания-уклонения в нелинейных дифференциальных играх двух лиц.

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность

результатов подтверждена строгостью математических доказательств. Ре-

зультаты диссертации обсуждались на Ижевском городском семинаре по

дифференциальным уравнениям и математической теории управления (ру-

ководитель семинара — профессор Н.Н. Петров, 2016–2019 гг.), на семинаре

отдела динамических систем Института математики и механики им. Н.Н.

Красовского УрО РАН (руководители — член-корреспондент РАН В.Н.

Ушаков, профессор А.М. Тарасьев, 2019 г.), а также на следующих кон-

ференциях:

• Международная (45-я Всероссийская) молодежная школа-конференция,

посв. 75-летию В.И. Бердышева, «Современные проблемы математики

и её приложений», г. Екатеринбург, 2014 г., [18].

• Международная конференция «Колмогоровские чтения - VII. Общие

проблемы управления и их приложения», г. Тамбов, 2015 г., [13].

• Международная конференция «Системный анализ: моделирование и

управление», посвященная памяти академика А. В. Кряжимского,

г. Екатеринбург, 2016 г., [20].
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• Международная (48-я Всероссийская) молодежная школа-конференция

«Современные проблемы математики и её приложений», г. Екатерин-

бург, 2018 г., [12].

• 17th IFAC Workshop on Control Applications of Optimization (CAO 2018),

г. Екатеринбург, 2018 г., [19].

• XLIV Международная молодёжная научная конференция «Гагарин-

ские чтения», г. Москва, 2018 г., [15].

• Научная конференция «Международная конференция по дифферен-

циальным уравнениям и динамическим системам», г. Суздаль, 2018

г., [16].

• Международная (49-я Всероссийская) молодежная школа-конференция

«Современные проблемы математики и её приложений», г. Екатерин-

бург, 2018 г., [14].

• Международная (50-я Всероссийская) молодежная школа-конференция

«Современные проблемы математики и её приложений», г. Екатерин-

бург, 2019 г., [17].

Публикации. Основные результаты опубликованы в 20 научных ра-

ботах [1–20]. Из них 8 работ [1–8] опубликованы в изданиях, входящих в

перечень ВАК. Еще 3 работы [9–11] опубликованы в зарубежных рецензи-

руемых журналах, приравненных к изданиям из перечня ВАК. При этом

работы [1,3,6–9,11] проиндексированы в международной реферативной ба-

зе данный Web of Science, а работы [3,6–12] — в базах данных Scopus.

В работах, выполненных в соавторстве, научному руководителю Н.Н.

Петрову принадлежат постановки задач и общие схемы их исследований,

а соискателю К.А. Щелчкову — точные формулировки и доказательства

результатов. Соавтору А.Я. Нарманову принадлежит идея использования

положительного базиса в соответствующей работе. Все основные результа-

ты диссертации получены автором самостоятельно. Из опубликованных в

соавторстве работ в диссертацию включены только результаты автора.
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Исследования по теме диссертации проводились в рамках грантов Рос-

сийского фонда фундаментальных исследований (проекты 16-01-00346, 18-

51-41005, 17-38-50118).

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введе-

ния, списка использованных обозначений, четырех глав, заключения и спис-

ка литературы. Главы разбиты на 13 параграфов, которые имеют сквозную

нумерацию. Нумерация формул в параграфах двойная — первая цифра

означает номер главы, вторая — номер формулы в главе. Такая же нуме-

рация принята для определений, лемм, теорем, замечаний, предположений

и примеров. Полный объём диссертации составляет 98 страниц. Список

литературы содержит 113 наименований.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

В первой главе рассматриваются две линейные нестационарные зада-

чи уклонения одного убегающего от группы преследователей с фазовыми

ограничениями и простой матрицей. Предполагается, что среди преследо-

вателей имеются как участники, возможности которых совпадают с воз-

можностями убегающего, так и участники с меньшими возможностями.

В первом параграфе рассматривается дифференциальная игра n+1

лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и убегающий E.

Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид

ẋi = b(t)ui, ‖ui‖ 6 αi,

причем αj = 1 для всех j = 1, . . . ,m < n и αj < 1 для всех j = m+1, . . . , n.

Закон движения убегающего E имеет вид

ẏ = b(t)v, ‖v‖ 6 1.

При t = t0 заданы начальные положения преследователей x01, . . . , x
0
n и на-

чальное положение убегающего y0, причем x0i 6= y0, i = 1, . . . , n.

Здесь xi, y, ui, v ∈ R
k(k > 2), b : [t0,∞) → R

1 — измеримая функция.

Дополнительно предполагается, что убегающий E в процессе игры не

покидает выпуклого множества D (D ⊂ R
k) с непустой внутренностью.



9

Под разбиением σ промежутка [t0,∞) будем понимать последователь-

ность {τq}
∞
q=0, не имеющую конечных точек сгущения и такую, что t0 =

τ0 < τ1 < τ2 < · · · < τq < . . . . Под разбиением σ промежутка [t0, T ] будем

понимать конечное разбиение {τq}
η
q=0, где t0 = τ0 < τ1 < τ2 < · · · < τη = T.

Определение 1.1. Кусочно-программной стратегией V убегающего

E, заданной на [t0,∞) ([t0, T ]) называется пара (σ, Vσ), где σ — разбиение

промежутка [t0,∞) ([t0, T ]), а Vσ — семейство отображений cr(r = 0, 1, . . . ),

ставящих в соответствие величинам (tl, x1(tl), . . . , xn(tl), y(tl)) измеримую

функцию v = vl(t), определенную для t ∈ [tl, tl+1) и такую, что

‖vl(t)‖ 6 1, y(t) ∈ D, t ∈ [tl, tl+1).

Обозначим данную игру через Γ(n).

Определение 1.2. В игре Γ(n) происходит уклонение от встречи

на [t0,∞) ([t0, T ]), если существует кусочно-программная стратегии V убе-

гающего E такая, что для любых траекторий xs(t) преследователей Ps,

yq(t) 6= xs(t) для всех s и всех t ∈ [t0,∞) ([t0, T ]).

Обозначим через IntD внутренность множества D.

Теорема 1.1. Пусть y0 ∈ IntD, b — функция, ограниченная на любом

компакте и m < k. Тогда в игре Γ происходит уклонение от встречи на

[t0,∞) из любых начальных позиций.

Пусть теперь D = {z ∈ R
k |(pj, z) 6 µj, j = 1, . . . , r}, где p1, . . . , pr —

единичные векторы R
k, µ1, . . . , µr ∈ R

1, причем IntD 6= ∅.

Теорема 1.2. Пусть 0 /∈ Int co{x01− y0, . . . , x0m− y0, p1, . . . , pr}. Тогда в

игре Γ(n) происходит уклонение на любом отрезке [t0, T ].

Справедливо следующее следствие из этой теоремы.

Следствие 1.1. Пусть D = Rk и y0 /∈ Int co{x01, . . . , x
0
m}. Тогда в игре

Γ(n) происходит уклонение на любом отрезке [t0, T ].

Во втором параграфе рассматривается задача уклонения в конусе.

Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид

ẋi = a(t)xi + ui, ‖ui‖ 6 αi,

причем αj = 1 для всех j = 1, . . . ,m < n и αj < 1 для всех j = m+1, . . . , n.

Закон движения убегающего E имеет вид

ẏ = a(t)y + v, ‖v‖ 6 1.
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При t = t0 заданы начальные положения преследователей x01, . . . , x
0
n и на-

чальное положение убегающего y0, причем x0i 6= y0, i = 1, . . . , n.

Здесь a : [t0,∞) → R
1 — измеримая функция.

Предполагается, что убегающий E в процессе игры не покидает преде-

лы выпуклого конуса

D = {y : y ∈ R
k, (pj, y) 6 0, j = 1, . . . r},

где p1, . . . pr — единичные векторы R
k такие, что IntD 6= ∅.

Убегающий использует кусочно-программные стратегии.

Теорема 1.3. Пусть y0 ∈ IntD, a — функция, ограниченная на любом

компакте и m < k. Тогда в игре Γ(n) происходит уклонение от встречи на

[t0,∞) из любых начальных позиций.

Во второй главе рассматривается задача уклонения с участием груп-

пы преследователей и группы убегающих при условии, что среди пресле-

дователей имеются как участники, возможности которых не уступают воз-

можностям убегающих, так и участники с меньшими возможностями. Цель

группы преследователей — «переловить» всех убегающих. Цель группы

убегающих — помешать этому, т. е. предоставить возможность по крайней

мере одному из убегающих уклониться от встречи.

В третьем параграфе приводится постановка основной задачи. В

пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ

n+m лиц: n преследователей Pi и m убегающих Ej с законами движения

и начальными условиями (при t = t0)

ẋi = fi(xi, ui), ui ∈ Ui(t), ẏj = Aj(t)yj + vj, vj ∈ Vj(t),

xi(t0) = x0i , yj(t0) = y0j .

Здесь и всюду далее, если не оговорено иначе i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m,

xi, yj ∈ R
k — фазовые переменные, ui, vj ∈ R

k — управляющие воздей-

ствия, Ai(t) — квадратные матрицы, непрерывно зависящие от t, fi —

функции, удовлетворяющие стандартным условиям существования, един-

ственности решения задачи Коши и продолжимости решения на проме-

жуток [t0,∞). Множества Vj(t) и Ui(t) для всех i, j, t > t0 — выпуклые
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компакты с непустой внутренностью, непрерывные по t в метрике Хау-

сдорфа и такие, что существуют выпуклые компакты V 0
j , U

0
i , для которых

Vj(t) ⊂ V 0
j , Ui(t) ⊂ U 0

i для всех t > t0, i, j. Также предполагается, что для

всех t > t0, для всех x ∈ R
k и для каждого j выполнено включение

fi(x, Ui(t)) ⊂ Aj(t)x+ IntVj(t),

i = l + 1, . . . , n, fi(x, Ui) = {fi(x, u) | u ∈ Ui},

где l — заданное натуральное число, l < n.

Обозначим Zs
0 = (x01, . . . , x

0
s, y

0
1, . . . , y

0
m).

Определение 2.1. Кусочно-программной стратегией Qj убегающего

Ej, заданной на [t0,∞) ([t0, T ]) называется пара (σ,Qj
σ), где σ — разбиение

промежутка [t0,∞) ([t0, T ]), а Q
j
σ — семейство отображений crj(r = 0, 1, . . . ),

ставящих в соответствие величинам
(

tr, xi(tr), yj(tr), min
t∈[t0,tr]

min
i

‖xi(t)− yj(t)‖
)

измеримую функцию vrj , определенную на [tr, tr+1) и, такую,

что vrj (t) ∈ Vj(t) для всех t ∈ [tr, tr+1).

Аналогично определяются кусочно-программные стратегии Si пресле-

дователей Pi.

Здесь и всюду далее в данной главе s = 1, . . . , l. Игру, в которой участ-

вуют преследователи Ps и убегающие Ej, обозначим через Γ(l,m, Z l
0), а в

которой участвуют преследователи Pi и убегающие Ej — Γ(n,m,Zn
0 ).

Определение 2.2. В игре Γ(l,m, Z l
0) происходит уклонение от встре-

чи на [t0,∞) ([t0, T ]), если существуют кусочно-программные стратегии Qj

убегающих Ej, такие, что для любых траекторий xs(t) преследователей Ps

найдется, такой номер q, что yq(t) 6= xs(t) для всех s и всех t ∈ [t0,∞)

([t0, T ]).

Предположение 2.1. Существует δ0 > 0 такое, что для любого Z ∈

Oδ0(Z
l
0) для каждого T > t0 в игре Γ(l,m, T, Z l

0) существует седловая точка.

В четвертом параграфе доказана основная теорема.

Теорема 2.1. Пусть в игре Γ(l,m, Z l
0) происходит уклонение от встречи

на [t0,∞) и выполнено предположене 2.1. Тогда в игре Γ(n,m,Zn
0 ) проис-

ходит уклонение от встречи на любом отрезке [t0, T ].
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В пятом параграфе рассматривается частный случай основной зада-

чи данной главы, для которого конкретизирован вид стратегий убегающих,

гарантирующих уклонение от встречи.

В шестом параграфе рассматривается пример Понтрягина. В про-

странстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ(n,m)

n+m лиц: n преследователей Pi и m убегающих Ej с законами движения

и начальными условиями (при t = t0)

x
(q)
i + aq−1(t)x

(q−1)
i + · · ·+ a1(t)xi = ui, ui ∈ Ui(t),

y
(q)
j + aq−1(t)y

(q−1)
j + · · ·+ a1(t)yj = vj, vj ∈ Vj(t),

x
(α)
i (t0) = x0iα, y

(α)
j (t0) = y0jα, α = 0, . . . , q − 1.

Здесь xi, yj, ui, vj ∈ R
k, a1(t), . . . , aq−1(t) ∈ R

1, — непрывные на [t0,∞)

функции, Ui(t), Vi(t) — определяются как в третьем параграфе.

Дополнительно предполагается, что для всех t > t0, j ∈ J выполнены

включения Ui(t) ⊂ IntVj(t), i = l + 1, . . . , n, где l — заданное натуральное

число, l < n.

Теорема 2.3. Пусть в игре Γ(l,m, Z l
0) происходит уклонение от встречи

на [t0,∞). Тогда в игре Γ(n,m,Zn
0 ) происходит уклонение от встречи на

любом отрезке [t0, T ].

В третьей главе рассматриваются две задачи простого преследования

группой преследователей одного убегающего при условии, что все игроки

обладают равными возможностями.

В седьмом параграфе приводится общая постановка задачи. В про-

странстве R
k(k > 2) рассматривается дифференциальная игра n + 1 лиц:

n преследователей P1, . . . , Pn и убегающий E с законами движения

ẋi = ui, ui ∈ U, xi(0) = x0i , ẏ = v, v ∈ U, y(0) = y0,

где U — выпуклый компакт с непустой внутренностью. Обозначим

z0i = x0i −y0, z0 = {x01, . . . , x
0
n, y

0}. Считаем, что z0i 6= 0 для всех i = 1, . . . , n.

Определение 3.2. Кусочно-программной контрстратегией Ui пре-

следователя Pi называется пара (σ, U i
σ), где σ — разбиение промежутка

[t0,∞), а U i
σ — семейство отображений {bli}

∞
l=0 ставящих в соответствие ве-
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личинам (tl, x1(tl), . . . , xn(tl), y(tl)) и функции vl(t), t ∈ [tl, tl+1), измеримую

функцию uli : [tl, tl+1) → U .

Обозначим данную игру Γ(n, z0).

Определение 3.3. В игре Γ(n, z0) происходит уклонение от встречи,

если существует кусочно-программная стратегия V убегающего E такая,

что для любых траекторий x1(t), . . . , xn(t) преследователей P1, . . . , Pn вы-

полнено xi(t) 6= y(t) для всех t > 0 и всех i = 1, . . . , n, где y(t) — траектория

E, порожденная стратегией V .

Определение 3.4. В игре Γ(n, z0) происходит поимка если существу-

ет T > 0 такое, что для любой кусочно-программной стратегии V убегаю-

щего E, найдутся кусочно-программные контрстратегии U1, . . . , Un пресле-

дователей P1, . . . , Pn, для которых xp(τ) = y(τ) при некоторых p, τ ∈ [0, T ].

Известно3, что в игре Γ(n, z0) происходит поимка тогда и только тогда,

когда δ(z0) > 0, где

δ(z0) = min
v∈U

max
i=1,...,n

λi(v), λi(v) = sup{λ | λ > 0, −λz0i ∈ −v + U}.

В восьмом параграфе предполагается, что множество

U = co{A1, . . . , Am}, причём для всех j точки Aj являются крайними. Для

каждого i = 1, . . . ,m определим следующие множества:

Li =







ξ | ξ =
∑

j=1,...,m, j 6=i

αj(Aj − Ai),
∑

j=1,...,m, j 6=i

αj = 1, αj ∈ [0, 1]







,

и

Ci = {γLi | γ > 0}.

Теорема 3.2. Пусть m = k+1. Для того, что бы в игре Γ(k+1, z0) про-

исходила поимка необходимо и достаточно выполнение следующих усло-

вий:

−z0i ∈ Cij , j = 1, . . . ,m,

{i1} ∪ · · · ∪ {ik+1} = {1, . . . ,m}.

При этом δ(z0) = min
j=1,...,k+1

λj(Aij)

k
.

3Григоренко, H.Л. Игра простого преследования-убегания группы преследователей и одного убегающего /

H.Л. Григоренко // Вестн. МГУ. Сер. вычисл. матем. и киберн. — 1983. — № 1. — С. 41–47.
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В девятом параграфе рассматривается задача преследования, в ко-

торой множество U — выпуклый компакт с непустой внутренностью, ко-

личество преследователей равно двум.

Для каждого p ∈ R
k, ‖p‖ = 1 определим множество W (p) следующим

образом: w ∈ W (p) если выполнены следующие условия

1) w ∈ ∂U ;

2) существуют вектор ‖q‖ = 1, (q, p) = 0 и число α ∈ R такие, что для

любого v ∈ U , (v, q) 6 α, (w, q) = α.

Введём следующие обозначения:

Dmax(p, w) = w + p ·max{γ ∈ R
1 | γp+ w ∈ ∂U},

Dmin(p, w) = w + p ·min{γ ∈ R
1 | γp+ w ∈ ∂U}.

Теорема 3.3. Для существования начальных положений z01 и z02 , из

которых в данной игре происходит поимка, необходимо и достаточно суще-

ствование такого вектора p ∈ R
k, ‖p‖ = 1, что для любой точки w ∈ W (p)

выполнено ‖Dmax(p, w) − Dmin(p, w)‖ > 0. При этом поимка будет гаран-

тирована, если z01 = αp, z02 = −βp для некоторых α, β > 0.

В десятом параграфе получены необходимые условия поимки в слу-

чае, когда количество преследователей не превосходит размерности фазо-

вого пространства.

Обозначим Lm(p1, . . . , pm) — линейное подпространство R
k, определяе-

мое линейно независимыми векторами p1, . . . , pm ∈ R
k, ‖pj‖ = 1.

L⊥
m(p1, . . . , pm) — ортогональное дополнение к Lm(p1, . . . , pm).

Теорема 3.4. Для осуществления поимки необходимо, чтобы

0 ∈ co{z01, . . . , z
0
n}.

Теорема 3.5. Пусть n 6 k. Тогда, для осуществления поимки необхо-

димо существование такого Ln−1(p1, . . . , pn−1), что для любой точки

v ∈ ∂U , в которой существует опорная гиперплоскость с внешней норма-

лью q ∈ L⊥
n−1(p1, . . . , pn−1), ‖q‖ = 1, было выполнено

((Ln−1(p1, . . . , pn−1) + v) \ {v}) ∩ U 6= ∅.
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В четвертой главе рассматриваются дифференциальные игры пре-

следования и уклонения двух лиц, описываемые системой вида

ẋ = f(x, u) + g(x, v), x ∈ R
k, u ∈ U, v ∈ V.

Множеством значений управлений игрока, со стороны которого рассмат-

ривается задача, является конечное подмножество фазового пространства.

В одиннадцатом параграфе рассматривается следующая задача о

поимке.

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра

Γ(x0) двух лиц: преследователя P и убегающего E. Динамика игры опи-

сывается системой дифференциальных уравнений.

ẋ = f(x, u) + g(x, v), u ∈ U, v ∈ V, x(0) = x0,

где x ∈ R
k — фазовая переменная, u, v ∈ R

k — управляющие воздействия.

Множество U = {u1, . . . , um}, ui ∈ R
k, i = 1, . . . ,m. Множество V — ком-

пакт. Функция f : Rk ×U → R
k — для каждого u ∈ U непрерывно диффе-

ренцируема по x во всем пространстве R
k. Функция g : Rk×V → R

k — для

каждого v ∈ V непрерывно дифференцируема по x во всем пространстве

R
k. При этом считаем, что функция f(·, ·) — для каждого u ∈ U липшице-

ва по x, функция g(·, ·) — липшицева по совокупности переменных, то есть

существуют положительные числа L1, . . . , Lm, L2 такие, что

‖f(x1, ui)− f(x2, ui)‖ 6 Li‖x
1 − x2‖, x1, x2 ∈ R

k, i = 1, . . . ,m,

‖g(x1, v1)−g(x2, v2)‖ 6 L2(‖x
1−x2‖+‖v1−v2‖), x1, x2 ∈ R

k, v1, v2 ∈ V.

Определение 4.1. Кусочно-постоянной стратегией Q убегающего E

называется пара (σ,Qσ), где σ — разбиение промежутка [0,∞), а Qσ —

семейство отображений cr, r = 0, 1, . . . , ставящих в соответствие величинам

(τr, x(τr)) постоянное управление vr(t) ≡ vr ∈ V , t ∈ [τr, τr+1).

Определение 4.2. Кусочно-постоянной контрстратегией W пресле-

дователя P называется пара (σ,Wσ), где σ — разбиение промежутка [0,∞),

а Wσ — семейство отображений dr, r = 0, 1, . . . , ставящих в соответствие ве-

личинам (τr, x(τr)) и постоянному управлению vr(t), t ∈ [τr, τr+1) кусочно-

постоянную функцию ur : [τr, τr+1) → U с конечным количеством переклю-

чений.
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Обозначим данную игру Γ(x0).

Определение 4.3. В игре Γ(x0) происходит поимка, если существует

T > 0 такое, что для любой кусочно-постоянной стратегии Q убегающе-

го E существует кусочно-постоянная контрстратегия W преследователя P

такая, что x(τ) = 0 для некоторого τ ∈ (0, T ).

Определение 4.4. Совокупность векторов a1, . . . , an ∈ R
k называется

положительным базисом4 если для любой точки ξ ∈ R
k существуют числа

µ1, . . . , µn > 0 такие, что ξ =
∑n

i=1 µiai.

Теорема 4.1 Пусть f(0, u1), . . . , f(0, um) образует положительный ба-

зис и −g(0, V ) ⊂ Int(co{f(0, u1), . . . , f(0, um)}). Тогда существует ε > 0

такое, что для любой точки x0 ∈ Oε(0) в игре Γ(x0) происходит поимка.

В двенадцатом параграфе рассматривается задача об ε-поимке.

Динамика игры описывается системой дифференциальных уравнений

ẋ = f(x, u) + g(x, v), u ∈ U, v ∈ V, x(0) = x0,

где x ∈ R
k — фазовый вектор, u, v ∈ R

k — управляющие воздействия.

Множество U = {u1, . . . , um}, ui ∈ R
l, i = 1, . . . ,m. Множество V ⊂ R

s

— компакт. Функция f : R
k × U → R

k для каждого u ∈ U липшицева

по x. Функция g : Rk × V → R
k липшицева по совокупности переменных.

Ограничения Липшица задаются также, как и в одиннадцатом параграфе.

Определение 4.5. Кусочно-постоянной стратегией W преследова-

теля P называется пара (σ,Wσ), где σ — разбиение промежутка [0, T ], а

Wσ — семейство отображений dr, r = 0, 1, . . . , η, ставящих в соответствие

величинам (τr, x(τr)) постоянное управление ur(t) ≡ ur ∈ U , t ∈ [τr, τr+1).

Под управлением убегающего будем понимать произвольную измери-

мую функцию v : [0,∞) → V . Обозначим данную игру Γ(x0).

Определение 4.6. В игре Γ(x0) происходит ε-поимка, если существу-

ет T > 0 такое, что для любого ε > 0 существует кусочно-постоянная

стратегия W преследователя P такая, что для любого допустимого управ-

ления убегающего v(·) выполнено неравенство ‖x(τ)‖ < ε для некоторого

τ ∈ [0, T ].
4Петров, Н.Н. Об управляемости автономных систем / Н.Н. Петров // Дифференц. уравнения. — 1968. —

Т. 4, № 4. — C. 606–617.
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Теорема 4.2. Пусть f(0, u1), . . . , f(0, um) образуют положительный ба-

зис и −g(0, V ) ⊂ Int(co{f(0, u1), . . . , f(0, um)}). Тогда существует ε0 > 0

такое, что для любой точки x0 ∈ Oε0(0) в игре Γ(x0) происходит ε-поимка.

В тринадцатом параграфе рассматривается задача об убегании.

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра

двух лиц: преследователя P и убегающего E. Динамика игры описывается

системой дифференциальных уравнений.

ẋ = f(x, v) + g(x, u), u ∈ U, v ∈ V, x(0) = x0,

где x ∈ R
k — фазовый вектор, u, v ∈ R

k — управляющие воздействия.

Множество V = {v1, . . . , vm}, vi ∈ R
l, i = 1, . . . ,m. Множество U ⊂ R

s —

компакт. Функции f(·, ·), g(·, ·) определяются также, как и в параграфе 12.

Определение 4.7. Кусочно-постоянной стратегией W убегающего

E называется пара (σ,Wσ), где σ — разбиение промежутка [0,∞)([0, T ]),

а Wσ — семейство отображений dr, r = 0, 1, . . . , η, ставящих в соответствие

величинам (τr, x(τr)) постоянное управление vr(t) ≡ vr ∈ V , t ∈ [τr, τr+1).

Под управлением преследователя будем понимать произвольную изме-

римую функцию u : [0,∞) → U . Обозначим данную игру Γ(x0).

Определение 4.8. В игре Γ(x0) происходит уклонение от встречи,

если существует ε > 0 и кусочно-постоянная стратегия W убегающего E

такие, что для любого допустимого управления преследователя u(·) выпол-

нено неравенство ‖x(τ)‖ > ε для любого τ ∈ [0,∞)([0, T ]).

Введём следующие обозначения:

H(q) = {x ∈ R
k | (x, q) 6 ‖q‖2};

H(Q) =
⋂

q∈Q

H(q); d(Q) = max
a∈Q

‖q‖, где Q— компакт.

Теорема 4.3. Пусть f(0, v1), . . . , f(0, vm) образуют положительный ба-

зис и −g(0, U) ⊂ IntH(f(0, V )). Тогда в игре Γ(x0) происходит уклонение

от встречи для любого x0 ∈ R
k \ {0}.

Теорема 4.4. Пусть f(0, v1), . . . , f(0, vm) образуют положительный ба-

зис и −g(0, U) ⊆ H(f(0, V )). Тогда для любого T > 0 в игре Γ(x0) проис-

ходит уклонение от встречи на отрезке [0, T ] для любого x0 ∈ R
k \ {0}.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрены дифференциальные игры преследования-убегания пред-

ставленных одним преследователем, группой или двумя группами пресле-

дователей с одной стороны, и как одного убегающего, так и группы убега-

ющих, с другой.

В диссертационной работе получены следующие основные результаты:

1. Получены достаточные условия разрешимости задачи убегания в двух

нестационарных задачах уклонения одного убегающего от группы пре-

следователей при условии, что среди преследователей имеются как

участники, возможности которых совпадают с возможностями убегаю-

щего, так и преследователи с меньшими возможностями и убегающий

не покидает пределы некоторого множества: нестационарная задача с

простой матрицей и убегающий не покидает пределы некоторого вы-

пуклого множества с непустой внутренностью; линейная нестационар-

ная задача преследования при условии, что матрица системы явля-

ется произведением функции на единичную матрицу и убегающий не

покидает пределы выпуклого конуса с вершиной в нуле и с непустой

внутренностью.

2. Получены достаточные условия убегания группы убегающих от груп-

пы преследователей при условии, что среди преследователей имеются

как участники, возможности которых не уступают возможностям убе-

гающих, так и участники с меньшими возможностями, в трех задачах:

задача, в которой динамика преследователей описывается нелинейны-

ми стационарными дифференциальными уравнениями, динамика убе-

гающих — линейными нестационарными дифференциальными урав-

нениями; линейная нестационарная задача с простой матрицей, в ко-

торой разрешающее управление убегающего построено аналитически;

нестационарный пример Понтрягина.

3. Получены необходимые и достаточные условия поимки в задаче про-

стого преследования с различными условиями: множество значений
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управлений является выпуклым многогранником; количество пресле-

дователей равно двум. Также в данной задаче получены дополнитель-

ные необходимые условия поимки, зависящие от количества преследо-

вателей.

4. Получены новые достаточные условия разрешимости задач преследо-

вания и убегания в нелинейных дифференциальных играх двух лиц.

В задаче убегания одного или нескольких убегающих (задачи первой и

второй глав) от группы преследователей интерес представляет перенос ре-

зультатов на нелинейный случай. В задаче третьей главы перспективным

является поиск достаточных условий поимки одного убегающего группой

преследователей, если их число не превосходит размерности фазового про-

странства. Для нелинейных задач преследования и убегания (глава 4) с

одним убегающим и одним преследователем интерес представляет перенос

данных результатов на случай группового преследования, в том числе с

фазовыми ограничениями.
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