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ÑÏÈÑÎÊ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÉ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Rn � ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n;
Rn+ = {x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0};
(x, y) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x, y ∈ Rk;
‖x‖ =

√
x2

1 + . . .+ x2
n � íîðìà âåêòîðà x;

Dr(z) = {x : ‖x− z‖ 6 r}; � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì
â òî÷êå z;

D0
r(z) = {x : ‖x− z‖ < r}; � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì

â òî÷êå z;
Sr(z) = {x : ‖x− z‖ = r}; � ñôåðà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå z;
Aε = A+D0

ε(0) � ýïñèëîí îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A;
IntA � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A;
A � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A;
∂A � ãðàíèöà ìíîæåñòâà A;
dimA � ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà A;
affA � àôôèííàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A;
coA � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A;
riA � îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A;
lex minA � ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ìèíèìóì ìíîæåñòâà A;
estA � ñîâîêóïíîñòü âñåõ êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A;
conA � êîíè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A;
H−, H+ � çàìêíóòûå ïîëóïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìûå ãèïåð-

ïëîñêîñòüþ H;
|M | � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M ;
diamA � äèàìåòð ìíîæåñòâà A, diamA = sup

x,y∈A
‖x− y‖;

h(A,B) � ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B;
c(A,ϕ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A;
rangG � ðàíã ìàòðèöû G;
gradf � ãðàäèåíò ôóíêöèè f ;
tX � ñëåä ìàòðèöû X;
suppf � íîñèòåëü ôóíêöèè f ;
Ω(Rn) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàí-

ñòâà Rn;
clos(Rn) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàí-

ñòâà Rn;
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K(Rn) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàí-
ñòâà Rn;

coK(Rn) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rn;

Mnm � ñîâîêóïíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðîì n×m;
M0
n � ñîâîêóïíîñòü âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ïîðÿä-

êà n× n;
M+
n � ñîâîêóïíîñòü ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ

ìàòðèö ïîðÿäêà n× n;
λmax(A) � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A;
X−1 � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå X;
ΠM (x) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîåêöèÿìè òî÷-

êè x íà ìíîæåñòâî M ;
0+A � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåöåññèâíûõ íàïðàâëåíèé ìíîæåñòâà

A;
µM (x) � çíà÷åíèå ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî â òî÷êå x;
ρ(x,A) = inf

y∈A
‖x− y‖ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà A;

NA(x0) � íîðìàëüíûé êîíóñ êî ìíîæåñòâó A â òî÷êå x0 ∈ A;
TH(A, a) � íèæíèé êàñàòåëüíûé êîíóñ êî ìíîæåñòâó A â òî÷êå

a ∈ A;
b(A) � áàðüåðíûé êîíóñ ìíîæåñòâà A;
cardx � êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà x;

4



ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âûïóêëûì àíàëèçîì íàçûâàþò ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì
èçó÷àþòñÿ âûïóêëûå ìíîæåñòâà è ôóíêöèè. Ïîíÿòèå âûïóêëîñòè
èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè. Âûïóêëûé àíàëèç íàõîäèò ìíîãî÷èñëåííûå
ïðèëîæåíèÿ â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
óïðàâëåíèÿ, â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ, òåîðèè ïðèáëèæåíèé è ýêî-
íîìèêå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî çàìå÷àòåëü-
íîé ìîíîãðàôè÷åñêîé ëèòåðàòóðû ïî âûïóêëîìó àíàëèçó è åãî ïðè-
ëîæåíèÿì. Ê ñîæàëåíèþ, â óêàçàííûõ èçäàíèÿõ ñîäåðæèòñÿ áîëü-
øîé îáúåì ìàòåðèàëà, îðèåíòèðîâàòüñÿ â êîòîðîì ñòóäåíòó äîñòà-
òî÷íî ñëîæíî, êðîìå òîãî, äàííàÿ ëèòåðàòóðà äëÿ ñòóäåíòà ÿâëÿåòñÿ
òðóäíîäîñòóïíîé.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, áàçîâûì ïîíÿòè-
ÿì âûïóêëîãî àíàëèçà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîíÿòèÿì, êîòîðûå èñ-
ïîëüçóþòñÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð.
Â ïîñîáèå âêëþ÷åíî äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ ïî âûïóêëîìó
àíàëèçó äëÿ çàêðåïëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè. Â ïîñëåäíåì ðàç-
äåëå ïðèâîäèòñÿ íàáîð îäíîòèïíûõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé äëÿ
ñòóäåíòîâ. Îãðàíè÷åííûé îáúåì ïîñîáèÿ íå ïîçâîëèë ïðèâåñòè ïî-
äðîáíûå ðåøåíèÿ èëè îòâåòû êî âñåì çàäà÷àì.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû, êîòîðóþ àâòîðû èñïîëüçîâàëè äëÿ íàïèñà-
íèÿ äàííîãî ïîñîáèÿ, ïðèâåäåí â êîíöå. Êðîìå òîãî, äàííûé ñïèñîê
ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü äëÿ çíàêîìñòâà ñ âûïóêëûì àíàëèçîì è åãî
ñåðüåçíîãî èçó÷åíèÿ.

Àâòîðû áóäóò áëàãîäàðíû è ïðèçíàòåëüíû âñåì ÷èòàòåëÿì çà çà-
ìå÷àíèÿ è ïîæåëàíèÿ, êîòîðûå ïðîñèì íàïðàâëÿòü ïî e-mail:

kma3@list.ru

èëè îáû÷íîé ïî÷òîé ïî àäðåñó: 426034, ã. Èæåâñê, óë. Óíèâåðñè-
òåòñêàÿ, ä. 1, Óäìóðòñêèé óíèâåðñèòåò, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.
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§1 Âûïóêëûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè èç
óñëîâèÿ x, y ∈ A,α ∈ [0, 1] ñëåäóåò, ÷òî

αx+ (1− α)y ∈ A.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî áóäåì ñ÷èòàòü âûïóêëûì ïî îïðåäåëåíèþ.
Ãåîìåòðè÷åñêè äàííîå îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî A

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè
îíî ñîäåðæèò è âåñü îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè.

Ðèñ. 1: Âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
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Ðèñ. 2: Ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ âûïóêëûì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.
1. Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
2. Îòðåçîê [a, b] = {x = αa + (1 − α)b, α ∈ [0, 1]}, ñîåäèíÿþùèé

òî÷êè a è b.
3. Øàð Dr(a) = {x

∣∣∣ ‖x− a‖ 6 r}. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
x, y ∈ Dr(a), α ∈ [0, 1]. Òîãäà

‖αx+ (1− α)y − a‖ = ‖αx+ (1− α)y − (αa+ (1− α)a)‖ =

= ‖α(x− a) + (1− α)(y − a)‖ 6 α‖x− a‖+ (1− α)‖y − a‖ 6
6 αr + (1− α)r = r.

Ñëåäîâàòåëüíî, αx+ (1− α)y ∈ Dr(a).
4. Ïîëóïðîñòðàíñòâî H+ = {x

∣∣ (c, x) 6 α}, ãäå c ∈ Rn, c 6= 0.

Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü A,B ⊂ Rn � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Òîãäà âû-
ïóêëûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ:
1) A ∩B,
2) A+B,
3) A,
4) αA, α > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé 1) è 4) ñëå-
äóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.
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2). Ïóñòü x, y ∈ A + B, α ∈ [0, 1]. Òîãäà x = a1 + b1, y = a2 + b2,
ïðè÷åì a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B. Èìååì

αx+ (1− α)y = α(a1 + b1) + (1− α)(a2 + b2) =

= (αa1 + (1− α)a2) + (αb1 + (1− α)b2) = a+ b.

Òàê êàê A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî a = αa1 + (1 − α)a2 ∈ A.
Àíàëîãè÷íî b = αb1 + (1− α)b2 ∈ B. Ïîýòîìó a+ b ∈ A+B.

3). Ïóñòü x, y ∈ A, α ∈ [0, 1]. Èç îïðåäåëåíèÿ A ñëåäóåò, ÷òî

x = lim
k→∞

ak, y = lim
k→∞

bk,

ïðè÷åì ak, bk ∈ A äëÿ âñåõ k. Ïîýòîìó

αak + (1− α)bk ∈ A, αx+ (1− α)y = lim
k→∞

(αak + (1− α)bk).

Ñëåäîâàòåëüíî, αx+ (1− α)y ∈ A.

Òåîðåìà 1.2 Ïóñòü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k, äëÿ ëþáûõ òî÷åê a1, . . . , ak ∈ A, äëÿ ëþáûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α1, . . . , αk, α1 + · · ·+αk = 1
ñïðàâåäëèâî

α1a1 + · · ·+ αkak ∈ A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Äîêàçûâàòü òåîðåìó áóäåì ìåòîäîì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, à ïðè k = 2
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà A. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ âñåõ k 6 m. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ
k = m+ 1.

Ïóñòü a1, . . . , am+1 ∈ A, αj > 0,
m+1∑
j=1

αj = 1,

y = α1a1 + · · ·+ αmam + αm+1am+1.

Åñëè αm+1 = 1, òî y = am+1 ∈ A. Ïóñòü αm+1 6= 1. Òîãäà y ïðåäñòà-
âèìà â âèäå

y = (1− αm+1)
[ α1

1− αm+1
a1 + · · ·+ αm

1− αm+1
am

]
+αm+1am+1.
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Òàê êàê α1 + · · ·+ αm = 1− αm+1, αj > 0, òî

αj
1− αm+1

> 0,

m∑
j=1

αj
1− αm+1

= 1.

Ïîýòîìó, â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, òî÷êà

z =
[ α1

1− αm+1
a1 + · · ·+ αm

1− αm+1
am

]
∈ A.

Ñëåäîâàòåëüíî, y = (1−αm+1)z+αm+1am+1 ∈ A â ñèëó âûïóêëîñòè
ìíîæåñòâà A. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü a � âíóòðåííÿÿ òî÷êà âûïóêëîãî ìíîæåñòâà
A, b ∈ A. Òîãäà äëÿ âñåõ α ∈ (0, 1) òî÷êà
x = αa+ (1− α)b ∈ IntA.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü α ∈ (0, 1). Òàê êàê a � âíóòðåí-
íÿÿ òî÷êà, òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî îòêðûòûé øàð D0

ε(a) ⊂ A.
Èç óñëîâèÿ b ∈ A ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ A òàêàÿ, ÷òî

‖y − b‖ < α

1− α
ε.

Ðàññìîòðèì òî÷êó z = αa+ (1− α)y è øàð D0
αε(z). Èç ñîîòíîøåíèÿ

D0
αε(z) = αD0

ε(a) + (1− α)y

è âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà A ñëåäóåò, ÷òî D0
αε(z) ⊂ A. Òàê êàê

‖x− z‖ = ‖αa+ (1− α)b− αa− (1− α)y‖ =

= (1− α)‖y − b‖ < αε,

òî x ∈ D0
αε(z) è ïîýòîìó x ∈ IntA.

Ñëåäñòâèå 1.1 Åñëè ìíîæåñòâî A âûïóêëî, òî IntA òàêæå âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 1.4 Ïóñòü A � íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå íåîãðàíè-
÷åííîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Òîãäà
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1) äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð h ∈ Rn
òàêîé, ÷òî ëó÷

l = {x ∈ Rn
∣∣ x = a+ th, t > 0} ⊂ A.

2) åñëè äëÿ íåêîòîðûõ a0 ∈ A, h ∈ Rn, h 6= 0 ëó÷

l0 = {x ∈ Rn
∣∣ x = a0 + th, t > 0} ⊂ A,

òî äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A ëó÷

l = {x ∈ Rn
∣∣ x = a+ th, t > 0} ⊂ A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü a ∈ A, t > 0. Òàê êàê ìíîæåñòâî
A íåîãðàíè÷åíî, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ak}∞k=1

òàêàÿ, ÷òî ak ∈ A è ‖ak‖ → ∞ ïðè k →∞. Îáîçíà÷èì

hk =
ak − a
‖ak − a‖

, tk =
t

‖ak − a‖
, yk = tkak + (1− tk)a.

Òîãäà ‖hk‖ = 1, è ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî hk → h ïðè
k → ∞. Îòìåòèì, ÷òî ‖h‖ = 1. Èç ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ak} ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k0 òàêîå, ÷òî äëÿ
âñåõ k > k0 âûïîëíåíî tk ∈ [0; 1]. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ k > k0 yk ∈ A è

yk = a+ tk(ak − a) = a+ thk → a+ th

ïðè k →∞. Â ñèëó çàìêíóòîñòè A ïîëó÷àåì, ÷òî a+th ∈ A. Îòñþäà,
â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè t > 0, ñëåäóåò ÷òî l ⊂ A.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü l0 ⊂ A è a ∈ A. Äëÿ ëþáîãî
t > 0 îáîçíà÷èì

xk = a0 + (tk)h, yk =
1

k
xk +

(
1− 1

k

)
a.

Òîãäà xk ∈ l0 ⊂ A. Â ñèëó âûïóêëîñòè A ïîëó÷àåì, ÷òî yk ∈ A äëÿ
âñåõ k. Òàê êàê

yk =
1

k
(a0 + tkh) +

(
1− 1

k

)
a = a+ th+

1

k
(a0 − a),

òî yk → a+th ïðè k →∞. Â ñèëó çàìêíóòîñòè A ïîëó÷àåì a+th ∈ A,
è ïîýòîìó l ⊂ A. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Îïðåäåëåíèå 1.2 Âåêòîð h ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ðåöåññèâíûì íà-
ïðàâëåíèåì äëÿ ìíîæåñòâà A, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A, äëÿ
ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà t ñïðàâåäëèâî a+ th ∈ A. Ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ ðåöåññèâíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ A îáîçíà÷èì 0+A.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî 0+A âñåãäà íåïóñòî, òàê êàê
0 ∈ 0+A.

Ñëåäñòâèå 1.2 Ïóñòü A � íåïóñòîå íåîãðàíè÷åííîå âûïóêëîå çà-
ìêíóòîå ìíîæåñòâî â Rn. Òîãäà ñóùåñòâóåò h 6= 0 òàêîé, ÷òî
h ∈ 0+A.

Òåîðåìà 1.5 Ïóñòü A � çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn,
B � âûïóêëûé êîìïàêò Rn. Òîãäà A+B âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Âûïóêëîñòü A+B ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè
A è B è îïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ ìíîæåñòâ. Äîêàæåì çàìêíóòîñòü
ìíîæåñòâà A+B. Ïóñòü {yk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê A+B,
ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå y. Òîãäà äëÿ âñåõ k yk = ak + bk, ak ∈ A, bk ∈ B.
Òàê êàê B êîìïàêò, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bk} ìîæíî âûäåëèòü
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî bk → b ∈
B. Èç ðàâåíñòâà ak = yk − bk ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak}
ñõîäèòñÿ è åå ïðåäåë (òî÷êà a) ïðèíàäëåæèò A, òàê êàê A çàìêíóòî.
Èìååì y = a + b ∈ A + B, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 1.3 Ïóñòü H ⊂ S1(0) ⊂ Rn, H 6= ∅. Çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ H� âûïóêëûì, åñëè îíî ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ó êàæäîãî
èç êîòîðûõ âíåøíÿÿ íîðìàëü ïðèíàäëåæèò H.

Ïðèìåð 1.1 Ïóñòü

A = {x ∈ Rn | ai 6 x 6 bi, i = 1, . . . n.

Åñëè â êà÷åñòâå H âçÿòü H = {±ei, |i = 1, . . . , n}, òî ìíîæåñòâî
A áóäåò H � âûïóêëûì.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß
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1.1. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ âèäà
x2 + bx+ c, èìåþùèõ õîòÿ áû îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü. ßâëÿåòñÿ
ëè ìíîæåñòâî M âûïóêëûì?

1.2. Ìîæåò ëè ñóììà äâóõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ëåæàùèõ íà
îäíîé ïðÿìîé, áûòü íåçàìêíóòûì ìíîæåñòâîì?

1.3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A âûïóêëî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáûõ λ1 > 0, λ2 > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(λ1 + λ2)A = λ1A+ λ2A.

1.4. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâà A òàêîãî, ÷òî A+A 6= 2A.
1.5. Ïóñòü ìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþ-

áûõ x, y ∈ A òî÷êà 0, 5x + 0, 5y ∈ A. Âåðíî ëè, ÷òî A � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî?

1.6.Ïóñòü çàìíóòîå ìíîæåñòâîA îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A òî÷êà 0, 5x + 0, 5y ∈ A. Âåðíî ëè, ÷òî A � âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî?

1.7. Ïóñòü
M = {x ∈ Rn

∣∣ (Ax, x) 6 1},

ãäå A � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà ïîðÿäêà n. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî M âûïóêëûì?

1.8. Íàéòè ìèíèìàëüíîå k, ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x2 + y2 > 1, x+ y > k}

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.
1.9. Ïóñòü A ⊂ Rn, B ⊂ Rm, A,B � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Äî-

êàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A×B âûïóêëî.
1.10. Ïóñòü L : Rn → Rm � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

A ⊂ Rn, B ⊂ Rm � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà

L(A) = {y ∈ Rm
∣∣ y = Lx, x ∈ A},

L−1(B) = {x ∈ Rn
∣∣ Lx ∈ B}

ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè.
1.11. Áóäåò ëè âûïóêëûì ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì?
1.12. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî A ⊂ Rn òàêîâî,

÷òî A+A = A, òî 0 ∈ A?
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1.13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî A ⊂ Rn òàêîâî,
÷òî A+A = A, òî 0 ∈ A.

1.14. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A ⊂ Rn òàêîâî, ÷òî
A+A = A, òî 0 ∈ A?

1.15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, òî
ëþáîé ëó÷, ïðîâåäåííûé èç ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè ìíîæåñòâà A,
ïåðåñåêàåò åãî ãðàíèöó íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå.

1.16. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è
îãðàíè÷åííûì, òî ëþáîé ëó÷, ïðîâåäåííûé èç ëþáîé âíóòðåííåé
òî÷êè ìíîæåñòâà A, ïåðåñåêàåò åãî ãðàíèöó ðîâíî â îäíîé òî÷êå.

1.17. Ïóñòü Z � âûïóêëîå ìíîæåñòâî â Rn ×Rm.

X = {x ∈ Rn
∣∣ (x, y) ∈ Z, y ∈ Rm}−

ïðîåêöèÿ Z íà Rn. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.
Âåðíî ëè, ÷òî åñëè Z � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî è X �
âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

1.18. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn, ñóììà
ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî k çàäàííûõ òî÷åê íå ïðåâûøàåò åäèíèöû,
âûïóêëî.

1.19. Ìîæåò ëè ñóììà äâóõ íåâûïóêëûõ ìíîæåñòâ áûòü ìíîæå-
ñòâîì âûïóêëûì?

1.20. Ìîæåò ëè ñóììà âûïóêëîãî è íåâûïóêëîãî ìíîæåñòâ áûòü
ìíîæåñòâîì âûïóêëûì?

1.21. Áóäåò ëè âûïóêëûì ìíîæåñòâî

A = {x ∈ Rn
∣∣ ‖x‖+ (p, x) 6 1}?

1.22. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Rn òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A
òî÷êè

min{x, y} =
(

min{x1, y1}, . . . ,min{xn, yn}
)
,

max{x, y} =
(

max{x1, y1}, . . . ,max{xn, yn}
)

ïðèíàäëåæàò A. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî A � âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî?

1.23. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñâÿçíî.
1.24. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ y > x2} ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëûì.
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1.25. Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn, f : [0, 1] → A � èíòå-
ãðèðóåìà ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ, g � ñêàëÿðíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ èí-

òåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
1∫
0

g(t)dt = 1. Äîêàçàòü,

÷òî

1∫
0

f(t)g(t)dt ∈ A.

1.26. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâ A,B, êàæäîå èç êîòîðûõ íå
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, à ìíîæåñòâî à) A ∩B, b) A ∪B âûïóêëî.

1.27. Ïóñòü a1, . . . ak ∈ Rn,

Ai = {x ∈ Rn | ‖x− ai‖ 6 ‖x− aj‖ äëÿ âñåõ j 6= i}.

1. Äîêàçàòü, ÷òî Ai � âûïóêëûå ìíîæåñòâà.
2. Ïóñòü k = 2. Äîêàçàòü, ÷òî IntA1 ∩ IntA2 = ∅, åñëè a1 6= a2.
3. Ïóñòü n = 2, k = 3. Ïðèâåñòè ïðèìåðû òî÷åê a1, a2, a3 òàêèõ, ÷òî
à) A1 ∩A2 ∩A3 = ∅; b) A1 ∩A2 ∩A3 6= ∅.

1.28. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ êâàä-
ðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî A âûïóêëûì?

1.29. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà äâóõ íå ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ â R2

ñîäåðæèò âíóòðåííèå òî÷êè.
1.30. Íà ïëîñêîñòè äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðè÷åì ëþ-

áàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå òî÷êè äàííîãî ìíîæåñòâà, ñîäåð-
æèò, ïî êðàéíåé ìåðå, åùå îäíó òî÷êó. Äîêàçàòü, ÷òî âñå òî÷êè ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé.

1.31. Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B íà ïðÿìîé ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíè-
ÿìè m è n îòðåçêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî A ∩B � îáúåäè-
íåíèå íå áîëåå n+m− 1 îòðåçêà.

1.32. Òî÷êà a çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn íàçûâà-
åòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò òî÷êè b ∈ A òàêîé, ÷òî bi 6 ai
äëÿ âñåõ i.

Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òî÷åê çàìêíóòî è âûïóê-
ëî?.

1.33. Ïóñòü A � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî R3, ïðè÷åì äëÿ âñåõ c ∈
R1 ìíîæåñòâî Ac = {(x1, x2, c)

∣∣∣ (x1, x2, c) ∈ A} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.
Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî ìíîæåñòâî A âûïóêëî?
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1.34. Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ áåçãðàíè÷íî äåëèìûì, åñëè
äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Bk ⊂ Rn,
òàêîå, ÷òî

A = Bk +Bk + · · ·+Bk(k ñëàãàåìûõ).

Âåðíî ëè, ÷òî íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A áåçãðàíè÷íî äåëèìî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âûïóêëî.

1.35. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A âûïóêëî, òî IntA = IntA.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, òî äàííîå
ðàâåíñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êðóã ñ
âûêîëîòûì öåíòðîì.

1.36. Íà ïëîñêîñòè äàí êâàäðàò K, âíóòðè êîòîðîãî íàõîäèò-
ñÿ íåñêîëüêî ðàâíûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ. Äîêàçàòü,
÷òî êâàäðàò ìîæíî ðàçáèòü íà âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè òàê, ÷òî
â êàæäîì èç íèõ áóäåò ñîäåðæàòüñÿ ðîâíî ïî îäíîìó êðóãó.

1.37. Ïóñòü A � âûïóêëîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Äî-
êàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Rn \A íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

1.38. Ïóñòü A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Rn, òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ Rn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ áëèæàéøàÿ òî÷êà â
A. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A âûïóêëî (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íîðìà
� åâêëèäîâà).

1.39. Äàíà A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ . . . � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Áóäåò ëè èõ îáúåäèíåíèå âûïóêëûì?

1.40. Ïðèâåñòè ïðèìåð âûïóêëîãî çàìíóòîãî ìíîæåñòâà, ïðîåê-
öèÿ êîòîðîãî íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì.

1.41. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Rn, òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿ-
ìîé l ìíîæåñòâî A ∩ l ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Áóäåò ëè ìíîæåñòâî A
âûïóêëûì?

1.42. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Äîêàçàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî A êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïðÿìîé
l ìíîæåñòâî A ∩ l êîìïàêòíî.

1.43.Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà âûïóêëûõ êîìïàêòà Rn ñ íåïóñòîé
âíóòðåííîñòüþ ãîìåîìîðôíû.

1.44. Ïóñòü A � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Rn, ak ∈ A,
αk > 0,

∞∑
k=1

αj = 1, ïðè÷åì ðÿä
∞∑
j=1

αjaj ñõîäèòñÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

òî÷êà a � ñóììà ðÿäà ïðèíàäëåæèò A.
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1.45. Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn, ak ∈ A, αk > 0,
∞∑
k=1

αj =

1. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä
∞∑
j=1

αjaj ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ïðèíàäëåæèò A.

1.46. Ïóñòü A1, A2 � âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn. Äîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâà

A =
⋂
a∈A2

⋃
α>1

(
αA1 + (1− α)a

)
, B =

⋃
a∈A2

⋃
α>1

(
αA1 + (1− α)a

)
,

íàçûâàåìûå ïîëíîé òåíüþ è ïîëóòåíüþ ìíîæåñòâà A1 îòíîñèòåëüíî
A2, âûïóêëû.

1.47. Ïóñòü A1, A2 � âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn. Äîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî

A =
⋃

06α61

(
αA1 ∩ (1− α)A2

)
,

íàçûâàåìîå èíâåðñíîé ñóììîé ìíîæåñòâ A1 è A2, ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëûì.

1.48. Îáúåäèíåíèå äâóõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
ìíîæåñòâîì. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâà èìåþò îáùóþ òî÷êó?

1.49. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ çâåçäíûì ñ öåíòðîì â
òî÷êå x0, åñëè x0 ∈ IntA è äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A, ëþáîãî âåùå-
ñòâåííîãî ÷èñëà α ∈ [0, 1] âûïîëíåíî αx0 + (1− α)x ∈ A.

1. Ïðèâåñòè ïðèìåð çâåçäíîãî ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ âû-
ïóêëûì.

2. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè A ⊂ R1 � çâåçäíîå ìíîæåñòâî ñ öåíòðîì â
òî÷êå x0, òî A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî?

1.50. Ïóñòü A,B � âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn. Âåðíî ëè ðàâåí-
ñòâî

A+B = (A ∪B) + (A ∩B)?

1.51. A,B � âûïóêëûå êîìïàêòû Rn, ïðè÷åì A∪B � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî, A ∩B 6= ∅. Äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A+B = (A ∪B) + (A ∩B)?

1.52. A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn,

A1 = {(x1, x2, . . . , xn−1)
∣∣ ∃µ ∈ R1, (x1, . . . , xn−1, µ) ∈ A}−
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ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà A íà Rn−1. Áóäåò ëè A1 âûïóêëûì ìíîæå-
ñòâîì?

1.53. Ìíîæåñòâî B ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ïî÷òè âûïóêëûì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò âûïóêëîå ìíîæåñòâî A ⊂ Rn òàêîå, ÷òî A ⊂ B ⊂ A. Ïðèâå-
ñòè ïðèìåð ïî÷òè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ âûïóêëûì.

1.54. Ñóùåñòâóåò ëè ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî B ⊂ R1?
1.55. Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ A,B òàêèõ, ÷òî

ìíîæåñòâî A+B íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
1.56. Ïóñòü Ω � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, A � ìàòðèöà ðàç-

ìåðîì m × n, c ∈ Rn, b ∈ Rm, d ∈ R1 òàêîâû, ÷òî (c, x) + d > 0 äëÿ
âñåõ x ∈ Ω. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : Ω→ Rm âèäà

F (x) =
Ax+ b

(c, x) + d
.

Äîêàçàòü, ÷òî F (Ω) âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
1.57. Ïóñòü Rkv = {(x1, . . . , xk−1, xk) : xk > 0}. F : Rn+1

v → Rn

âèäà
F (x1, . . . , xn, xn+1) =

( x1

xn+1
, . . . ,

xn
xn+1

)
.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn+1
v ìíîæå-

ñòâî F (A) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.
1.58. Ïóñòü M � êîìïàêò, z /∈ M, Λ(z) = {λ > 0 : λz ∈ M}.

Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî Λ(z) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.
1.59. ÏóñòüM � âûïóêëûé êîìïàêò, z /∈M, Λ(z) = {λ > 0 : λz ∈

M}. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî Λ(z) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.
1.60. Äîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A ⊂ Rn âûïóêëî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ A, x1 6= x2 ñóùåñòâóåò
òî÷êà x ∈ [x1, x2] ∩A, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ òî÷êàìè x1, x2.

1.70. Ïðèâåñòè ïðèìåð âûïóêëîãî ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþùååñÿ H�
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

1.71. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿ-
åòñÿ H âûïóêëûì?
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§2 Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 2.1 Òî÷êà a =
k∑
i=1

αiai íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé êîìáè-

íàöèåé òî÷åê a1, . . . , ak, åñëè âñå αi > 0 è
k∑
i=1

αi = 1.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ
ïåðåñå÷åíèå âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ìíîæåñòâî A.

Âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà A áóäåì îáîçíà÷àòü coA. Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ìíîæåñòâî coA ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëûì.

Îïðåäåëåíèå 2.2 êîððåêòíî, òàê êàê A ñîäåðæèòñÿ, ïî êðàéíåé
ìåðå, â îäíîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå � ñàìîì ïðîñòðàíñòâå Rn.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

B =
{
z
∣∣ z =

m∑
i=1

αiai, ai ∈ A, αi > 0,

m∑
i=1

αi = 1, m ∈ N
}
.

Òåîðåìà 2.1 Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü b1, b2 ∈ B, β ∈ [0, 1]. Èç îïðåäåëåíèÿ
B ñëåäóåò, ÷òî

b1 =

m∑
i=1

αiai, ai ∈ A, αi > 0,

m∑
i=1

αi = 1,

b2 =

k∑
i=1

γjcj , cj ∈ A, γj > 0,

k∑
i=1

γj = 1.

Òîãäà

βb1 + (1− β)b2 =

m∑
i=1

βαiai +

k∑
j=1

(1− β)γjcj .

Òàê êàê βαi > 0, (1− β)γj > 0 äëÿ âñåõ i, j è

m∑
i=1

βαi +

k∑
j=1

(1− β)γj = β

m∑
i=1

αi + (1− β)

k∑
j=1

γj = 1,
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òî βb1 + (1−β)b2 ∈ B ïî îïðåäåëåíèþ B è âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà B
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2 Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
coA = B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Âêëþ÷åíèå B ⊂ coA ñëåäóåò èç òåîðåìû
1.2, à âêëþ÷åíèå coA ⊂ B ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.3 (Êàðàòåîäîðè). Ïóñòü A ⊂ Rn, x ∈ coA. Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî r 6 n + 1, òî÷êè a1, . . . , ar ∈ A, íåîò-
ðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà α1, . . . , αr,

r∑
i=1

αi = 1 òàêèå, ÷òî

x = α1a1 + · · ·+ αrar.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê x ∈ coA, òî ïî ïðåäûäóùåé òåîðå-
ìå

x = α1a1 + · · ·+ αmam, aj ∈ A, αj > 0,

m∑
j=1

αj = 1.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå αj > 0. Åñëèm 6 n+1, òî òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü m > n+ 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíî-

ñèòåëüíî βj .

β1a1 + · · ·+ βmam = 0,

β1 + · · ·+ βm = 0. (2.1)

Ìû èìååì ñèñòåìó èç n + 1-ãî óðàâíåíèÿ ñ m > n + 1 íåèçâåñòíû-
ìè. Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå β0 = (β0

1 , . . . , β
0
m). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

âåùåñòâåííîãî ÷èñëà t íàáîð tβ0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû.
Äëÿ âåêòîðà x èìååì ïðåäñòàâëåíèå

x = α1a1 + · · ·+ αmam + t(β0
1a1 + · · ·+ β0

mbm) =

= a1(α1 + tβ0
1) + · · ·+ am(αm + tβ0

m).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.1) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë β0
j åñòü îòðèöàòåëü-

íûå. Ïóñòü
t∗ = min

j|β0
j<0
−αj
β0
j

= −αs
β0
s

.
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Òîãäà
αs + t∗β0

s = 0, αj + t∗β0
j > 0

äëÿ âñåõ j è

x =

m∑
j=1

(αj + t∗β0
j )aj ,

m∑
j=1

(αj + t∗β0
j ) = 1.

Òåì ñàìûì êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ïðåäñòàâëåíèè òî÷êè x óìåíü-
øèëîñü, ïî êðàéíåé ìåðå, íà åäèíèöó. Åñëè êîëè÷åñòâî îñòàâøèõñÿ
ñëàãàåìûõ íå ïðåâîñõîäèò n+ 1, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïîâòîðÿåì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó åùå îäèí ðàç. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü ìíîæåñòâî A êîìïàêò. Òîãäà ìíîæåñòâî coA
� êîìïàêò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn êîì-
ïàêòíîñòü ðàâíîñèëüíà çàìíóòîñòè è îãðàíè÷åííîñòè. Îãðàíè÷åí-
íîñòü ìíîæåñòâà coA î÷åâèäíà. Äîêàæåì, ÷òî coA �
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü {bk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê òàêàÿ, ÷òî
bk ∈ coA äëÿ âñåõ k è lim

k→∞
bk = b. Äîêàæåì, ÷òî b ∈ coA. Èç òåîðåìû

Êàðàòåîäîðè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òî÷åê bk ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

bk = αk1ak1 + · · ·+ αkn+1akn+1, (2.2)

ãäå αkj > 0,
n+1∑
j=1

αkj = 1, akj ∈ A. Âîçìîæíî, ÷òî íåêîòîðûå ñëàãàå-

ìûå â (2.2) ðàâíû íóëþ, çàòî êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ñäåëàíî îäèíà-
êîâûì äëÿ âñåõ k.

Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{αk1}∞k=1 ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî αk1 → α1 ïðè k →∞. Îòìåòèì, ÷òî α1 > 0.

Äàëåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak1}∞k=1, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè
ìíîæåñòâà A, ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak1}∞k=1 ñõîäèòñÿ ê
òî÷êå a1. Â ñèëó çàìíóòîñòè ìíîæåñòâà A òî÷êà ai ∈ A. Ïðîäîëæàÿ
äàííûé ïðîöåññ äàëüøå, ïîëó÷èì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü

αk2 → α2, ak2 → a2, ïðè k →∞.
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Ïåðåõîäÿ â (2.2) ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷àåì

b = lim
k→∞

bk =

n+1∑
j=1

αjaj , αj > 0,

n+1∑
j=1

αj = 1, aj ∈ A.

Ñëåäîâàòåëüíî, b ∈ coA è òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.5 Ïóñòü A � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Òîãäà coA
� îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê A ⊂ coA è IntA = A, òî ñðàçó ïîëó-
÷àåì, ÷òî A = IntA ⊂ Int(coA). Òàê êàê ìíîæåñòâî Int(coA) ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì, òî coA ⊂ Int(coA). Âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèåì Int(coA) ⊂
coA ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Îïðåäåëåíèå 2.3 Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê
a1, . . . , ak ∈ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì, íàòÿíó-
òûì íà a1, . . . , ak. Òî÷êà b ∈ M = co{a1, . . . , ak} íàçûâàåòñÿ âåð-
øèíîé ìíîãîãðàííèêà M, åñëè M 6= co(M \ {b}).

Îòìåòèì, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíî-
æåñòâîì.

Òåîðåìà 2.6 (Ðàäîíà). Ïóñòü A = {a1, . . . , ak} ⊂ Rn, k > n + 2.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà B,C òàêèå, ÷òî

B ∪ C = A, B ∩ C = ∅, coB ∩ coC 6= ∅.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ÷èñåë αi :

α1a1 + · · ·+ αkak = 0,

α1 + · · ·+ ak = 0. (2.3)

Òàê êàê ÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî ñèñòåìà èìå-
åò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå α0 = (α0

1, . . . , α
0
k). Çà ñ÷åò ïåðåíóìåðàöèè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

α0
1 > 0, . . . , α0

s > 0, α0
s+1 6 0, . . . , α0

k 6 0.
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Òîãäà â ñèëó ñèñòåìû (2.3) ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ðà-
âåíñòâ:

s∑
j=1

α0
jaj =

k∑
i=s+1

(−α0
i )ai,

α0
1 + · · ·+ α0

s = −(α0
s+1 + · · ·+ α0

k).

Îáîçíà÷àÿ

α = α0
1 + · · ·+ α0

s, βj =
α0
j

α
, γi =

−α0
i

α
,

ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

s∑
j=1

βjaj =

k∑
i=s+1

γiai,

s∑
j=1

βj = 1,

k∑
i=s+1

γi = 1, βj > 0, γi > 0.

Ïóñòü
B = {a1, . . . , as}, C = {as+1, . . . , ak}.

Òîãäà B ∪ C = A, B ∩ C = ∅ è èç (2.4) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà

x =
s∑
j=1

βjaj ïðèíàäëåæèò êàê coB, òàê è coC. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.7 Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A,B ⊂ Rn ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

co(A+B) = coA+ coB.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê A ⊂ coA, B ⊂ coB, òî A + B ⊂
coA+ coB è ïîýòîìó

co(A+B) ⊂ co(coA+ coB) = coA+ coB.

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå coA+coB ⊂ co(A+B). Ïóñòü a ∈ coA,
b ∈ coB. Â ñèëó òåîðåìû Êàðàòåîäîðè,

a = α1a1 + · · ·+ αkak, ai ∈ A, αi > 0, k 6 n+ 1,
k∑
i=1

αi = 1,

b = β1b1 + · · ·+ βmbm, bj ∈ B, βj > 0, m 6 n+ 1,

m∑
j=1

βj = 1.
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî αi, βj 6= 0 äëÿ âñåõ i, j.
Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå σ1 = {τi}ki=0 îòðåçêà [0, 1] íà îñíîâàíèè ÷è-
ñåë α1, . . . , αk: τ0 = 0, τi = τi−1 + αi. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì ðàç-
áèåíèå σ2 = {ηj}mj=0 íà îñíîâàíèè ÷èñåë β1, . . . , βm. Äàëåå, ïîëó-
÷èâøèåñÿ òî÷êè ðàçáèåíèé σ1 è σ2 ðàñïîëîæèì íà îäíîì îòðåç-
êå [0, 1] è, åñëè íåñêîëüêî òî÷åê èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, òî
îñòàâëÿåì îäíó èç íèõ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì òðåòüå ðàçáèåíèå
σ3 = {ξs}ls=0, ãäå ξ0 < ξ1 < · · · < ξl = 1. Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé
îòðåçîê [ξs, ξs+1], s = 0, . . . l − 1, ïî ïîñòðîåíèþ ïîëíîñòüþ ñîäåð-
æèòñÿ â íåêîòîðîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ σ1 è òàêæå ïîëíîñòüþ ñîäåð-
æèòñÿ â íåêîòîðîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ σ2. Äàëåå, îïðåäåëèì ÷èñëà
γs = ξs − ξs−1, s = 1, . . . , l. Ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè γ1 + · · · + γl = 1,
γs > 0, s = 1, . . . , l. Êðîìå òîãî

a =

k∑
i=1

αiai =

l∑
s=1

γsâs, âs ∈ {a1, . . . , ak},

b =

m∑
j=1

βjbj =

l∑
s=1

γsb̂s, b̂s ∈ {b1, . . . , bm}.

Ñëåäîâàòåëüíî, a+b = γ1(â1 + b̂1)+ · · ·+γl(âl+ b̂l), ãäå âs ∈ A, b̂s ∈ B
äëÿ âñåõ s, òî åñòü a+ b ∈ co(A+B). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.8 Ïóñòü òî÷êè x0, x1, . . . , xn ∈ Rn òàêîâû, ÷òî âåêòî-
ðû x1−x0, . . . , xn−x0 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà Intco{x0, . . . , xn} 6=
∅.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Â ñèëó òåîðåìû 2.2 òî÷êà
x ∈ co{x0, x1, . . . , xn} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò íåîò-
ðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà α0, . . . , αn òàêèå, ÷òî
α0 + · · ·+ αn = 1 è x = α0x0 + · · ·+ αnxn. Âîçüìåì òî÷êó

y = α0x0 + · · ·+ αnxn, ãäå αj > 0,

n∑
j=0

αj = 1.

Ïóñòü ε � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî αj > ε äëÿ âñåõ j,
βl � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî |βl| 6 ε

n äëÿ âñåõ
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l = 1, . . . , n, òî÷êà

z = y +

n∑
l=1

βl(xl − x0).

Ïîêàæåì, ÷òî z ∈ co{x0, . . . , xn}. Äåéñòâèòåëüíî,

z =

n∑
j=0

αjxj +

n∑
l=1

βl(xl − x0) =

= (α0 −
n∑
l=1

βl)x0 +

n∑
j=1

(αj + βj)xj .

Â ñèëó âûáîðà βl ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà αl − βl > 0,

α0 −
n∑
l=1

βl > 0, è, êðîìå òîãî,

(α0 −
n∑
l=1

βl) +

n∑
j=1

(αj + βj) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå äîêàçàíî.
Ïóñòü äàëåå ei, i = 1, . . . , n � ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ Rn. Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ
x1−x0, . . . , xn−x0 êàæäûé èç âåêòîðîâ ei ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ei = ai1(x1 − x0) + ai2(x2 − x0) + · · ·+ ain(xi − x0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç s íàèáîëüøåå èç ÷èñåë |aij |, i, j = 1, . . . n è îïðåäå-
ëèì ÷èñëî r = ε

n2s .
Äîêàæåì, ÷òî øàð Dr(y) ⊂ co{x0, x1, . . . , xn}. Ïóñòü

w ∈ Dr(y). Òîãäà

w − y = µ1e1 + · · ·+ µmen, ãäå µ2
1 + · · ·+ µ2

n 6 r2

è ïîýòîìó |µi| 6 r äëÿ âñåõ i. Äàëåå èìååì

w − y =

n∑
l=1

µlel =

n∑
l=1

µl
( n∑
k=1

alk(xk − x0)
)
=

=

n∑
k=1

(xk − x0) ·
n∑
l=1

µlalk =
∑
k=1

βk(xk − x0),
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ãäå βk =
n∑
l=1

µlalk. Òàê êàê

|βk| 6
n∑
l=1

|µl| · |alk| 6 nsr = ns · ε

n2s
=
ε

n
,

òî, â ñèëó ðàíåå äîêàçàííîãî, w ∈ co{x0, . . . , xn}. Ïîëó÷èëè, ÷òî ëþ-
áàÿ òî÷êà øàðà Dr(y) ïðèíàäëåæèò co{x0, x1, . . . , xn}. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

2.1. Ïóñòü A ñîâîêóïíîñòü âñåõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ âèäà x2+
bx+ c ñ íóëåâûì äèñêðèìèíàíòîì. Íàéòè coA.

2.2. Ïóñòü λ ∈ R1, A � ïîäìíîæåñòâî Rn. Âåðíî, ëè ÷òî co(λA) =
λcoA?

2.3. Ïóñòü A,B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà Rn. Äîêàçàòü, ÷òî
co(A×B) = coA× coB.

2.4. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A çàìêíóòî, òî coA òàêæå
çàìíóòîå ìíîæåñòâî.

2.5. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî co(A ∪B) = coA ∪ coB?
2.6. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî co(A ∩B) = coA ∩ coB?
2.7. Äîêàçàòü, ÷òî coA = coA, ãäå coA � ïåðåñå÷åíèå âñåõ âû-

ïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ A.
2.8. Íàéòè âûïóêëóþ îáîëî÷êó ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

1. A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ xy = 1};

2. A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y = e−x};

3. A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x, y ∈ [0, 1]} ∪ {(x, y) ∈ R2

∣∣ y = x > 1};
4. A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ y = 0} ∪ {(0, 1)};
5. A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ |x+ y| 6 4, |x− y| 6 4, |x| 6 y}.
2.9. Ïóñòü A,B ïîäìíîæåñòâà R2, ÿâëÿþùèåñÿ òðåóãîëüíèêàìè

(âûïóêëîé îáîëî÷êîé òðåõ òî÷åê). Íàéòè A+B.
2.10. Ïóñòü A � êîìïàêò Rn, f : [a, b] → A � èíòåãðèðóåìàÿ ïî

Ðèìàíó ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

f0 =
1

b− a

b∫
a

f(t)dt ∈ coA.
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2.11. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè coA îòêðûòî, òî A îòêðûòî.
2.12. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè coA çàìêíóòî, òî A çàìêíóòî.
2.13. Íà ïëîñêîñòè äàíû n òî÷åê, ïðè÷åì ëþáûå ÷åòûðå ÿâëÿ-

þòñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Äîêàçàòü, ÷òî âñå
òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà.

2.14. Íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè a1, . . . , ak, b1, . . . , bm, ëþáûå òðè
èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ìîæåò ëè ìíîãîóãîëüíèê
co{a1, . . . , ak, b1, . . . , bm} èìåòü ÷èñëî âåðøèí ñòðîãî ìåíüøå ÷èñëà
âåðøèí êàæäîãî èç ìíîãîóãîëüíèêîâ co{a1, . . . , ak},
co{b1, . . . , bm}?

2.15. Íà ïëîñêîñòè äàíû 5 òî÷åê, ëþáûå òðè èç êîòîðûõ íå ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî íàéòè ÷åòûðå òî÷êè,
ðàñïîëîæåííûå â âåðøèíàõ âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

2.16. Íà ïëîñêîñòè äàíû 2000 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ò. å. ëþ-
áûå òðè òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
íå ìåíåå 400 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíè-
êîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ.

2.17. Ïóñòü M � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè ñ âåð-
øèíàìè A = {a1, . . . , ak}, h : A → A � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå, λ ∈ (0, 1),

Aλ = co{λai + (1− λ)h(ai), i = 1, . . . k}.

Äîêàçàòü, ÷òî

1

n

k∑
i=1

ai ∈ Aλ.

2.18.ÏóñòüM � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè ñ âåðøè-
íàìè A = {a1, . . . , ak}, H′ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé h : A→ A, λ ∈ (0, 1),

Ah = co{λai + (1− λ)h(ai), i = 1, . . . k}.

Äîêàçàòü, ÷òî ⋂
h∈H′

Ah 6= ∅.
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2.19. Íà ïëîñêîñòè äàíû n(n > 3) òî÷åê, ïðè÷åì ëþáûå òðè íå
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü, ïðî-
õîäÿùàÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷åðåç òðè äàííûå òî÷êè è íå ñîäåðæàùàÿ
âíóòðè ñåáÿ íè îäíîé èç îñòàëüíûõ òî÷åê.

2.20. Êëàññ K ïîäìíîæåñòâ Rn íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ëþáîãî ìíîæåñòâà èç K òàêæå ïðèíàäëåæèò K.
ßâëÿþòñÿ ëè èíâàðèàíòíûìè ñëåäóþùèå êëàññû ìíîæåñòâ:

1. Ìíîæåñòâà, äèàìåòð êîòîðûõ ðàâåí 1.
2. Ïóñòü f : Rn → R1, f ∈ C(Rn), a ∈ R1. Ìíîæåñòâî K ∈ K

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) < a äëÿ âñåõ x ∈ K.
3. Ïóñòü f : Rn → R1, f ∈ C(Rn), a ∈ R1.ÌíîæåñòâîK ∈ K òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ K òàêàÿ, ÷òî f(x) < a.
4. K ∈ K òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå f : [0, 1]→ Rn òàêîå, ÷òî K = f([0, 1]).
5. K ∈ K òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå f : R1 → Rn òàêîå, ÷òî K = f(R1).
2.21. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Â = {αa+ (1− α)b
∣∣∣ a, b ∈ A,α ∈ [0, 1]}.

Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå coA 6= Â.
2.22. Ïóñòü A � ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Äîêàçàòü, ÷òî â óñëî-

âèè òåîðåìû Êàðàòåîäîðè n+ 1 ìîæíî çàìåíèòü íà n.
2.23. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Rn. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x ∈ coA è

ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé, òî x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âûïóê-
ëîé êîìáèíàöèè íå áîëåå, ÷åì n òî÷åê ìíîæåñòâà A.

2.24 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A,B � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, òî

co(A ∪B) =
⋃

α∈[0,1]

(
αA+ (1− α)B

)
.

2.25. Ïóñòü a1, . . . , an � òî÷êè ïëîñêîñòè, íèêàêèå òðè èç êî-
òîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òðåóãîëüíèê xyz, ãäå x, y, z ∈
{a1, . . . , an} = A íàçûâàåòñÿ ÷åòíûì, åñëè â ìíîæåñòâå
Intco{x, y, z} ñîäåðæèòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê èçA è íàçûâàåòñÿ íå÷åò-
íûì, åñëè â ìíîæåñòâå Intco{x, y, z} ñîäåðæèòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî òî-
÷åê èç A.

1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå òðåóãîëüíèêè aiajak ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè,
òî âñå òî÷êè ai ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà coA.
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2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå òðåóãîëüíèêè aiajak ÿâëÿþòñÿ íå÷å-
òíûìè, òî âñå òî÷êè ai ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà coA.

2.26. Ïóñòü A ⊂ B ⊂ Rn, B � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,
A âñþäó ïëîòíî â B, òî åñòü A = B. Âåðíî ëè, ÷òî a) coA = B;
b) coA = B?

2.27. Íàéòè co(A ∪B), ãäå

A = {(x, y, 0)
∣∣ x2 + y2 6 1}, B = co{(0, 0,−1), (0, 0, 1)}.

2.28. Âåðíû ëè âêëþ÷åíèÿ a) coA ⊂ coA, b) coA ⊂ coA?
2.29. Íà ïëîñêîñòè äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê M , íèêàêèå

òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ñîñòîÿùåå õîòÿ áû èç
òð¼õ òî÷åê. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ìíîãîóãîëüíèêè, ìíîæåñòâî âåð-
øèí êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ M . Âåðíî ëè, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ îáÿçàòåëüíî ñîâïàäåò ñ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíî-
æåñòâà M?

2.30. Äîêàçàòü, ÷òî co
(
A ∪ (B ∪ C)

)
= co(A ∪B ∪ C).

2.31. X0, X1, . . . , Xn � ïîäìíîæåñòâà Rn, òàêèå ÷òî 0 ∈ coXi,
i = 0, . . . , n. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷êè xi ∈ Xi, i = 0, . . . , n
òàêèå, ÷òî 0 ∈ co{x0, . . . , xn}.

2.32.X1, . . . , Xn � ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà Rn, òàêèå ÷òî 0 ∈ coXi,
i = 1, . . . , n. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷êè xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n
òàêèå, ÷òî 0 ∈ co{x0, . . . , xn}.

2.33. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A,B êîìïàêòû â Rn, òî co(A ∪ B) òàê
æå êîìïàêò â Rn.

2.34. Ïóñòü A � íåïóñòîå îòêðûòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn.
Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìïàêòîâ
{Kl}∞l=1 òàêàÿ, ÷òî Kj ⊂ Kj+1 ⊂ A âñåõ j è

A =

∞⋃
j=1

Kj .

2.35. Ïóñòü A,B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà Rn. Äîêàçàòü, ÷òî

co(A ∪B) = co
(
coA ∪ coB

)
.

2.36. Ïóñòü A,B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà Rn. Äîêàçàòü, ÷òî

co(A+B) =
⋃

γ∈[0,1]

(
(1− γ)coA+ γcoB

)
.
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2.37. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâ A,B äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

−co(A ∪B) = co(A ∪B).
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§3 Òåîðåìû îòäåëèìîñòè

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ìíîæåñòâà A è B (A,B ⊂ Rn) îòäåëèìû, åñëè
ñóùåñòâóþò p ∈ Rn, p 6= 0, α ∈ R1 òàêèå, ÷òî

(p, a) 6 α äëÿ âñåõ a ∈ A,
(p, b) > α äëÿ âñåõ b ∈ B.

Ãåîìåòðè÷åñêè îòäåëèìîñòü ìíîæåñòâ A è B îçíà÷àåò, ÷òî A è B
ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãèïåðïëîñêîñòè
H = {x

∣∣ (p, x) = α}.

Ðèñ. 3: Îòäåëèìûå ìíîæåñòâà.
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Ðèñ. 4: Ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ îòäåëèìûìè.

Ïðèìåð 3.1 Ïóñòü

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y = x, x > 0},

B = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y = x, x 6 1}.

Òîãäà ìíîæåñòâà A è B îòäåëèìû.

Ïðèìåð 3.2 Ïóñòü

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x2 + y2 6 1}, B = {(0; 0)}.

Òîãäà ìíîæåñòâà A è B íåîòäåëèìû.

Îïðåäåëåíèå 3.2 Ìíîæåñòâà A è B (A,B ⊂ Rn) ñòðîãî îòäåëè-
ìû, åñëè ñóùåñòâóþò p ∈ Rn, p 6= 0, α ∈ R1 òàêèå, ÷òî

(p, a) < α äëÿ âñåõ a ∈ A,
(p, b) > α äëÿ âñåõ b ∈ B.

Ãåîìåòðè÷åñêè ñòðîãàÿ îòäåëèìîñòü ìíîæåñòâ A è B îçíà÷àåò,
÷òî A è B ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãèïåðïëîñêîñòè H =
{x
∣∣ (p, x) = α} è êàæäîå èç ìíîæåñòâ íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ãèïåð-

ïëîñêîñòüþ H.
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Ïðèìåð 3.3 Ïóñòü

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y =

1

x
, x > 0},

B = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y = 0, x > 0}.

Òîãäà ìíîæåñòâà A è B îòäåëèìû. Îòäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòüþ
áóäåò îñü OX. Îäíàêî ìíîæåñòâà A è B íåëüçÿ îòäåëèòü ñòðîãî.

Òåîðåìà 3.1 Ìíîæåñòâà A è B îòäåëèìû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî A−B è òî÷êà {0} îòäåëèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü A è B îòäåëèìû. Òîãäà

(p, a) 6 α äëÿ âñåõ a ∈ A,
(p, b) > α äëÿ âñåõ b ∈ B.

Ïîýòîìó (p,−b) 6 −α è, ñëåäîâàòåëüíî,

(p, a− b) 6 0 äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ B.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü H = {x
∣∣ (p, x) = 0} îòäåëÿåò A−B

îò íóëÿ.
Ïóñòü A−B è {0} îòäåëèìû. Ïîýòîìó

(p, c) 6 α äëÿ âñåõ c ∈ A−B,
(p, 0) > α.

Çíà÷èò α 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ c ∈ A−B ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî (p, c) 6 0 èëè

(p, a− b) 6 0 äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ B.

Ïîýòîìó
(p, a) 6 (p, b) äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ B.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
a∈A

(p, a) 6 inf
b∈B

(p, b).
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Ïóñòü α � âåùåñòâåííîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

sup
a∈A

(p, a) 6 α 6 inf
b∈B

(p, b). (3.4)

Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü H = {x
∣∣ (p, x) = α}. Èç (3.4) ñëåäóåò,

÷òî sup
a∈A

(p, a) 6 α è ïîýòîìó (p, a) 6 α äëÿ âñåõ a ∈ A. Àíàëîãè÷íî

ïîëó÷àåì, ÷òî (p, b) > α äëÿ âñåõ b ∈ B. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî A è B
îòäåëèìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.2 Åñëè ìíîæåñòâî A − B ñòðîãî îòäåëèìî îò íóëÿ,
òî ìíîæåñòâà A è B ñòðîãî îòäåëèìû.

Îòìåòèì, ÷òî èç ñòðîãîé îòäåëèìîñòè ìíîæåñòâ A è B íå ñëåäóåò
ñòðîãàÿ îòäåëèìîñòü A−B è íóëÿ. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé

Ïðèìåð 3.4 Ïóñòü

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y >

1

x
, x > 0},

B = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y 6 − 1

x
, x > 0}.

Òîãäà ìíîæåñòâà A è B ñòðîãî îòäåëèìû ãèïåðïëîñêîñòüþ
{(x, y)

∣∣ y = 0}, íî

A−B = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y > 0},

è ïîýòîìó ìíîæåñòâî A−B íåëüçÿ ñòðîãî îòäåëèòü îò íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.3 Ïðîåêöèåé òî÷êè b ∈ Rn íà ìíîæåñòâî A ⊂ Rn
íàçûâàåòñÿ òî÷êà πA(b) ∈ A òàêàÿ, ÷òî

‖πA(b)− a‖ 6 ‖a− b‖ äëÿ âñåõ a ∈ A,

ò.å. òî÷êà ìíîæåñòâà A, ÿâëÿþùàÿñÿ áëèæàéøåé ê òî÷êå b.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè b ∈ A, òî πA(b) = b. Åñëè æå òî÷êà b /∈ A è
ìíîæåñòâî A îòêðûòî, òî πA(b) íå ñóùåñòâóåò.
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Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü A � íåïóñòîå çàìíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî,
b /∈ A. Òîãäà ïðîåêöèÿ πA(b) ñóùåñòâóåò è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

(πA(b)− b, a− πA(b)) > 0 äëÿ âñåõ a ∈ A; (3.5)

(πA(b)− b, a− b) > ‖πA(b)− b‖2 > 0 äëÿ âñåõ a ∈ A. (3.6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f : A→ R1, f(x) = ‖x− b‖.

Ïî îáîáùåííîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò òî÷êà ãëîáàëüíî-
ãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå A, êîòîðàÿ è áóäåò πA(b).
Îòìåòèì, ÷òî πA(b) 6= b.

Ïóñòü a ∈ A,α ∈ [0, 1]. Òîãäà αa+ (1− α)πA(b) ∈ A è ïîýòîìó

‖πA(b)− b‖2 6 ‖αa+ (1− α)πA(b)− b‖2 =

= ‖α(a− πA(b)) + πA(b)− b)‖2 =

= α2‖a− πA(b)‖2 + 2α(a− πA(b), πA(b)− b) + ‖πA(b)− b‖2.

Îòñþäà

2(a− πA(b), πA(b)− b) + α‖a− πA(b)‖2 > 0.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè α → 0, ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî (3.5). Äàëåå èìååì

0 6 (πA(b)− b, a− πA(b)) = (πA(b)− b, a− b+ b− πA(b)) =

= (πA(b)− b, a− b)− ‖πA(b)− b‖2,

îòêóäà ñëåäóåò (3.6). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.1 Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëûì è çàìêíóòûì, òî ïðîåêöèÿ òî÷êè b íà A îïðåäå-
ëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Òåîðåìà 3.4 Ïóñòü A � íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæå-
ñòâî, 0 /∈ A. Òîãäà A è {0} ñòðîãî îòäåëèìû.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ñóùåñòâóåò òî÷êà
πA(0), óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

(πA(0), a) > ‖πA(0)‖2 äëÿ âñåõ a ∈ A.

Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü

H = {x
∣∣ (πA(0), x) =

1

2
‖πA(0)‖2},

êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 3.1 Ïóñòü A � íåïóñòîå âûïóêëîå çàìê-
íóòîå ìíîæåñòâî, b /∈ A. Òîãäà A è {b} ñòðîãî îòäåëèìû.

Ñëåäñòâèå 3.2 Ïóñòü A � íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, b /∈ A.
Òîãäà A è {b} ñòðîãî îòäåëèìû.

Ñëåäñòâèå 3.3 Ïóñòü A,B � íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ âûïóê-
ëûå çàìíóòûå ìíîæåñòâà, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ îãðàíè÷åíî.
Òîãäà ìíîæåñòâà A è B ñòðîãî îòäåëèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü A îãðàíè÷åíî. Ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâî C = A−B. C � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Äîêàæåì, ÷òî C ÿâëÿåò-
ñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Ïóñòü {ck} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
ìíîæåñòâà C, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå c. Òàê êàê ck ∈ C, òî ck = ak − bk,
ãäå ak ∈ A, bk ∈ B. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè A èç ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {ak} ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå a. Â
ñèëó çàìêíóòîñòè A òî÷êà a ∈ A. Òîãäà bk = ck + ak ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿ-
ùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, bk → b, ïðè÷åì b ∈ B. Ïîëó÷èëè, ÷òî
c = a− b, îòêóäà ñëåäóåò çàìêíóòîñòü C.

Òàê êàê A ∩ B = ∅, òî 0 /∈ C. Ïî òåîðåìå 3.4 C è {0} ñòðîãî
îòäåëèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3.2 ìíîæåñòâà A è B ñòðîãî
îòäåëèìû. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 3.5 Ïóñòü A � íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, b � ãðà-
íè÷íàÿ äëÿ A òî÷êà. Òîãäà A è {b} îòäåëèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê {b} � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà, òî ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {bk}∞k=1 òàêàÿ, ÷òî bk /∈ A è bk → b
ïðè k →∞.
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Ïî òåîðåìå 3.4 A è bk ñòðîãî îòäåëèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóþò íåíóëåâûå âåêòîðû qk è âåùåñòâåííûå ÷èñëà βk òàêèå, ÷òî
äëÿ âñåõ k ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(qk, a) < βk äëÿ âñåõ a ∈ A,
(qk, bk) > βk.

Ïîëàãàÿ

pk =
qk
‖qk‖

, αk =
βk
‖qk‖

,

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ k ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(pk, a) < αk äëÿ âñåõ a ∈ A, (3.7)

(pk, bk) > αk, (3.8)

ïðè÷åì ‖pk‖ = 1. Ïîýòîìó èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pk} ìîæíî âûäå-
ëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî pk → p.
Èç íåïðåðûâíîñòè íîðìû ñëåäóåò, ÷òî ‖p‖ = 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñü {bk} îãðàíè÷åíà, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåé-
ñÿ. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè, èç íåðàâåíñòâà (3.8) ñëå-
äóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

αk < (pk, bk) 6 ‖pk‖ · ‖bk‖ 6 D

äëÿ âñåõ k. Àíàëîãè÷íî èç íåðàâåíñòâà (3.7) ñëåäóåò, ÷òî

αk > (pk, a) > −‖pk‖ · ‖a‖ > d.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk} îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî,
èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñ÷è-
òàåì αk → α. Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâàõ (3.7), (3.8) ê ïðåäåëó ïðè
k →∞, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

(p, a) 6 α äëÿ âñåõ a ∈ A, (3.9)

(p, b) > α, (3.10)

îòêóäà ñëåäóåò îòäåëèìîñòü A è {b}. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.4 Ïóñòü A � íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, b �
ãðàíè÷íàÿ òî÷êà. Òîãäà A è {b} îòäåëèìû.
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Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ ñðàçó ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ (3.9), (3.10).

Ñëåäñòâèå 3.5 Ïóñòü A,B � íåïóñòûå âûïóêëûå íåïåðåñåêàþùè-
åñÿ ìíîæåñòâà. Òîãäà A è B îòäåëèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âèäà
C = A − B. Òîãäà C � íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì
0 /∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî, C è {0} îòäåëèìû. Ïî òåîðåìå 3.1 ìíîæå-
ñòâà A è B îòäåëèìû.

Ïåðåôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå 3.5 â íåñêîëüêî èíîì âèäå.
Ïóñòü H = {x | (p, x) = α} � ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà A è B.

(p, a) 6 α äëÿ âñåõ a ∈ A,
(p, b) > α äëÿ âñåõ b ∈ B.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

p1 = p, p2 = −p, α1 = α, α2 = −α.

Òîãäà ñëåäñòâèå 3.5 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 3.6 Åñëè âûïóêëûå ìíîæåñòâà A è B íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ, òî ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå âåêòîðû p1, p2, âåùåñòâåííûå ÷èñëà
α1, α2 òàêèå, ÷òî

(p1, a) 6 α1 äëÿ âñåõ a ∈ A,
(p2, b) 6 α2 äëÿ âñåõ b ∈ B,
p1 + p2 = 0, α1 + α2 = 0.

Ïðèâåäåì îáîáùåíèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.7 (Äóáîâèöêîãî - Ìèëþòèíà). Ïóñòü âûïóêëûå ìíî-

æåñòâà A1, . . . , Ak òàêîâû, ÷òî
k⋂
i=1

Ak = ∅. Òîãäà ñóùåñòâóþò

âåêòîðû p1, . . . , pk, îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþùèåñÿ â íóëü, âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà α1, . . . , αk òàêèå, ÷òî

(pi, ai) 6 αi äëÿ âñåõ ai ∈ Ai,
p1 + · · ·+ pk = 0,

α1 + · · ·+ αk = 0.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rkn = Rn×Rn×
· · · × Rn, ìíîæåñòâî A = A1 × A2 × · · · × Ak è ìíîæåñòâî
B = {z ∈ Rkn

∣∣ z = (x, . . . , x), x ∈ Rn}. Òîãäà A,B � íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó äàííûå ìíîæåñòâà îòäåëèìû.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò p ∈ Rnk, p 6= 0, α ∈ R1 òàêèå, ÷òî

(p, a) 6 α äëÿ âñåõ a ∈ A,
(p, b) > α, äëÿ âñåõ b ∈ B.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(p, a) 6 (p, b) äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ B,

èëè

k∑
j=1

(pj , aj) 6
( k∑
j=1

pj , b
)
äëÿ âñåõ aj ∈ Aj , b ∈ Rn. (3.11)

Äîêàæåì, ÷òî
k∑
j=1

pj = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a =
k∑
j=1

pj 6= 0. Ïîëàãàÿ

â (3.11) b = −λa, íåðàâåíñòâî áóäåò èìåòü âèä

k∑
j=1

(pj , aj) 6 −λ(a, a).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ λ > 0, ÷òî
íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðè λ → +∞ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê −∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,
k∑
j=1

pj = 0 è íåðàâåíñòâî (3.11) áóäåò èìåòü âèä

k∑
j=1

(pj , aj) 6 0 äëÿ âñåõ aj ∈ Aj , (3.12)

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(pi, ai) 6 −
k∑

j=1,j 6=i

(pj , aj) äëÿ âñåõ aj ∈ Aj . (3.13)
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Ïóñòü i ∈ {2, . . . , k}. Çàôèêñèðóåì â ïðàâîé ÷àñòè (3.13) íåêîòî-
ðûå ýëåìåíòû aj ∈ Aj , j 6= i. Ïîëó÷èì, ÷òî (pi, ai) åñòü âåëè÷è-
íà, îãðàíè÷åííàÿ íà Ai, è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî
αi = sup

ai∈Ai

(pi, ai). Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâà (3.12) ñëåäóåò íåðàâåí-

ñòâî

α1 + α2 + · · ·+ αk 6 0.

Ïóñòü α òàêîå, ÷òî α+α1 + · · ·+αk = 0. Òîãäà α > 0. Çàìåíÿÿ α1 íà
α1 + α, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðåì îòäåëèìîñòè. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ìàòðèöû H áóäåì ÷åðåç H·j îáîçíà÷àòü åå j-é ñòîëáåö, à
÷åðåç Hi· åå i-þ ñòðîêó.

Òåîðåìà 3.8 Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n × m.
Òîãäà âåðíî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäå-
íèé:

a) ñóùåñòâóåò âåêòîð X = (x1, . . . , xn) òàêîé, ÷òî xi > 0,
n∑
i=1

xi = 1

è XH·j > 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m;
b) ñóùåñòâóåò âåêòîð Y = (y1, . . . , ym) òàêîé, ÷òî yj > 0,
m∑
j=1

yj = 1 è Hi·Y
T 6 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü

C = co{H·1, . . . ,H·m, e1, . . . , en},

ãäå e1, . . . , en � ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Rn. Âîçìîæ-
íû äâà ñëó÷àÿ:
a) 0 /∈ C. Òîãäà {0} è C ñòðîãî îòäåëèìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò íåíóëåâîé âåêòîð p ∈ Rn, âåùåñòâåííîå ÷èñëî γ òàêèå, ÷òî

(p, 0) < γ, (p, c) > γ äëÿ âñåõ c ∈ C.

Ñëåäîâàòåëüíî, (p, c) > 0 äëÿ âñåõ c ∈ C. Òàê êàê ei ∈ C, òî (p, ei) =

pi > 0. Îòñþäà s =
n∑
i=1

pi > 0. Ðàññìîòðèì âåêòîð

X = (x1, . . . , xn), ãäå xi = pi
s . Òîãäà xi > 0,

n∑
i=1

xi = 1 è

XH·j =
1

s
(p,H·j) > 0,
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òàê êàê H·j ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå a);
b) 0 ∈ C. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.2 òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîì-

áèíàöèåé òî÷åê H·1, . . . ,H·m, e1, ·, en. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà α1, . . . , αm, β1, . . . , βn, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà
åäèíèöå è

0 = α1H·1 + · · ·+ αmH·m + β1e1 + · · ·+ βnen.

Ïåðåïèñàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòíîé ôîðìå, ïîëó÷èì, ÷òî
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

m∑
j=1

αjhij + βi = 0. (3.14)

Òàê êàê βi > 0, òî
m∑
j=1

αjhij 6 0. Åñëè áû âñå αj ðàâíÿëèñü íóëþ, òî èç

(3.14) ñëåäîâàëî áû, ÷òî è âñå βj ðàâíÿëèñü áû íóëþ, ÷òî íåâîçìîæ-

íî, òàê êàê ñóììà αj , βi ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå. Ïîýòîìó s =
m∑
j=1

αj > 0.

Îïðåäåëèì âåêòîð Y = (y1, . . . , ym), ïîëàãàÿ yi =
αi
s
. Òîãäà âåêòîð

Y èñêîìûé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.9 Ïóñòü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî Rn, a1, . . . , am ∈ Rn
òàêîâû, ÷òî ñèñòåìà

(ai, x) < 0, i = 1, . . . , k, (3.15)

(ai, x) = 0, i = k + 1, . . . ,m (3.16)

íå èìååò ðåøåíèé íà A. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà
λ1 > 0, . . . , λk > 0, λk+1, . . . , λm, îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþùèåñÿ â
íóëü è òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ A ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

λ1(a1, x) + · · ·+ λm(am, x) > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

U1 = {u ∈ Rm | ñóùåñòâóåò x ∈ A, (ai, x) 6 ui, i = 1, . . . , k,

(ai, x) = ui, i = k + 1, . . . ,m},
U2 = {u ∈ Rm | ui < 0, i = 1, . . . , k, uk+1 = . . . ,= um = 0}.
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Ìíîæåñòâà U1, U2 âûïóêëû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, òàê êàê ñèñòåìà
(3.15), (3.16) íå èìååò ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, U1, U2 îòäåëèìû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé âåêòîð
λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Rm, âåùåñòâåííîå ÷èñëî γ, ÷òî

(λ, u) > γ äëÿ âñåõ u ∈ U1,

(λ, v) 6 γ äëÿ âñåõ v ∈ U2.

Îòñþäà

(λ, u) > (λ, v) =

k∑
i=1

λivi, äëÿ âñåõ u ∈ U1, v ∈ U2. (3.17)

Äîêàæåì, ÷òî λ1 > 0, . . . , λk > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λs < 0 ïðè
íåêîòîðîì s ∈ {1, . . . , k}. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ

vl = (vl1, . . . , v
l
k, 0, . . . , 0), ãäå vlj =

{
−1, j 6= s,

−l, j = s.

Òîãäà, â ñèëó (3.17), (λ, u) > (λ, vl) äëÿ âñåõ l. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì
íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè l → ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî lim

l→∞
(λ, vl) = +∞,

à ñëåâà ñòîèò êîíêðåòíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïîýòîìó ïîëó÷åíîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî âñå λj > 0, j = 1, . . . , k.

Ïóñòü x ∈ A. Ðàññìîòðèì âåêòîðû

u =
(
(a1, x), . . . , (am, x)

)
, v = (ε, . . . , ε, 0, . . . , 0), (ε < 0).

Òîãäà u ∈ U1, v ∈ U2 è ïîýòîìó, â ñèëó (3.17), ïîëó÷àåì

m∑
i=1

λi(ai, x) > λ1ε+ · · ·+ λkε äëÿ âñåõ ε < 0.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0−, ïîëó÷èì
m∑
i=1

λi(ai, x) > 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

3.1. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè, îòäåëÿþùåé òî÷êó
(−1; 2; 1;−3) îò ìíîæåñòâà A ⊂ R4, îïðåäåëÿåìîãî ñèñòåìîé

5x1 + x2 − 5x3 − 3x4 6 1,

−3x1 − 2x2 + 5x3 + x4 6 2,

3x2 + x3 + 2x4 6 0,

x1 + x2 + 3x3 − x4 6 9.

3.2. Ïóñòü A,B � íåïóñòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà, ïðè÷åì IntA∩
IntB = ∅. Âåðíî ëè, ÷òî A è B îòäåëèìû?

3.3. Ïóñòü
ρ(A,B) = inf

a∈A
inf
b∈B
‖a− b‖.

Äîêàçàòü, ÷òî íåïóñòûå âûïóêëûå, çàìêíóòûå, îãðàíè÷åííûå ìíî-
æåñòâà A,B ñòðîãî îòäåëèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ(A,B) >
0.

3.4. Îòäåëèìû (ñòðîãî îòäåëèìû) òî÷êà a0 = (1;−1; 0) è ìíîæå-
ñòâî

co{(−1; 1; 2), (2;−1;−3), (−2; 3;−1), (−5;−1; 3)}?

3.5. Ïóñòü A1, A2 � âûïóêëûå êîìïàêòû Rn òàêèå, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A1 ∪A2 âûïóêëî. Äîêàçàòü, ÷òî A1 ∩A2 6= ∅.

3.6. Ñóùåñòâóþò ëè ìíîæåñòâà A,B, êîòîðûå ñòðîãî îòäåëèìû,
à coA, coB íåëüçÿ îòäåëèòü.

3.7. Ñóùåñòâóþò ëè ìíîæåñòâà A,B, êîòîðûå îòäåëèìû, à ìíî-
æåñòâà coA, coB íåëüçÿ îòäåëèòü.

3.8. Â Rn+ ëåæèò âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê A. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè z ∈ A íàéäåòñÿ âåðøèíà u ìíîãîãðàííèêà A, òàêàÿ, ÷òî
ui 6 nzi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.

3.9. Ïðè êàêèõ a > 0 ìíîæåñòâà

A = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | xi ∈ [0, a]},
B = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 + x2 + x3 = 2}

a) îòäåëèìû? b) ñòðîãî îòäåëèìû?
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3.10. Äîêàçàòü, ÷òî òðè âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêà â R2 íåëüçÿ
ïåðåñå÷ü îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ìíîãî-
óãîëüíèê ìîæíî îòäåëèòü îò äâóõ äðóãèõ.

3.11. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ðàçäåëÿþòñÿ ìíîæå-
ñòâîì C, åñëè äëÿ ëþáûõ a ∈ A, b ∈ B ñóùåñòâóåò ÷èñëî α ∈ [0, 1],
÷òî αa+ (1− α)b ∈ C.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A è B îòäåëèìû è H � îòäåëÿþ-
ùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, òî H ðàçäåëÿåò A è B.

Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâ A,B,C òàêèõ, ÷òî A è B ðàçäåëÿþòñÿ
ìíîæåñòâîì C, íî A è B íåëüçÿ îòäåëèòü.

3.12. Äîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A ⊂ Rn âûïóêëî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ òî÷êà b /∈ A è ìíîæåñòâî A îòäåëèìû.

3.13. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêöèÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Rn íà âûïóêëîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A åäèíñòâåííà.

3.14. A � çàìêíóòîå, âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, ïðè÷åì ìíî-
æåñòâî Rn \ A òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Äîêàçàòü, ÷òî A � ïîëó-
ïðîñòðàíñòâî.

3.15. Ïóñòü A � çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, ïðè÷åì
A ∩ Rn+ = {0}. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî ñóùåñòâóåò p = (p1, . . . , pn),
äëÿ êîòîðîãî pi > 0 äëÿ âñåõ i è (p, x) 6 0 äëÿ âñåõ x ∈ A.

3.16. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, ïðè÷åì A∩IntRn+ =
∅. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò p 6= 0 òàêîé, ÷òî (p, x) 6 0 äëÿ âñåõ
x ∈ A.

3.17. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A,B, A ∩ B = {c}
òàêèõ, ÷òî πA(b) = c äëÿ âñåõ b ∈ B.

3.18. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A,B, A ∩ B = {c}
òàêèõ, ÷òî πA(b) = πB(a) = c äëÿ âñåõ b ∈ B, a ∈ A.

3.19. Ïóñòü A,B � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Rn òàêèå, ÷òî A ∩
B = ∅. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð p ∈ R1 ïðè êîòî-
ðîì íåðàâåíñòâî (p, a) < (p, b) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ B.

3.20. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìîæíî ðàñïîëîæèòü â
R3 òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå èç íèõ ìîæíî áûëî îòäåëèòü îò îñòàâøèõñÿ
òî÷åê?

3.21. Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèöMnn ïîñòðîèòü ãèïåðïëîñêîñòü ðàç-
äåëÿþùóþ äàííûå ìàòðèöû A, B.

3.22. Ìíîæåñòâî M ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ÷åáûøåâñêèì, åñëè äëÿ
âñåõ x /∈ M òî÷êà πM (x) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà. Äîêàçàòü, ÷òî
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åñëè M � çàìêíóòîå, âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî R2, òî M � ÷åáûøåâ-
ñêîå ìíîæåñòâî.

3.23. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâà M ⊂ R2 è òî÷êè x òàêèõ, ÷òî
ΠM (x) ñîñòîèò èç n òî÷åê.

3.24. Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî âûïóêëûì, åñëè
äëÿ êàæäîé òî÷êè z /∈ A ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç z è íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ A.

a) Äîêàçàòü, ÷òî â R1 ëþáîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî âûïóê-
ëûì.

b) Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî A ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíî âûïóêëûì.

c) Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâà A ⊂ Rn, n > 1 êîòîðîå íå ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëûì, íî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî âûïóêëûì.

3.25. Ïóñòü a ∈ Rn. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè a íà ìíîæåñòâî Rn+ =
{x ∈ Rn|xi > 0}.

3.26. Ïóñòü a ∈ Rn. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè a íà ãèïåðïëîñêîñòü
x1 + . . .+ xn = c.

3.27. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, b ∈ Rn, a0 ∈ A
òàêîâû, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(a0 − b, a− a0) > 0.

Äîêàçàòü, ÷òî a0 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè b íà ìíîæåñòâî A.
3.28. Ïóñòü A � àôôèíííîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Äîêàçàòü, ÷òî

òî÷êà a0 áóäåò ïðîåêöèåé òî÷êè b íà ìíîæåñòâî X òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ A âûïîëíåíî

(a0 − b, a− a0) = 0.
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§4 Îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü
ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ìíîæåñòâî M âèäà M = a + L, ãäå a ∈ Rn, L
� ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn, íàçûâàåòñÿ àôôèííûì.

Ðàçìåðíîñòüþ M íàçûâàþò ðàçìåðíîñòü L.

Â R2 àôôèííûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè, âñåâîçìîæíûå
ïðÿìûå è ñàìî ïðîñòðàíñòâî R2.

Òåîðåìà 4.1 Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x, y ∈M,α ∈ R1 ñïðàâåäëèâî αx+ (1−α)y ∈
M.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü M � àôôèííîå ìíîæåñòâî, x, y ∈
M, α ∈ R1. Òàê êàê M = a+ L, òî x = a+ u, y = a+ v, ãäå u, v ∈ L.
Îòñþäà

z = αx+ (1− α)y = α(a+ u) + (1− α)(a+ v) =

= a+ αu+ (1− α)v.

Òî÷êà w = αu+ (1− α)v ∈ L, òàê êàê L ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì. Ïîýòîìó z = a+ w ∈M.

Ïóñòü M òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ M,α ∈ R1 ñïðàâåäëèâî
αx+ (1−α)y ∈M. Äîêàæåì, ÷òî M àôôèííîå ìíîæåñòâî. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a ∈ M è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî L = M − a.
Äîêàæåì, ÷òî L ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
a) ïóñòü y ∈ L,α ∈ R1. Òîãäà y = z − a, z ∈M,

αy = αz − αa = αz + (1− α)a− a.

Òî÷êà u = αz + (1− α)a ∈M ïî óñëîâèþ. Ïîýòîìó αz = u− a ∈ L.
b) ïóñòü y1, y2 ∈ L. Òîãäà y1 = z1 − a, y2 = z2 − a,

y1 + y2 = z1 + z2 − 2a = 2
(
(0, 5z1 + 0, 5z2)− a

)
.

Òî÷êà z = 0, 5z1 +0, 5z2 ∈M ïî óñëîâèþ, ïîýòîìó z−a ∈ L. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïî ðàíåå äîêàçàííîìó y1 +y2 = 2z ∈ L. Òåì ñàìûì äîêàçàíî,
÷òî L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 4.1 Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî àôôèííîå
ìíîæåñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî, êîòîðîå âìåñòå
ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè ñîäåðæèò è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
íèõ ïðÿìóþ.

Ñëåäñòâèå 4.1 Ïóñòü M � àôôèííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî íàòóðàëüíîãî k, äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xk ∈ M, ëþáûõ âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë λ1, . . . , λk,
k∑
i=1

λi = 1 òî÷êà z ∈M, ãäå

z = λ1x1 + · · ·+ λkxk.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðè
k = 2 óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåð-
æäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k 6 m− 1. Äîêàæåì óòâåð-
æäåíèå äëÿ k = m.

Ïóñòü x1, . . . , xm ∈ M, α1, . . . , αm ∈ R1, α1 + · · · + αm = 1. Åñëè
αm 6= 1, òî

z =

m∑
j=1

αjxj = (1− αm)

m−1∑
j=1

αj
1− αm

xj + αmxm.

Òàê êàê
m−1∑
j=1

αj

1−αm
= 1, òî â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ

y =
m−1∑
j=1

αj

1−αm
xj ∈M. Ïîýòîìó z = (1− αm)y + αmxm ∈M.

Åñëè æå αm = 1, òî z = xm ∈M. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 4.2 Àôôèííîå ìíîæåñòâî âûïóêëî.

Çàìå÷àíèå 4.2 Ïóñòü M � àôôèííîå ìíîæåñòâî, a ∈ M,L =
M − a. Òîãäà ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷êè a.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü L = M − a, L1 = M − a1, a, a1 ∈ M.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ L. Òàê êàê a1−a ∈ L, òî x+a1−
a ∈ L è ïîýòîìó

x ∈ L+ a− a1 = M − a1 = L1.
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Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî x ∈ L1, çíà÷èò L ⊂ L1. Àíàëîãè÷íî äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî L1 ⊂ L. Ïîýòîìó L = L1.

Òåì ñàìûì îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè àôôèííîãî ìíîæåñòâà êîð-
ðåêòíî.

Òåîðåìà 4.2 Ïóñòü M � àôôèííîå ìíîæåñòâî Rn. Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò ìàòðèöà H è âåêòîð b òàêèå, ÷òî

M = {x ∈ Rn
∣∣ Hx = b}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î M = a + L. Èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî L â Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü L èìååò âèä

L = {x ∈ Rn
∣∣ Hx = 0}.

Òîãäà

M = {x ∈ Rn
∣∣ Hx = b},

ãäå b = Ha. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.3 Ïóñòü M � àôôèííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà M � çà-
ìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4.2 Àôôèííîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ Rn íàçû-
âàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ àôôèííûõ ìíîæåñòâ (ïðîñòðàíñòâà Rn),
ñîäåðæàùèõ A è îáîçíà÷àåòñÿ affA.

Òåîðåìà 4.3 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî affA = affA.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4.3 affA ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì ìíîæåñòâîì. Ïîýòîìó èç âêëþ÷åíèÿ A ⊂ affA ñëåäóåò, ÷òî
A ⊂ affA, è çíà÷èò affA ⊂ affA. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå affA ⊂ affA
î÷åâèäíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.3 Òî÷êà a ∈ A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
âíóòðåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî

{x ∈ Rn
∣∣ ‖x− a‖ < ε} ∩ affA ⊂ A.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòíîñèòåëüíî âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà
A íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà A è îáî-
çíà÷àåòñÿ riA.
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Çàìå÷àíèå 4.3 Äàííîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåé
òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê
{ak}∞k=1 òàêîé, ÷òî lim

k→∞
ak = a, ak ∈ affA äëÿ âñåõ k ñóùåñòâóåò

íàòóðàëüíîå ÷èñëî l, ÷òî ak ∈ A äëÿ âñåõ k > l.

Îïðåäåëåíèå 4.4 Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îò-
êðûòûì, åñëè A = riA.

Åñëè A � àôôèííîå ìíîæåñòâî, òî A ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî îò-
êðûòûì. Ïîýòîìó òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî îòêðûòûì ìíîæå-
ñòâîì.

Åñëè A = {αx + (1 − α)y | α ∈ [0; 1]} � îòðåçîê â Rn, òî
riA = {αx+ (1− α)y | α ∈ (0; 1)}.

Ëåììà 4.1 Åñëè IntA 6= ∅, òî IntA = riA.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê IntA 6= ∅, òî IntaffA 6= ∅. Ïîýòîìó
affA = Rn è â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ IntA è riA ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 4.4 Ïóñòü A � íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn,
a ∈ riA, b ∈ A.

Òîãäà äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1) òî÷êà (1− α)a+ αb ∈ riA.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3, ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ â affA.

Ñëåäñòâèå 4.4 Åñëè A âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî riA òàêæå âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 4.5 Åñëè A � íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, òî
riA 6= ∅.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü a0 ∈ A. Ðàññìîòðèì âñå âåêòîðû âè-
äà a − a0, a ∈ A. Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû ïîëó÷àåì, ÷òî ñðå-
äè ðàññìàòðèâàåìûõ âåêòîðîâ èìååòñÿ k 6 n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ:
a1−a0, . . . , ak−a0 (k íàèáîëüøåå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé). Âîçìîæ-
íî äâà ñëó÷àÿ:
1. k = n. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S = co{a0, a1, . . . , an}, S ⊂ A. Ïî
òåîðåìå 2.7 ìíîæåñòâî S ñîäåðæèò âíóòðåííèå òî÷êè. Ïîýòîìó è
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ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò âíóòðåííèå òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, riA 6= ∅.
2. k < n. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L, íàòÿíóòîå íà
a1 − a0, . . . , ak − a0. Ïî ïîñòðîåíèþ A− a0 ⊂ L.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : Rk → L âèäà

F (λ) =

k∑
i=1

λi(ai − a0), λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Rk

è ìíîæåñòâî

Λ = {λ ∈ Rk
∣∣ λ = (λ1, . . . , λk) > 0,

k∑
l=1

λi < 1}.

Òàê êàê

k∑
l=1

λl(al − a0) =

k∑
l=1

λl(al − a0) + (1−
k∑
l=1

λl) · 0,

òî ïðè ëþáîì λ ∈ Λ òî÷êà F (λ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëóþ êîì-
áèíàöèþ òî÷åê a1−a0, . . . , ak−a0, 0 èç A−a0 è, çíà÷èò, F (λ) ∈ A−a0.
Ïîýòîìó F (Λ) ⊂ L.

Äîêàæåì äàëåå, ÷òî F � ãîìåîìîðôèçì.
a). Äîêàæåì, ÷òî F âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü F (λ) =
F (µ). Òîãäà

k∑
l=1

λl(al − a0) =

k∑
l=1

µl(al − a0), èëè
k∑
l=1

(λl − µl)(al − a0) = 0.

Òàê êàê âåêòîðû a1−a0, . . . , ak−a0 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî äëÿ âñåõ
l ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà λl = µl. Ïîýòîìó λ = µ.

b). Äîêàæåì, ÷òî F íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

|F (λ)− F (λ0)| = |
k∑
l=1

(λl − λ0
l )(al − a0)| 6

6 max
l
‖al − a0‖

k∑
l=1

|λl − λ0
l | 6 k ·max

l
‖al − a0‖‖λ− λ0‖.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü F.
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c). Èç ïóíêòà a) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò F−1, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì (ñì. ïóíêò
b).

Òàê êàê Λ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, òî ìíîæåñòâî F (Λ)
îòêðûòî (â L). Ïîýòîìó ri(A − a0) 6= ∅. Îòñþäà riA 6= ∅. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.5 Ðàçìåðíîñòüþ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A íàçû-
âàþò ðàçìåðíîñòü affA.

Èç îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî
ðàçìåðíîñòü îòðåçêà ðàâíà åäèíèöå, ðàçìåðíîñòü êðóãà {(x, y) | x2 +
y2 < 1} ðàâíà äâóì.

Òåîðåìà 4.6 Ïóñòü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà A = riA.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê riA ⊂ A, òî riA ⊂ A. Ïóñòü a ∈ A.
Ïî òåîðåìå 4.5 riA íå ïóñòî. Ïóñòü b ∈ riA. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
òî÷åê xα = αb + (1 − α)a, α ∈ (0; 1]. Òîãäà xα ∈ riA ïî òåîðåìå 4.4
è lim
α→0

xα = a. Ïîýòîìó a ∈ riA. Ñëåäîâàòåëüíî, A ⊂ riA. Çíà÷èò

riA = A. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.6 Ìíîæåñòâà A è B ñîáñòâåííî îòäåëèìû, åñëè
ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé âåêòîð p è âåùåñòâåííîå ÷èñëî β òàêèå,
÷òî

(p, a) 6 β 6 (p, b) äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ B,
(p, a0) < (p, b0) äëÿ íåêîòîðûõ a0 ∈ A, b0 ∈ B.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñîáñòâåííîé îòäåëèìîñòè èñ-
êëþ÷àåòñÿ âûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà îáà ìíîæåñòâà ëåæàò â ðàç-
äåëÿþùåé èõ ãèïåðïëîñêîñòè.

Ïðèìåð 4.1 Ïóñòü

A = {(−1; 0), (1; 0)}, B = {(x, y) |y = 0}.

Òîãäà A è B îòäåëèìû, íî A è B íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííî îòäåëè-
ìûìè.
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Ïðèìåð 4.2 Ïóñòü

A = {(x, y)
∣∣ y = 0, x > 0}, B =

{
(x, y)

∣∣ x > 0, y >
1

x

}
.

Òîãäà A è B ñîáñòâåííî îòäåëèìû, íî êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå èõ
íåëüçÿ ñòðîãî îòäåëèòü.

Òåîðåìà 4.7 Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B ñîáñòâåííî îòäåëèìû. Òî-
ãäà riA ∩ riB = ∅.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü A è B ñîáñòâåííî îòäåëèìû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé âåêòîð p è ÷èñëî γ òàêèå, ÷òî

(p, a) > γ äëÿ âñåõ a ∈ A, (p, b) 6 γ äëÿ âñåõ b ∈ B, (4.18)

(p, a0) > (p, b0) äëÿ íåêîòîðûõ a0 ∈ A, b0 ∈ B.

Äîêàæåì, ÷òî riA ∩ riB = ∅. Ïóñòü x ∈ riA ∩ riB. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ε < 0 òàêîå, ÷òî

a = x+ ε(a0 − x) ∈ A, b = x+ ε(b0 − x) ∈ B.

Òîãäà (p, a) < (p, b), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (4.18). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.8 Ïóñòü A è B � íåïóñòûå âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà
Rn òàêèå, ÷òî riA ∩ riB = ∅. Òîãäà A è B ñîáñòâåííî îòäåëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [13].

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

4.1. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè A ⊂ B, òî riA ⊂ riB?
4.2. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè A ⊂ B è A ∩ riB 6= ∅, òî riA ⊂ riB.
4.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè riB ⊂ A ⊂ B, òî riA = riB.
4.4. Ïóñòü A,B � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, riA∩ riB 6= ∅. Äîêàçàòü,

÷òî ri(A ∩ B) = riA ∩ riB. Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî
óñëîâèå riA ∩ riB 6= ∅ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

4.5. Ïóñòü A,B � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî
ri(A+B) = riA+ riB.
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4.6. Íàéòè ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà A ⊂ R3, îïðåäåëÿåìîãî ñè-
ñòåìîé 

2x1 − 8x2 + 3x3 6 −1,

2x1 + 8x2 − 3x3 6 1,

6x1 + 8x2 − 3x3 > 1,

x2
1 + x2

2 − x3 6 1.

4.7. Ïóñòü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî Rn \A
òàêæå âûïóêëî. Âåðíî ëè, ÷òî affA = Rn?

4.8. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, B � âûïóêëîå ïîä-
ìíîæåñòâî Rm. Äîêàçàòü, ÷òî ri(A×B) = riA× riB.

4.9. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî b ∈ Rn âåðíî ðàâåíñòâî dim(A+ b) = dimA.

4.10. Ïóñòü A,B � âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn, ïðè÷åì riA ∩
riB 6= ∅. Äîêàçàòü, ÷òî

dim(A ∩B) = dimA+ dimB − dim(A+B).

4.11. Ïóñòü A,B � âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn, ïðè÷åì
A ∩B 6= ∅. Âåðíî ëè, ÷òî

dim(A ∩B) = dimA+ dimB − dim(A+B)?

4.12. Ïóñòü G � ìàòðèöà ïîðÿäêà n × m, b ∈ Rm òàêèå, ÷òî
A = {x ∈ Rn

∣∣ Gx = b} 6= ∅. Äîêàçàòü, ÷òî

dimA = n− rangG.

4.13. Ïóñòü ìíîæåñòâà A1, A2 îòäåëèìû è IntA1 6= ∅. Äîêàçàòü,
÷òî A1, A2 ñîáñòâåííî îòäåëèìû.

4.14. Ïóñòü A,B � âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî
riA ⊂ B, riB ⊂ A. Äîêàçàòü, ÷òî A = B.

4.15. Ïóñòü A,B� âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn òàêèå, ÷òî riA ∩
riB 6= ∅, dim(A + B) = n. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà A,B íåëüçÿ
îòäåëèòü.

4.16. Ïóñòü A,B� âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn. Âåðíî ëè ðàâåí-
ñòâî A ∩B = A ∩B?

4.17. Ïóñòü A,B� âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn òàêèå, ÷òî riA ∩
riB 6= ∅. Äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A ∩B = A ∩B.
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4.18. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Äîêàçàòü ñïðàâåä-
ëèâîñòü ðàâåíñòâ

riA = riA, affA = affA = aff(riA).

4.19. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâà A äëÿ êîòîðîãî riA 6= riA.
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§5 Îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü

Îïðåäåëåíèå 5.1 Ãèïåðïëîñêîñòü

H = {x
∣∣ (p, x) = γ}

íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ê ìíîæåñòâó A, åñëè (p, a) 6 γ äëÿ âñåõ a ∈ A
è (p, a0) = γ äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè a0 ∈ A.

Ïðè ýòîì óòî÷íÿþò, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü H ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé
ê ìíîæåñòâó A â òî÷êå a0, à ïîëóïðîñòðàíñòâî {x | (p, x) 6 γ}
íàçûâàåòñÿ îïîðíûì ê A.

Ãåîìåòðè÷åñêè ãèïåðïëîñêîñòü H ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê A, åñëè
ìíîæåñòâî A ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò H è H ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó
èç ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A.

Ðèñ. 5: Îïîðíûå ïðÿìûå è âûäåëåííûå ãðàíè÷íûå òî÷êè, ÷åðåç êî-
òîðûå îíè ïðîõîäÿò.

Îïðåäåëåíèå 5.2 Ãèïåðïëîñêîñòü

H = {x
∣∣ (p, x) = γ}

íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííî îïîðíîé ê ìíîæåñòâó A, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
îïîðíîé è ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ A äëÿ êîòîðîé (p, a) 6= γ.
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Ïðèìåð 5.1 Ïóñòü

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x > 0, y > 0}.

Òîãäà ãèïåðïëîñêîñòü H = {(x, y) | y − kx = 0} ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê
A ïðè ëþáîì k < 0.

Ïðèìåð 5.2 Ïóñòü A = {(0; 0)}. Òîãäà ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü H =
{x | (p, x) = 0}, p 6= 0 ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé.

Òåîðåìà 5.1 Ïóñòü A � íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn.
Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè a0 ∈ ∂A ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, îïîð-
íàÿ ê A â òî÷êå a0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïî ñëåäñòâèþ 3.4 ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé
âåêòîð p è âåùåñòâåííîå ÷èñëî γ òàêèå, ÷òî

(p, a0) > γ, (p, a) 6 γ äëÿ âñåõ a ∈ A.

Ñëåäîâàòåëüíî, (p, a0) 6 γ (a0 ∈ A). Îòñþäà (p, a0) = γ. Çíà÷èò,
ãèïåðïëîñêîñòü H = {x | (p, x) = γ} ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê A â òî÷êå
a0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5.2 Âñÿêîå íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
A 6= Rn ïðåäñòàâèìî â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ
ïîëóïðîñòðàíñòâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1 äëÿ ëþáîé òî÷êè
b /∈ A ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü Hb = {x | (pb, x) = γb} òàêàÿ, ÷òî
(pb, a) < γb äëÿ âñåõ a ∈ A è (pb, b) > γb. Ñëåäîâàòåëüíî,

A ⊂
⋂
b/∈A

{x | (pb, x) < γb}.

Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå

A =
⋂
b/∈A

{x | (pb, x) < γb}.

Ïóñòü

y ∈
⋂
b/∈A

{x | (pb, x) < γb}
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è y /∈ A. Òîãäà (py, y) > γy, è ïîýòîìó òî÷êà y íå ìîæåò ïðèíàäëå-
æàòü ïåðåñå÷åíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ òî÷êà y, ïðèíàäëåæàùàÿ
ïåðåñå÷åíèþ, ïðèíàäëåæèò è A. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5.3 Âñÿêîå íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
A 6= Rn ïðåäñòàâèìî â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòûõ
ïîëóïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-
ñòâó òåîðåìû 5.2.

Òåîðåìà 5.4 Âñÿêîå íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
A 6= Rn ïðåäñòàâèìî â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ñâîèõ îïîðíûõ ïî-
ëóïðîñòðàíñòâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè y /∈ A ñóùåñòâóåò îïîðíàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü H = {x | (p, x) = α} òàêàÿ, ÷òî

(p, y) > α, (p, a) 6 α äëÿ âñåõ a ∈ A.

1. Ïóñòü IntA 6= ∅ è a0 ∈ IntA, z � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà,
ïðèíàäëåæàùàÿ îòðåçêó {βy + (1 − β)a0 | β ∈ [0; 1]}. Ðàññìîòðèì
ãèïåðïëîñêîñòü H0 = {x | (q, x) = γ}, îïîðíóþ ê A â òî÷êå z. Îò-
ìåòèì, ÷òî γ = (q, z). Ïîêàæåì, ÷òî H0 èñêîìàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.
Äåéñòâèòåëüíî, ìû èìååì:

(q, a) 6 (q, z) äëÿ âñåõ a ∈ A,
(q, z) = β(q, y) + (1− β)(q, a0), β ∈ (0; 1).

Òàê êàê a0 ∈ IntA, òî (q, a0) < (q, z). Ïîýòîìó

(q, z) = β(q, y) + (1− β)(q, a0) < β(q, y) + (1− β)(q, z) =

= β
(
(q, y)− (q, z)

)
+(q, z).

Ñëåäîâàòåëüíî, (q, y)− (q, z) > 0, èëè (q, y) > (q, z) > (q, a) äëÿ âñåõ
a ∈ A.
2. Ïóñòü IntA = ∅. Òîãäà affA 6= Rn. Ïóñòü H � ãèïåðïëîñêîñòü,
ñîäåðæàùàÿ affA è íå ñîäåðæàùàÿ y. Ãèïåðïëîñêîñòü H ÿâëÿåòñÿ
îïîðíîé ê A ãèïåðïëîñêîñòüþ, è îíà èñêîìàÿ. Åñëè (p, y) < α, òî
ðàññìàòðèâàåì ãèïåðïëîñêîñòü H = {x | (−p, x) = −α}. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

5.1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè, îïîðíîé ê ìíîæåñòâó

A = {x ∈ R3
∣∣ x3 > x2

1 + x2
2}

â òî÷êå (1; 1; 2).
5.2. Ãèïåðïëîñêîñòü H íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ìíîæåñòâó A ⊂

Rn â òî÷êå a ∈ A, åñëè H ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé îïîðíîé ãèïåðïëîñ-
êîñòüþ ê ìíîæåñòâó A â òî÷êå a. Îïèñàòü âñå êàñàòåëüíûå ãèïåð-
ïëîñêîñòè ê îòðåçêó, êâàäðàòó, êðóãó íà ïëîñêîñòè.

5.3. Ïóñòü A � êîìïàêòíîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn.
1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ Rn, p 6= 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî γ,

÷òî ãèïåðïëîñêîñòü H = {x | (p, x) = γ} áóäåò îïîðíîé ê A.
2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ Rn, p 6= 0 ñóùåñòâóåò íå áîëåå

äâóõ îïîðíûõ ê A ãèïåðïëîñêîñòåé ñ íîðìàëüþ p.
3. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâà A òàêîãî, ÷òî ÷òî äëÿ ëþáîãî

p ∈ Rn, p 6= 0 ñóùåñòâóþò ðîâíî äâå îïîðíûå ê A ãèïåðïëîñêîñòè ñ
íîðìàëüþ p.

5.4. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn òàêîå, ÷òî
A ⊂ H+ = {x ∈ Rn

∣∣ (p, x) > β}, p 6= 0. Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâó-
åò α òàêîå, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü H = {x ∈ Rn

∣∣ (p, x) = α} áóäåò
îïîðíîé ê A.

5.5. Áóäåò ëè âåðíà òåîðåìà 5.2, åñëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî A íå
ÿâëÿåòñÿ íè çàìêíóòûì, íè îòêðûòûì?

5.6. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî
ïðîåêöèÿ íà ëþáóþ ãèïåðïëîñêîñòü åñòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.
Âåðíî ëè, ÷òî A ìíîãîãðàííèê, åñëè a) n = 2,
b) n > 3.

5.7. Ïóñòü A ⊂ R3 � âûïóêëûé êîìïàêò ñ íåïóñòîé âíóòðåííî-
ñòüþ. Äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî îòìåòèòü ÷åòûðå òî÷êè íà ãðàíèöå ìíî-
æåñòâà A òàê, ÷òîáû îïîðíàÿ ïëîñêîñòü â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êå
áûëà ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè îñòàëüíûå îò-
ìå÷åííûå òî÷êè.

5.8. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî A ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïî-
ñòîÿííîé øèðèíû, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãî ïà-
ðàëëåëüíûìè îïîðíûìè ïðÿìûìè îäíî è òî æå.
1. Ïðèâåñòè ïðèìåð â R2 âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ïîñòîÿííîé øèðèíû,
îòëè÷íîãî îò êðóãà.
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2. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ïëîñêîñòè äèàìåòðà
åäèíèöà ïîêðûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïîñòîÿííîé øèðèíû, ðàâíîé åäè-
íèöå.
3. Äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëîå ìíîæåñòâî ïîñòîÿííîé øèðèíû, ðàâíîé
åäèíèöå íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè ìåíüøåãî äèàìåòðà.

5.9. Òî÷êà a ∈ ∂A, ãäå A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, íàçû-
âàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè â òî÷êå a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îïîðíàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü.
1. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè A �âûïóêëî è çàìíóòî, òî ìíîæåñòâî ðåãóëÿð-
íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A òàêæå çàìêíóòî?
2. Ñóùåñòâóþò ëè çàìêíóòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà A 6= Rn òàêèå,
÷òî A íå èìååò ðåãóëÿðíûõ òî÷åê?
3. Ñóùåñòâóþò ëè çàìêíóòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà A 6= Rn ñ íåïó-
ñòîé âíóòðåííîñòüþ è òàêèå, ÷òî A íå èìååò ðåãóëÿðíûõ òî÷åê?

5.10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà
ñóùåñòâóþò äâå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè, òî â äàííîé òî÷êå ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé.

5.11. Âåðíî ëè, ÷òî ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò â ëþáîé ãðàíè÷íîé
òî÷êå èìååò ðîâíî îäíó îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü?

5.12. Ïóñòü Hk = {x | (pk, x) = γk}, ‖pk‖ = 1 � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ãèïåðïëîñêîñòåé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hk

ñõîäèòñÿ ê ãèïåðïëîñêîñòè H = {x | (p, x) = γ}, åñëè lim
k→+∞

pk = p,

lim
k→∞

γk = γ.

Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn, {ak}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê òàêàÿ ÷òî ak ∈ ∂A, ak → a ïðè k → ∞, ïðè÷åì a ∈ ∂A, Hk

� ãèïåðïëîñêîñòü, îïîðíàÿ ê A â òî÷êå ak. Âåðíî ëè, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Hk ñõîäèòñÿ ê ãèïåðïëîñêîñòè H, îïîðíîé ê A â òî÷êå
a?

5.13. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, îïîðíàÿ ê àôôèííî-
ìó ìíîæåñòâó, åãî ñîäåðæèò.

5.14. Äîêàçàòü, ÷òî îêîëî êàæäîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà R2 ñ
íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ ìîæíî îïèñàòü êâàäðàò.

5.15. Ïðåäñòàâèòü êðóã D1(0) íà ïëîñêîñòè â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ
çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, çàäàâ óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãè-
ïåðïëîñêîñòåé ÿâíî.

5.16. Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü H ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê âûïóêëîìó
çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó A â òî÷êå a, ïðè÷åì a = α1a1 + · · · + αkak,
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ãäå aj ∈ A,αj > 0, α1 + · · · + αk = 1. Äîêàçàòü, ÷òî âñå òî÷êè aj
ïðèíàäëåæàò H.

5.17. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R4 ñóùåñòâóåò âûïóêëûé
ìíîãîãðàííèê ñ n âåðøèíàìè, ó êîòîðîãî ëþáûå äâå âåðøèíû ñî-
åäèíåíû ðåáðîì.
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§6 Âûïóêëûå êîíóñû

Îïðåäåëåíèå 6.1 Ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì
ñ âåðøèíîé â íóëå, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
1) K � âûïóêëîå ìíîæåñòâî;
2) åñëè x ∈ K, òî äëÿ âñåõ t > 0, tx ∈ K.

Ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì ñ âåðøèíîé â òî÷-
êå x0, åñëè K = x0 + K0, ãäå K0 � âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â
íóëå.

Ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ êîíóñîì ñ âåðøèíîé â íóëå, åñëè K
óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó 2).

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû âûïóêëûõ êîíóñîâ ñ âåðøèíîé â íóëå. 1.
K = Rn, K = {0}.
2. K = {z | z = tx0, t > 0}, ãäå x0 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà Rn.
3. K = {(x, y) ∈ R2

∣∣ x 6 y 6 2x, x > 0}.
4. K = {x ∈ Rn

∣∣ (p, x) 6 0}.

Òåîðåìà 6.1 Ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì ñ âåðøè-
íîé â íóëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ K, äëÿ
ëþáûõ t1 > 0, t2 > 0 òî÷êà t1x1 + t2x2 ∈ K.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü K � âûïóêëûé êîíóñ, x1, x2 ∈ K,
t1 > 0, t2 > 0. Òîãäà ((t1 + t2) 6= 0)

t1x1 + t2x2 = (t1 + t2)
( t1
t1 + t2

x1 +
t2

t1 + t2
x2

)
.

Òàê êàê K âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî òî÷êà

z =
( t1
t1 + t2

x1 +
t2

t1 + t2

)
∈ K.

Ïîýòîìó t1x1 + t2x2 = (t1 + t2)z ∈ K. Åñëè t1 + t2 = 0, òî
t1x1 + t2x2 = 0 ∈ K.

Ïóñòü òåïåðü K îáëàäàåò ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâîì.
x1, x2 ∈ K,α ∈ [0, 1]. Âçÿâ â êà÷åñòâå t1 = α, t2 = 1 − α, èìååì
t1 > 0, t2 > 0 è

t1x1 + t2x2 = αx1 + (1− α)x2 ∈ K.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Åñëè x ∈ K, t > 0, òî
tx = tx+ 1 · 0 ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî, K � âûïóêëûé êîíóñ.
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Ñëåäñòâèå 6.1 K ⊂ Rn � âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k, äëÿ
ëþáûõ x1, . . . , xk ∈ K, äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë t1, . . . , tk
ñïðàâåäëèâî

t1x1 + · · ·+ tkxk ∈ K.

Îïðåäåëåíèå 6.2 Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî Rn. Ìíîæå-
ñòâîì, äâîéñòâåííûì ê A, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A∗ âèäà

A∗ = {y ∈ Rn
∣∣ (x, y) 6 1 äëÿ âñåõ x ∈ A}.

Òåîðåìà 6.2 Ïóñòü K1,K2 � âûïóêëûå êîíóñû ñ âåðøèíîé â íó-
ëå. Òîãäà âûïóêëûìè êîíóñàìè ñ âåðøèíîé â íóëå áóäóò ñëåäóþùèå
ìíîæåñòâà:
1) K1 +K2;
2) K1 ∩K2;
3) K1;
4) IntK1 ∪ {0};
5) K∗1 , ïðè÷åì K∗1 = {y

∣∣ (x, y) 6 0 äëÿ âñåõ x ∈ K1}. Êîíóñ K∗,
íàçûâàåòñÿ êîíóñîì, ñîïðÿæåííûì ê êîíóñó K.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Óòâåðæäåíèÿ ïóíêòîâ 1) - 4) î÷åâèäíû, äî-
êàæåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà 5). Ïóñòü y ∈ Rn òàêîé, ÷òî (x, y) 6 0
äëÿ âñåõ x ∈ K1. Òîãäà y ∈ K∗1 .

Ïóñòü y ∈ K∗1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (x, y) 6 1 äëÿ âñåõ x ∈ K1.
Âîçüìåì x0 ∈ K1, t > 0. Òîãäà äëÿ âñåõ t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî t(x0, y) 6 1. Ïîýòîìó (x0, y) 6
1

t
äëÿ âñåõ t > 0. Ïåðåõîäÿ â

ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè t→ +∞, ïîëó÷àåì (x0, y) 6 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, (x, y) 6 0 äëÿ âñåõ x ∈ K1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 6.3 Êîíè÷åñêîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà A íàçûâàåò-
ñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ âûïóêëûõ êîíóñîâ ñ âåðøèíîé â íóëå è ñîäåð-
æàùèõ A. Êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó áóäåì îáîçíà÷àòü conA.

Çàìå÷àíèå 6.1 Èç ñëåäñòâèÿ 6.1 ñëåäóåò, ÷òî

conA = {z
∣∣ z = t1x1 + · · ·+ tkxk, k ∈ N, xi ∈ A, ti > 0}.
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Òåîðåìà 6.3 Ïóñòü C � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Òîãäà

conC = B, ãäå

B = {λx
∣∣ x ∈ C, λ > 0}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Äîêàæåì, ÷òî B � âûïóêëûé êîíóñ ñ âåð-
øèíîé â íóëå. Ïóñòü x1, x2 ∈ B, t1, t2 > 0. Òîãäà
x1 = λ1y1, x2 = λ2y2 è (λ1t1 + λ2t2 6= 0)

t1x1 + t2x2 = t1λ1y1 + t2λ2y2 =

= (λ1t1 + λ2t2)
( λ1t1
λ1t1 + λ2t2

x1 +
λ2t2

λ1t1 + λ2t2
x2

)
= (λ1t1 + λ2t2)z,

ãäå z =
( λ1t1
λ1t1 + λ2t2

x1 +
λ2t2

λ1t1 + λ2t2
x2

)
∈ B â ñèëó âûïóêëîñòè ìíî-

æåñòâà C. Ïîýòîìó t1x1 + t2x2 ∈ B. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 6.1 B
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì ñ âåðøèíîé â íóëå. Èç îïðåäåëåíèÿ B
ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî C ⊂ B, ïîýòîìó conC ⊂ B. Èç îïðåäåëåíèÿ êîíè-
÷åñêîé îáîëî÷êè ñëåäóåò, ÷òî B ⊂ conC. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6.4 Ïóñòü C1, . . . , Ck � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, 0 ∈ Ci äëÿ
âñåõ i. Òîãäà

k⋂
i=1

conCi = con
( k⋂
i=1

Ci
)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü x ∈ con
( ⋂
i=1

Ci
)
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

x = tx1, x1 ∈
k⋂
i=1

Ci. Ïîýòîìó x1 ∈ Ci è ïî òåîðåìå 6.3 x ∈ conCi äëÿ

âñåõ i. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈
k⋂
i=1

conCi.

Ïóñòü x ∈
k⋂
i=1

conCi. Çíà÷èò, x = tixi, xi ∈ Ci, ti > 0. Òîãäà
x

ti
∈ Ci

äëÿ âñåõ i è

t(t−1
i x) = (1− t) · 0 + t(t−1

i x) ∈ Ci ïðè t ∈ (0; 1)

äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k. Âûáèðàÿ ÷èñëî µ èç óñëîâèÿ
0 < µ 6 min

i

1
ti
, ïîëó÷èì µx = (µti)(t

−1
i x) ∈ Ci äëÿ âñåõ i. Òàêèì
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îáðàçîì, ïîëó÷èëè

µx ∈
k⋂
i=1

Ci, x =
1

µ
(µx) ∈ con

( k⋂
i=1

Ci
)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 6.5 Âñÿêàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê âûïóêëîìó êîíóñó
ñ âåðøèíîé â íóëå ïðîõîäèò ÷åðåç íóëü (Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíóñ
íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì.)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü H = {x | (p, x) = (p, a0)} � îïîðíàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü ê êîíóñó K â òî÷êå a0 ∈ K. Èìååì

(p, x) 6 (p, a0) äëÿ âñåõ x ∈ K. (6.19)

Äîêàæåì, ÷òî (p, a0) = 0. Äîêàçûâàòü áóäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.
Ïóñòü (p, a0) < 0. Âîçüìåì òî÷êó z ∈ K è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

αj > 0, αj → 0 ïðè j → ∞. Òàê êàê òî÷êè αjz ∈ K, òî äëÿ âñåõ
j ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (p, αjz) 6 (p, a0). Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì
íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè j → ∞, ïîëó÷àåì (p, a0) > 0, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (p, a0) < 0.

Ïóñòü (p, a0) > 0. Åñëè áû äëÿ âñåõ x ∈ K âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-
ñòâî (p, x) < 0, èìåëî áû ìåñòî è íåðàâåíñòâî (p, a0) 6 0. Çíà÷èò,
ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ K òàêàÿ, ÷òî (p, a) > 0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü αj →∞ ïðè j →∞. Òîãäà αja ∈ K è ïîýòîìó äëÿ âñåõ
j (p, αja) 6 (p, a0). Òàê êàê lim

j→∞
(p, αja) =∞, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ j âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (p, αja) > (p, a0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
(6.19). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 6.4 Ïóñòü A � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Rn, x0 ∈
A. Ìíîæåñòâî

NA(x0) = {p ∈ Rn : (p, x− x0) 6 0,∀x ∈ A}

íàûâàåòñÿ íîðìàëüíûì êîíóñîì ê ìíîæåñòâó A â òî÷êå x0.

Òåîðåìà 6.6 [2, c.10] Ïóñòü A � íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæå-
ñòâî Rn. Òîãäà x0 ∈ ∂A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà NA(x0) = {0}.
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Îïðåäåëåíèå 6.5 Íèæíèì êàñàòåëüíûì êîíóñîì êî ìíîæåñòâó
A ⊂ Rn â òî÷êå a ∈ A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

TH(A, a) = {y ∈ Rn | lim
λ→+0

ρ
(
y, λ−1(A− a)

)
= 0}.

Îïðåäåëåíèå 6.6 Áàðüåðíûì êîíóñîì b(A) âûïóêëîãî ìíîæåñòâà
A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

b(A) = {p ∈ Rn | sup
a∈A

(p, x) < +∞}.

Óòâåðæäåíèå 6.1 Ïóñòü A âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà b(A) êî-
íóñ ñ âåðøèíîé â íóëå.

Òåîðåìà 6.7 Ïóñòü A,B � íåïóñòûå âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn.
Òîãäà

1. Åñëè A ⊂ B, òî b(B) ⊂ b(A).
2. b(A+B) = b(A) ∩ b(B).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ñïðàâåäëèâîñòü ïóíêòà 1 ñðàçó ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ áàðüåðíîãî êîíóñà.

Äîêàæåì ïóíêò 2. Ïóñòü p ∈ b(A) ∩ b(B). Òîãäà sup
a∈A

(p, a) < +∞,

sup
b∈B

(p, b) < +∞. Ïîýòîìó

sup
a∈A,b∈B

(p, a+ b) 6 sup
a∈A

(p, a) + sup
b∈B

(p, b) < +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, p ∈ b(A+B).
Ïóñòü p ∈ b(A+B). Çíà÷èò ñóùåñòâóåò C ∈ R1, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈

A, b ∈ B âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (p, a+ b) < C < +∞. Çàôèêñèðóåì
b ∈ B. Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A âûïîëíåíî (p, a) < C − (p, b).
Çíà÷èò sup

a∈A
(p, a) < +∞. Àíàëîãè÷íî, sup

b∈B
(p, b) < +∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

b ∈ b(A) ∩ b(B). Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

6.1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè K ⊂ Rn � âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé
â íóëå, òî a) K ∩K∗ = {0}, á) K +K∗ = Rn.
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6.2. Äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, èìåþùåå ðîâ-
íî îäíó êðàéíþþ òî÷êó, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì ñ âåðøèíîé â
äàííîé òî÷êå.

6.3. Ïóñòü K � âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â x0. Äîêàçàòü, ÷òî
ëþáàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç x0.

6.4. Ïóñòü

K = con{(−3; 1), (2; 3), (4; 5)}.

Íàéòè è èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè êîíóñ K∗.
6.5. Ïóñòü K � êîíóñ â Rn+, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ x, y ∈ K òî÷êè

max(x, y),min(x, y) ∈ K, ãäå

max(x, y) =
(
max(x1, y1), . . . ,max(xn, yn)

)
,

min(x, y) =
(
min(x1, y1), . . . ,min(xn, yn)

)
.

Äîêàçàòü, ÷òî K � âûïóêëûé êîíóñ.
6.6. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè C � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ìíîæåñòâî

conC òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
6.7. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî

K = {(x, y) ∈ R2
∣∣ 5x2 − 2xy − 3y2 6 0, y > 0}

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì ñ âåðøèíîé â íóëå. Íàéòè êîíóñ K∗.
6.8. Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn. Âåðíî ëè, ÷òî

conA � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî?
6.9. Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn, 0 /∈ A. Äîêàçàòü, ÷òî conA

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
6.10. Ïóñòü K � êîíóñ â Rn òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ

x, y ∈ K òî÷êè min{x, y},max{x, y} ∈ K. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü,
÷òî K � âûïóêëûé êîíóñ?

6.11. Ïóñòü A ïîäìíîæåñòâî Rn, B ïîäìíîæåñòâî Rm.
0 ∈ A, 0 ∈ B. Äîêàçàòü, ÷òî

con(A×B) = conA× conB.

6.12. Ïóñòü A ïîäìíîæåñòâî Rn, B ïîäìíîæåñòâî Rm. Âåðíî ëè,
÷òî

con(A×B) = conA× conB.
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6.13. Ïóñòü A ïîäìíîæåñòâî Rn, B ïîäìíîæåñòâî Rm,
0 ∈ A, 0 ∈ B. Äîêàçàòü, ÷òî

con(A+B) = conA+ conB.

6.14. Ïóñòü A ïîäìíîæåñòâî Rn, B ïîäìíîæåñòâî Rm. Âåðíî ëè,
÷òî

con(A+B) = conA+ conB.

6.15. Ïóñòü A ïîäìíîæåñòâî Rn. Âåðíî ëè, ÷òî 0+A � âûïóêëûé
êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå.

6.16. Ïóñòü A ïîäìíîæåñòâî Rn âèäà

A = {x ∈ Rn
∣∣ (ai, x) 6 bi, i = 1, . . . , k,

(ai, x) = bi, i = k + 1, . . . ,m} 6= ∅.

Äîêàçàòü, ÷òî

0+A = {h ∈ Rn
∣∣ (ai, h) 6 0, i = 1, . . . , k,

(ai, h) = 0, i = k + 1, . . . ,m}.

6.17. Êîíóñ K íàçûâàåòñÿ çàîñòðåííûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò îä-
íîâðåìåííî òî÷êè x è −x, ãäå x 6= 0. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïóêëûé
êîíóñ K çàîñòðåí, òî îí ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì ñ âåðøèíîé â
íóëå.

6.18. Çàäàòü con{(1; 0;−1), (−2; 1; 0), (0;−1; 2)} ñèñòåìîé ëèíåé-
íûõ íåðàâåíñòâ.

6.19. Íàéòè con{(x, y) | x > 0, |y| 6 x2}.
6.20. Ìîæåò ëè âåðøèíà êîíóñà áûòü åãî âíóòðåííåé òî÷êîé?
6.21. ÏóñòüK ⊂ Rn � âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ,K∩Rn+ = {0}.

Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð p ∈ −K∗ òàêîé, ÷òî pi > 0 äëÿ âñåõ
i.

6.22. Ïóñòü K ⊂ Rn � âûïóêëûé êîíóñ. Äîêàçàòü, ÷òî K ∩
(−K∗) = {0}.

6.23. Ïóñòü K ⊂ Rn � êîíóñ. Äîêàçàòü, ÷òî K +K ⊂ coK. Ïðè-
âåñòè ïðèìåð êîíóñà, òàêîãî ÷òî K +K 6= coK.

6.24.Äîêàçàòü, ÷òîK � âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà K +K ⊂ K.
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6.25. Ïóñòü K � âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå. Äîêàçàòü,
÷òî òîãäà K +K = K.

6.26. Ïóñòü K = {x ∈ Rn
∣∣ x1 6 x2 6 . . . 6 xn}.

1. Äîêàçàòü, ÷òî K � âûïóêëûé êîíóñ.
2. Ïðåäñòàâèòü K â âèäå

K = {x ∈ Rn
∣∣ (ai, x) 6 0, i = 1, . . . ,m}.

6.27. Ïóñòü

K =
{
x ∈ Rn

∣∣
x1 6

x1 + x2

2
6
x1 + x2 + x3

3
6 . . . 6

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

}
.

1. Äîêàçàòü, ÷òî K � âûïóêëûé êîíóñ.
2. Ïðåäñòàâèòü K â âèäå

K = {x ∈ Rn
∣∣ (ai, x) 6 0, i = 1, . . . ,m}.

6.28. K1,K2 � çàìêíóòûå âûïóêëûå êîíóñû ñ âåðøèíîé â íóëå.
Âåðíî ëè, ÷òî êîíóñ K1 +K2 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì?

6.29. K1,K2 � çàìêíóòûå âûïóêëûå êîíóñû ñ âåðøèíîé â íóëå,
ïðè÷åì K1 ∩ (−K2) = {0}. Äîêàçàòü, ÷òî êîíóñ K1 + K2 ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì.

6.30. A,B � ïîäìíîæåñòâà Rn, ïðè÷åì A � êîíóñ ñ âåðøèíîé â
íóëå è ìíîæåñòâà A,B îòäåëèìû. Äîêàçàòü, ÷òî A,B îòäåëèìû ïðè
ïîìîùè ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íóëü.

6.31. Ïóñòü a ∈ Rn, a 6= 0. K = {x ∈ Rn | (a, x) = 0}. Âû÷èñëèòü
K∗.

6.32. Ïóñòü K � âûïóêëûé çàìíóòûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå.
Äîêàçàòü, ÷òî K∗∗ = K, ãäå K∗∗ = (K∗)∗.

6.33. Ïóñòü K1,K2 � êîíóñû ñ âåðøèíîé â íóëå, α ∈ (0, 1). Äî-
êàçàòü, ÷òî K1 +K2 = αK1 + (1− α)K2.

6.34. Ïóñòü K1,K2 � âûïóêëûå êîíóñû ñ âåðøèíîé â íóëå, ïðè-
÷åì 0 ∈ K1, 0 ∈ K2. Äîêàçàòü, ÷òî K1 +K2 = co(K1 ∪K2).

6.35. Ïóñòü Ai ⊂ Rn, i = 1, 2,

Ki = {x
∣∣ x ∈ Rn, (a, x) 6 0, a ∈ Ai},

K∠
i = {b

∣∣ b ∈ Rn, (b, x) 6 0 äëÿ âñåõ x ∈ Ki}.
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Äîêàçàòü, ÷òî

K1 +K2 ⊂ {x
∣∣ x ∈ Rn, (a, x) 6 0, x ∈ K∠

1 ∩K∠
2 }.

6.36. Ïóñòü K ⊂ Rn � íåïóñòîé âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ, íå
ñîäåðæàùèé ïðÿìûõ, K 6= {0}, C = co(K ∩ S1(0)). Äîêàçàòü, ÷òî
0 /∈ C.

6.37. Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåöåññèâíûõ íàïðàâëåíèé
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà îáðàçóåò êîíóñ.

6.38. Äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî, åñëè êîíóñ
ðåöåññèâíûõ íàïðàâëåíèé ñîñòîèò èç íóëåâîãî âåêòîðà.

6.39. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðîì m × n, b ∈ Rm. Íàéòè êîíóñ
ðåöåññèâíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ìíîæåñòâà Ω = {x ∈ Rn|Ax 6 b}.

6.40. Ïóñòü
K = {A ∈M0

n | λmin(A) > 0},
ãäå λmin(A) � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A. Äîêàçàòü,
÷òî K � êîíóñ.

6.41. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Rn. Ïîñòðîèòü NA(x0), åñëè
a) A = {x0}, b) A = Rn, ñ) A = {x ∈ Rn | (p, x) 6 γ}, ãäå p 6= 0.
6.42. Âåðíî ëè, ÷òî TH(A, a) ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì?
6.43. Âû÷èñëèòü TH(A, a), åñëè
a) A = a, b) A = D1(0), c) A = {x ∈ Rn | (p, x) = 0}, p 6= 0.
6.44. Âû÷èñëèòü b(A), åñëè
a) A = Rn, b) A = {x ∈ Rn | (p, x) = 0}, p 6= 0, c) A = {x ∈

Rn | (p, x) 6 γ}, ãäå p 6= 0.
6.45. Ïóñòü K = {(z, µ) | z ∈ Rn, µ ∈ R1, ‖z‖ 6 µ}. Äîêàçàòü, ÷òî

K � êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå.
6.46. Ïóñòü x, a1, . . . , am ∈ Rn òàêèå, ÷òî

x = λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λmam,

ãäå λj > 0 äëÿ âñåõ j è íå âñå ðàâíû íóëþ. Äîêàçàòü, ñóùåñòâóåò
íàáîð ai1 , . . . , aip ∈ {a1, . . . , am} òàêîé, ÷òî ai1 , . . . , aip ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû è

x = µ1ai1 + . . .+ µpaip ,

ïðè íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ µ1, . . . , µp.
6.47. Ïóñòü A � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Äîêàçàòü, ÷òî ëþ-

áàÿ òî÷êà conA ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé
êîìáèíàöèè íå áîëåå ÷åì n òî÷åê èç A.
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6.48. Ïóñòü A ⊂ Rn � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, K � çàìêíóòûé
êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

(A+K)∗ = A∗ ∩K∗.

6.49. Ïóñòü a1, . . . , am, b1, . . . , bk ∈ Rn,

K1 = {x ∈ Rn | (ai, x) 6 0, i = 1, . . .m},
K2 = {x ∈ Rn | (bj , x) 6 0, i = 1, . . . k}.

Äîêàçàòü, ÷òî K1 +K2 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
6.50. Ïóñòü a1, . . . , am ∈ Rn. Äîêàçàòü, ÷òî con{a1, . . . , am} ÿâëÿ-

åòñÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì êîíóñîì ñ âåðøèíîé â íóëå.
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§7 Êðàéíèå òî÷êè

Îïðåäåëåíèå 7.1 Òî÷êà a âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ
êðàéíåé, åñëè íå ñóùåñòâóåò òî÷åê a1, a2 ∈ A, a1 6= a2 òàêèõ, ÷òî
a = 0, 5a1 + 0, 5a2.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðàéíÿÿ òî÷êà � ýòî òî÷êà, êî-
òîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà, êîíöû êîòîðîãî ëåæàò â ýòîì
ìíîæåñòâå.

Ðèñ. 6: Âûäåëåíû ãðàíè÷íûå òî÷êè. Êâàäðàòíûå ÿâëÿþòñÿ êðàéíè-
ìè, êðóãëûå � íåò.

Ïðèìåð 7.1 Ïóñòü A = {αa + (1 − α)b
∣∣ α ∈ [0; 1]} � îòðåçîê ñ

êîíöàìè a, b â Rn. Òîãäà êðàéíèìè òî÷êàìè A ÿâëÿþòñÿ òî÷êè a, b
è òîëüêî îíè.

Ïðèìåð 7.2 Ïóñòü A = {x
∣∣ ‖x − a0‖ 6 r} � øàð ðàäèóñà r ñ

öåíòðîì â òî÷êå a0. Äîêàæåì, ÷òî âñå òî÷êè ãðàíèöû A ÿâëÿþòñÿ
êðàéíèìè. Ïóñòü a ∈ A, ‖a− a0‖ = r è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

a =
1

2
a1 +

1

2
a2, ãäå a1, a2 ∈ A, a1 6= a2.
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Òîãäà

r = ‖a− a0‖ = ‖1

2
a1 −

1

2
a0 +

1

2
a2 −

1

2
a0‖ 6

6
1

2
‖a1 − a0‖+

1

2
‖a2 − a0‖ 6 r.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖a1 − a0‖ = r, ‖a2 − a0‖ = r. Îáîçíà÷èì

e =
a− a0

r
, e1 =

a1 − a0

r
, e2 =

a2 − a0

r
.

Èìååì

‖e‖ = ‖e1‖ = ‖e2‖ = 1 è e =
1

2
e1 +

1

2
e2.

Òîãäà

1 = ‖e‖2 =
1

4
‖e1‖2 +

1

2
(e1, e2) +

1

4
‖e2‖2 =

=
1

2
+

1

2
(e1, e2).

Òàê êàê (e1, e2) 6 1, òî ïîëó÷àåì, ÷òî (e1, e2) = 1. Çíà÷èò,
e1 = e2, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê a1 6= a2.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A
ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A îáîçíà÷èì estA.
Ïðèâåäåì åùå îäíó õàðàêòåðèñòèêó êðàéíèõ òî÷åê.

Òåîðåìà 7.1 Ïóñòü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òî÷êà z ∈ A ÿâëÿ-
åòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìíîæåñòâî A \ {z} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü z � êðàéíÿÿ òî÷êà A. Ðàññìîòðèì
òî÷êè x, y ∈ A \ {z} è α ∈ (0, 1). Â ñèëó âûïóêëîñòè A òî÷êà u =
αx+ (1−α)y ∈ A. Òàê êàê u 6= z, òî u ∈ A\{z} è ïîýòîìó ìíîæåñòâî
A \ {z} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Ïóñòü òåïåðü A \ {z} âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
òî÷êà z íå ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé äëÿ ìíîæåñòâà A. Òîãäà z = 0, 5(x+ y),
ãäå x, y ∈ A, x 6= y è ïðè ýòîì x, y íå ñîâïàäàþò ñ z. Òàê êàê ìíîæå-
ñòâî A \ {z} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, òî 0, 5(x+ y) ∈ A \ {z}. Ïîëó÷èëè,
÷òî z ∈ A \ {z}. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî z ∈ estA.
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Ïðèìåð 7.3 Ïóñòü K � âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå. Òîãäà
estK ⊂ {0}.

Òåîðåìà 7.2 Ïóñòü H � ãèïåðïëîñêîñòü, îïîðíàÿ ê âûïóêëîìó
ìíîæåñòâó A è A ∩H ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè a0. Òîãäà
a0 ∈ estA.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü

H = {x | (p, x) = α} è (p, a) 6 α äëÿ âñåõ a ∈ A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a0 /∈ estA. Òîãäà a0 = 0, 5a1 + 0, 5a2, a1, a2 ∈ A,
a1 6= a2. Ïîýòîìó

α = (p, a0) = 0, 5(p, a1) + 0, 5(p, a2) 6 α.

Ñëåäîâàòåëüíî, (p, a1) = (p, a2) = α. Çíà÷èò, a1, a2 ∈ H, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7.3 Åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ïðÿìîé ñ âûïóêëûì çàìêíó-
òûì ìíîæåñòâîì A íåîãðàíè÷åíî èëè ïóñòî, òî A �
çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî èëè âñå ïðîñòðàíñòâî è, ñëåäîâàòåëü-
íî, estA = ∅.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Åñëè A íå èìååò ãðàíè÷íûõ òî÷åê, òî A =
Rn. Ïóñòü A èìååòàãðàíè÷íóþ òî÷êó a0. Òîãäà â ýòîé òî÷êå ñóùå-
ñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü H = {x | (p, x) = (p, a0)} îïîðíàÿ ê A. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî

A ⊂ {x | (p, x) 6 (p, a0)} = H−.

Ïîêàæåì, ÷òî A = H−. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òî÷êà a1 /∈ A è òàêàÿ, ÷òî (p, a1) < (p, a0). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû

{x | (p, x) < (p, a0)} ⊂ A,

òî ïî çàìêíóòîñòè A ïîëó÷èëè áû H− ⊂ A. Îòêóäà H− = A.
Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ l, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè a0, a1.

l = {x = a0 + (a1 − a0)t | t ∈ R1}.
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Îòìåòèì, ÷òî A∩ l 6= ∅, òàê êàê a0 ∈ A∩ l. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî
A ∩ l îãðàíè÷åíî. Òàê êàê (p, a1) < (p, a0), òî ïðè t < 0 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî (p, a0 + t(a1 − a0)) > (p, a0) è ïîýòîìó òî÷êè âèäà a0 +
t(a1 − a0), t < 0 íå ïðèíàäëåæàò H−.

Ïóñòü t > 1. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî a0 + t(a1 − a0) ∈ A, òî
ïîëó÷àåì

a1 =
t− 1

t
a0 +

1

t

(
a0 + t(a1 − a0)

)
∈ A

â ñèëó âûïóêëîñòè A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó òî÷êè a1. Çíà÷èò
a0 + t(a1 − a0)t /∈ A äëÿ âñåõ t > 1. Ïîëó÷èëè, ÷òî ìíîæåñòâî A ∩ l
íåïóñòî è îãðàíè÷åíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Çíà÷èò
A = H−. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7.4 Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà êðàéíåé òî÷êîé ìíî-
æåñòâà

A = {x ∈ Rn
∣∣ (pi, x) 6 αi, i ∈ I = {1, . . . ,m}}, (7.20)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû x0 ∈ A è ìíîæåñòâî

I(x0) = {i
∣∣ (pi, x0) = αi, i ∈ I}

ñîäåðæàëî ïîäìíîæåñòâî I0 ìîùíîñòè n è ÷òîáû âåêòîðû
{pi, i ∈ I0} áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü x0 � êðàéíÿÿ òî÷êà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìíîæåñòâî {pi, i ∈ I(x0)} ñîäåðæèò ìåíüøå, ÷åì n ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ âåêòîðîâ. Òîãäà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(pi, x) = 0, i ∈ I(x0)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå y. Èç îïðåäåëåíèÿ I(x0) ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò t > 0 òàêîå, ÷òî

(pi, x0 ± ty) = αi, i ∈ I(x0),

(pi, x0 ± ty) < αi, i ∈ I \ I(x0).

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî

x0 + ty ∈ A, x0 − ty ∈ A,
x0 = 0, 5(x0 + ty) + 0, 5(x0 − ty),
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x0 ∈ estA.
Çíà÷èò, ìíîæåñòâî {pi, i ∈ I(x0)} ñîäåðæèò n ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûõ âåêòîðîâ.
Ïóñòü òåïåðü |I0| = n è {pi, i ∈ I0} ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äî-

êàæåì, ÷òî x0 ∈ estA. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x0 /∈ estA. Òîãäà x0 =
0, 5x1 + 0, 5x2, x1, x2 ∈ A, x1 6= x2. Ñëåäîâàòåëüíî,

αi = (pi, x0) = 0, 5(pi, x1) + 0, 5(pi, x2) 6 αi, äëÿ âñåõ i ∈ I0.

Îòñþäà αi = (pi, x1) = (pi, x2) äëÿ âñåõ i ∈ I0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
òàê êàê âåêòîðû {pi, i ∈ I0} ëèíåéíî íåçàâèñèìûàè |I0| = n, òî
ñèñòåìà (pi, x) = αi, i ∈ I0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó
x1 = x2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ x1 6= x2. Çíà÷èò, x0 ∈ estA.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 7.1 Ïóñòü A ìíîæåñòâî âèäà (7.20). Òîãäà A èìååò
íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà êðàéíèõ òî÷åê.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 7.5 Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà m× n, m 6 n, rangA =
m, b ∈ Rm. Òî÷êà z = (z1, . . . , zn) ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà

Ω = {x ∈ Rn
∣∣ Ax = b, x > 0}, (7.21)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò j1, . . . , jm ∈ {1, . . . n} òà-
êèå, ÷òî

1) ñòîëáöû Aj1 , . . . , Ajm ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû;
2) zj = 0, j /∈ {j1, . . . , jm}.

Òåîðåìà 7.6 Ïóñòü A � çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn,
a0 ∈ A \ riA, H = {x | (p, x) = α} � ñîáñòâåííàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòü ê A â òî÷êå a0, A0 = A ∩H. Òîãäà
1) estA0 ⊂ estA;
2) dimA0 < dimA.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü z ∈ estA0, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî z /∈
estA. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà z ïðåäñòàâèìà â âèäå

z = 0, 5z1 + 0, 5z2, z1, z2 ∈ A, z1 6= z2. (7.22)
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Òîãäà

α = (p, z) = 0, 5(p, z1) + 0, 5(p, z2) > α.

(Ñ÷èòàåì, ÷òî (p, a) > α, a ∈ A.) Ïîýòîìó z1, z2 ∈ H. Òàê êàê H �
âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî z ∈ H. Îòñþäà z, z1, z2 ∈ A0 è ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå (7.22), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
z ∈ estA0. Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ estA.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Îòìåòèì, ÷òî affA0 ⊂ affA,
affA0 ⊂ H, òàê êàê A0 ⊂ A,A0 ⊂ H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî affA0 = affA.
Òîãäà A ⊂ affA = affA0 ⊂ H, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî H � ñîá-
ñòâåííàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî,

affA0 6= affA, affA = L+ a, affA0 = L0 + a0,

ãäå L, L0 � ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Îòñþäà L0 ⊂ L, L0 6= L.
Çíà÷èò, dimL0 < dimL. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7.7 Ïóñòü A � íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíî-
æåñòâî Rn. Ìíîæåñòâî estA 6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A
íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü z ∈ estA, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïðÿìàÿ

l = {x ∈ Rn
∣∣ x = x0 + th, t ∈ R1, h 6= 0}

òàêàÿ, ÷òî l ⊂ A. Ïî òåîðåìå 1.4 ïîëó÷àåì, ÷òî

l+ = {x ∈ Rn
∣∣ x = z + th, t > 0} ⊂ A

l− = {x ∈ Rn
∣∣ x = z − th, t > 0} ⊂ A.

Ñëåäîâàòåëüíî, z − h, z + h ∈ A è

z = 0, 5(z + h) + 0, 5(z − h) ∈ A,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ z ∈ estA. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî åñëè estA 6=
∅, òî A íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ.

Ïóñòü A íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ. Äîêàæåì, ÷òî estA 6= ∅. Äîêàçà-
òåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ðàçìåðíî-
ñòè ìíîæåñòâà A. Åñëè dimA = 0, òî A = {a}, è ïîýòîìó estA = {a}.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ A òàêèõ,
÷òî dimA 6 m − 1. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ìíîæåñòâà A ðàçìåðíî-
ñòè m. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A \ riA, êîòîðîå íå ïóñòî, òàê êàê
A íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ. Âîçüìåì òî÷êó a0 ∈ A \ riA è ðàññìîòðèì
ñîáñòâåííóþ îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü H ê ìíîæåñòâó A â òî÷êå a0.
Ïóñòü A0 = A∩H. Ïî òåîðåìå 7.6 dimA0 < dimA è ïî óñëîâèþ A0 íå
ñîäåðæèò ïðÿìûõ. Ïîýòîìó, â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ,
estA0 6= ∅. Ïî òåîðåìå 7.6 estA0 ⊂ estA è, ñëåäîâàòåëüíî, estA 6= ∅.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 7.2 Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn. Òîãäà estA 6= ∅.

Òåîðåìà 7.8 (Êðåéíà-Ìèëüìàíà). Ïóñòü A � íåïóñòîé âûïóêëûé
êîìïàêò Rn. Òîãäà A = co

(
estA

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê estA ⊂ A, òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷å-
íèå co

(
estA

)
⊂ A. Äîêàæåì, ÷òî A ⊂ co

(
estA

)
. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâå-

äåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà
A.

Åñëè dimA = 0, òî óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âåðíî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ A òàêèõ, ÷òî dimA 6 m−1.
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ìíîæåñòâà A, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà m.
Ðàññìîòðèì òî÷êó a0 ∈ A \ riA è îïðåäåëèì A0 êàê â òåîðåìå 7.6.
Òîãäà A0 � âûïóêëûé êîìïàêòàè ïî òåîðåìå 7.6 dimA0 < dimA. Â
ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ èìååì A0 = co

(
estA0

)
, è ïîýòî-

ìó a0 ∈ co
(
estA0

)
. Òàê êàê estA0 ⊂ estA, òî a0 ∈ co

(
estA

)
. Ïîýòîìó

A \ riA ⊂ co
(
estA0

)
.

Ïóñòü òåïåðü a0 ∈ riA. Ðàññìîòðèì affA = L + b, è ïóñòü h ∈
L, h 6= 0. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ

l = {x ∈ Rn
∣∣ x = a0 + αh, α ∈ R1}.

Òîãäà l ⊂ affA. Òàê êàê A îãðàíè÷åíî, òî l ∩ A = co{a1, a2}, ãäå
a1, a2 ∈ A \ riA. Ïîýòîìó

a0 ∈ co{a1, a2} ⊂ co
(
A \ riA

)
⊂ co

(
co
(
estA

))
= co

(
estA)

)
.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî riA ⊂ co
(
estA)

)
.

Çíà÷èò, A ⊂ co
(
estA)

)
. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

7.1. A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn, x0 ∈ Rn, y ∈ A � ñàìàÿ óäàëåí-
íàÿ îò x0 òî÷êà ìíîæåñòâà A.

1. Áóäåò ëè y êðàéíåé òî÷êîé?
2. Áóäåò ëè y âûñòóïàþùåé òî÷êîé (ñì. çàäà÷ó 7.13.)?
3. Ïóñòü y � áëèæàéøàÿàê x0 òî÷êà ìíîæåñòâà A. Áóäåò ëè y

êðàéíåé òî÷êîé?
7.2. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî K èìååò åäèíñòâåí-

íóþ êðàéíþþ òî÷êó x0, òî K � âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â x0.
7.3. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëîå ìíîæåñòâîA, ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî

estA íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì?
7.4.Ïóñòü A� âûïóêëîå ìíîæåñòâîRn, L : Rn → Rm � ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå. Âåðíî ëè, ÷òî est(LA) = L(estA)?
7.5. Íàéòè âñå êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà A, çàäàííîãî ñèñòåìîé

4x1 + 3x2 + x3 = 4,

−x1 + 6x2 − x3 > 2,

7x1 − x2 + 2x3 6 5,

x1 > 0, x2 > 0.

7.6. Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn, dimA = k. Äîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî A èìååò íå ìåíåå k + 1 êðàéíåé òî÷êè.

7.7. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà z ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà
A = co{b1, . . . , bk, z} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êó z ìîæíî ñòî-
ðîãî îòäåëèòü îò ìíîæåñòâà co{b1, . . . , bk}.

7.8. Ïðè êàêèõ a òî÷êà x(a) ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà
A = co{x1, x2, x3, x4, x(a)}, åñëè

x1 = (1; 2; 3), x2 = (1;−1; 0), x3 = (0;−1; 4),

x4 = (0; 0; 0), x(a) = (a; 1;−1).

7.9. Ïðè êàêèõ k âûïóêëîå ìíîæåñòâî A â R4, îïðåäåëÿåìîå ñè-
ñòåìîé {

(x1 − 2x2)2 + (x1 + x2)2 + (x3 + 2x4)2 6 8,

kx1 − 2x2 + 5kx3 + 10x4 = 0,

èìååò êðàéíèå òî÷êè.
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7.10. Ïóñòü G � ìàòðèöà ïîðÿäêà n×m, b ∈ Rm,

A = {x ∈ Rn
∣∣ Gx 6 b, x > 0},

A1 = {(x, z) ∈ Rn ×Rm
∣∣ Gx+ z = b, x > 0, z > 0}.

1. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè (x0, z0) ∈ estA1, òî x0 ∈ estA?
2. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè x0 ∈ estA, òî (x0, b−Gx0) ∈ extA1?
7.11. ßâëÿåòñÿ ëè òî÷êà a0 = (0; 1; 0; 1; 0; 0) êðàéíåé òî÷êîé ìíî-

æåñòâà A, çàäàâàåìîãî ñèñòåìîé
4x1 + 7x2 + 2x3 − 3x4 + x5 + 4x6 = 4,

−x1 − 2x2 + x3 + x4 − x6 = −1,

x2 − 3x3 − x4 − x5 + 2x6 = 0,

xj > 0, j = 1, . . . , 6.

7.12. Ïóñòü ìíîæåñòâî A îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé
5x1 − 3x2 − x3 + 2x4 + x6 = 4,

2x1 + x3 + x4 + x5 + x6 = 4,

−7x1 + 4x2 + 2x3 − 3x4 − x6 = −5,

xj > 0, j = 1, . . . , 6.

Ñêîëüêî êðàéíèõ òî÷åê èìååò ìíîæåñòâî A?
7.13. Òî÷êà x ∈ A íàçûâàåòñÿ âûñòóïàþùåé òî÷êîé ìíîæåñòâà

A, åñëè ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòüH, îïîðíàÿ ê A â òî÷êå x è òàêàÿ,
÷òî H ∩ A = {x}. Ïðèâåñòè ïðèìåð âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, óàêîòî-
ðîãî ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê è ìíîæåñòâî âûñòóïàþùèõ òî÷åê íå
ñîâïàäàþò.

7.14. Íàéòè âñå êðàéíèå òî÷êè ñëåäóþùèõàìíîæåñòâ:

1. A = {x ∈ Rn
∣∣ x > 0,

n∑
i=1

xi = b, b > 0};

2. A = {x ∈ Rn
∣∣ n∑
i=1

xi = 1, 0 6 x1 6 x2 6 . . . 6 xn};

3. A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ |x| 6 y, x2 + y2 6 1};

4. A = {(x, y, z) ∈ R3
∣∣ |z| 6 x+ y, x+ y + z 6 1}.

7.15. Ïóñòü G � ìàòðèöà ðàçìåðîì m× n.
K = {x ∈ Rn | Gx 6 0}. Äîêàçàòü, ÷òî
1. K � âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ ñàâåðøèíîé â íóëå;
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2. 0 ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rangG =
n.

7.16. Ïóñòü

K = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | xi > 0, x2
3 6 x1x2}.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ l = {(x1, x2, x3) | x1 = 0, x3 = 1} íå ïåðåñåêàåò
êîíóñ K, íî íå ñóùåñòâóåòàïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé l è íå ïåðåñåêàþ-
ùåé K.

7.17. Ñóùåñòâóþò ëè âûïóêëûå ìíîæåñòâà â Rn, èìåþùèå ðîâíî
k, k = 2, 3, . . . , n êðàéíèõ òî÷åê?

7.18. Ïðèâåñòè ïðèìåð âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A, äëÿ êîòîðîãî ñó-
ùåñòâóþò ãèïåðïëîñêîñòü H è òî÷êà a0 ∈ A òàêèå, ÷òî
A ∩ H = {a0}, íî òî÷êà {a0} íå ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà A.

7.19. Ïóñòü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, b /∈ A. Âåðíî ëè, ÷òî òî÷êà
b ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà co(A ∪ b)?

7.20. Ïóñòü M � ìíîãîãðàííèê, íàòÿíóòûé íà a1, . . . , ak. Äîêà-
çàòü, ÷òî
1. estM ⊂ {a1, . . . , ak};
2. Äèàìåòð ìíîãîãðàííèêà M ðàâåí äëèíå îäíîãî èç îòðåçêîâ, ñî-
åäèíÿþùèõ åãî âåðøèíû.

7.21. Îïèñàòü âñå âûïóêëûå ìíîæåñòâà, ó êîòîðûõ ëþáàÿ òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé

7.22. A � âûïóêëûé êîìïàêò, H � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Äî-
êàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A∩H ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó êðàéíþþ òî÷êó
ìíîæåñòâà A.

7.23. Îïðåäåëèòü ÷èñëî êðàéíèõ òî÷åê ìíîãîãðàííèêà

A = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + x2 + x3 + x4 = 2, xi ∈ [0, 1]}.

7.24. Íàéòè êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà

A = {x ∈ Rn | (Gx, x) 6 α},

ãäå G � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, α > 0.
7.25. A,B � âûïóêëûå ìíîæåñòâà è C = A + B. Äîêàçàòü, ÷òî

estC ⊂ estA+ estB. Âåðíî ëè, ÷òî estC = estA+ estB?
7.26. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì, åñëè

åãî ãðàíèöà íå ñîäåðæèò îòðåçêîâ. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A� âûïóêëûé
êîìïàêò, òî A ñòðîãî âûïóêëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà estA = ∂A.
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7.27.Ïóñòü L : Rn → Rm � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå,A� âûïóêëîå
ïîäìíîæåñòâî Rn, y ∈ est

(
LA
)
. Âåðíî ëè, ëþáàÿ òî÷êà x ∈ L−1y

ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé äëÿ A?
7.28. Ïðèâåñòè ïðèìåð âûïóêëîãî êîìïàêòà, ó êîòîðîãî ìíîæå-

ñòâî êðàéíèõ òî÷åê íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
7.29. Ïðèâåñòè ïðèìåð âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà A è çàìêíóòî-

ãî âûïóêëîãî êîíóñà K ñ âåðøèíîé â íóëå òàêèõ, ÷òî A+K íå èìååò
êðàéíèõ òî÷åê.

7.30. Ïóñòü B = A + K, ãäå A � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, K
� âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå. Äîêàçàòü, ÷òî
estB ⊂ estA.

7.31. Ïðèâåñòè ïðèìåð âûïóêëîãî ìíîæåñòâà R2, èìåþùåãî ñ÷åò-
íîå ÷èñëî êðàéíèõ òî÷åê.

7.32. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé êîìïàêò, èìåþùèé ñ÷åòíîå ÷èñëî
êðàéíèõ òî÷åê?

7.33. Ìîæåò ëè îòíîñèòåëüíî âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà áûòü
êðàéíåé òî÷êîé?

7.34. ÏóñòüM � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè. Ê ìíîæå-
ñòâó M äîáàâëÿþò åùå îäíó òî÷êó. Êàê ìîæåò èçìåíèòüñÿ ïðè ýòîì
êîëè÷åñòâî êðàéíèõ òî÷åê âûïóêëîé îáîëî÷êè M?

7.35. Ïóñòü M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè. Èç ìíî-
æåñòâà M óäàëÿÿþò îäíó òî÷êó. Êàê ìîæåò èçìåíèòüñÿ ïðè ýòîì
êîëè÷åñòâî êðàéíèõ òî÷åê âûïóêëîé îáîëî÷êè M?

7.36. A ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî

diamA = diamA = diam(coA) = diam(estA).
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§8 Òåîðåìà Õåëëè

Òåîðåìà 8.1 Ïóñòü F =
{
Ai
}m
i=1

� ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ïîäìíî-
æåñòâ Rn,m > n+ 1, ïðè÷åì ëþáûå n+ 1 èç ýòèõ ìíîæåñòâ èìå-
þò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Òîãäà ñóùåñòâóþò âûïóêëûå êîìïàêòû
Bi ⊂ Ai òàêèå, ÷òî ó ñåìåéñòâà

{
Bi
}m
i=1

ëþáûå n+ 1 èç ýòèõ ìíî-
æåñòâ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü i0 ∈ I = {1, . . . ,m} è 1 6 i1 < i2 <
· · · < in 6 m, ïðè÷åì is 6= i0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ai0i1...in òî÷êó èç
ïåðåñå÷åíèÿ Ai0 ∩Ai1 ∩ · · · ∩Ain , êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò ïî óñëîâèþ, è
ïîëàãàåì

Bi0 = co
( ⋃
{i1...in}∈I\{i0}

ai0i1...in

}
.

Ìíîæåñòâî Bi0 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòîì. Ðàññìîòðèì íîâîå
ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Fi0 , çàìåíèâ â ñåìåéñòâå F ìíîæåñòâî Ai0 ìíî-
æåñòâîì Bi0 . Äîêàæåì, ÷òî â ñåìåéñòâå Fi0 ëþáûå n + 1 ìíîæåñòâà
èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Åñëè ñðåäè âûáðàííûõ ìíîæåñòâ íåò
Bi0 , òî óêàçàííîå ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî ïî óñëîâèþ òåîðåìû. Åñëè
ñðåäè âûáðàííûõ n + 1 ìíîæåñòâ åñòü Bi0 , òî âûáðàííûå ìíîæå-
ñòâà åñòü ìíîæåñòâà âèäà Bi0 , Ai1 , . . . , Ain ïðè íåêîòîðûõ i1, . . . , in,
è ïîýòîìó êàæäîå èç ìíîæåñòâ ñîäåðæèò òî÷êó ai0i1...in .

Ïîâòîðÿÿ ïîñòðîåíèå Bi0 äëÿ âñåõ i0 = 1, . . . ,m, ïîëó÷èì òðåáó-
åìîå ñåìåéñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 8.2 Ïóñòü
{
Aα
}
α∈Λ

� ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ Rn, ó êîòîðîãî ëþáîå êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî èìååò íåïó-
ñòîå ïåðåñå÷åíèå. Òîãäà ⋂

α∈Λ

Aα 6= ∅.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü α0 ∈ Λ, Λ0 = Λ \ {α0}. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâà Bα = Rn \ Aα, α ∈ Λ0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

⋂
α∈Λ

Aα = ∅.

Äîêàæåì, ÷òî

Aα0
⊂
⋃
α∈Λ0

Bα. (8.23)
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y ∈ Aα0
. Òàê êàê

⋂
α∈Λ

Aα = ∅, òî ñóùåñòâó-

åò β ∈ Λ òàêîå, ÷òî y /∈ Aβ . Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ Rn \ Aβ = Bβ ,
è ïîýòîìó âûïîëíåíî (8.23). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ{
Bα
}
α∈Λ0

îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Aα0
. Òàê êàê Aα0

êîìïàêò, òî èç äàííîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïî-
êðûòèå. Ïóñòü

{
Bαs , s = 1, . . . ,m

}
äàííîå ïîäïîêðûòèå. ÒîãäàAα0 ⊂

m⋃
s=1

(
Rn \Aαs

)
, è ïîýòîìó Aα0

∩
( m⋂
s=1

Aαs

)
= ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-

âèþ òåîðåìû. Çíà÷èò,
⋂
α∈Λ

Aα 6= ∅. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 8.3 (Õåëëè) Ïóñòü
{
Aα
}
α∈Λ

, |Λ| > n+1 � ñåìåéñòâî âû-
ïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ Rn òàêèõ, ÷òî êàæäûå n + 1 ìíîæåñòâà
äàííîãî ñåìåéñòâà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå è âûïîëíåíî õîòÿ
áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
a) äëÿ âñåõ α ∈ Λ ìíîæåñòâî Aα êîìïàêò;
b) Λ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
Òîãäà

⋂
α∈Λ

Aα 6= ∅.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå a)
òåîðåìû. Â ñèëó òåîðåìû 8.2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îáùàÿ òî÷êà
åñòü ó êàæäîãî êîíå÷íîãî íàáîðà èç íå ìåíåå ÷åì n+1 ìíîæåñòâ. Äî-
êàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ÷èñëó
k âûáðàííûõ ìíîæåñòâ. Åñëè k = n+ 1, òî óòâåðæäåíèå î íåïóñòîòå
ïåðåñå÷åíèÿ ñïðàâåäëèâî ïî óñëîâèþ òåîðåìû. Ïóñòü óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî äëÿ âñåõ k > m−1. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ k = m. Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâà Aα1 , . . . , Aαm è âûáåðåì èç êàæäîãî íåïóñòîãî
(ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ) ïåðåñå÷åíèÿ

Bi = Aα1
∩ · · · ∩Aαi−1

∩Aαi+1
∩ · · · ∩Aαm

òî÷êó ai, i = 1, . . . ,m. Ïî òåîðåìå Ðàäîíà (ó íàñm > n+2) ìíîæåñòâî
òî÷åê {a1, . . . , am} ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà {a1, . . . , al},
{al+1, . . . , am} òàêèõ, ÷òî

co{a1, . . . , al} ∩ co{al+1, . . . , am} 6= ∅.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . , l ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

ai ∈ Bi ⊂ Aαl+1
∩ · · · ∩Aαm ,
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à äëÿ âñåõ i = l + 1, . . . ,m ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

ai ∈ Bi ⊂ Aα1 ∩ · · · ∩Aαl
.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ co{a1, . . . , al} ∩ co{al+1, . . . , am} ñïðà-
âåäëèâî âêëþ÷åíèå

a ∈ co{a1, . . . , al} ⊂ co
(
Aαl+1

∩ · · · ∩Aαm

)
= Aαl+1

∩ · · · ∩Aαm ,

a ∈ co{al+1, . . . , am} ⊂ co
(
Aα1 ∩ · · · ∩Aαl

)
= Aα1 ∩ · · · ∩Aαl

.

Ñëåäîâàòåëüíî, a ∈
m⋂
s=1

Aαs 6= ∅. Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå b) òåîðåìû. Òîãäà ïî òåîðåìå 8.1 ñóùå-
ñòâóþò âûïóêëûå êîìïàêòû Bi ⊂ Ai òàêèå, ÷òî ëþáûå n+ 1 ìíîæå-
ñòâî èç ñåìåéñòâà

{
Bi
}
èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ïî ðàíåå äîêà-

çàííîìó ïîëó÷àåì, ÷òî ñåìåéñòâî
{
Bi
}
èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Çíà÷èò, è ñåìåéñòâî
{
Ai
}
èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Òåîðåìà äî-

êàçàíà.

Çàìå÷àíèå 8.1 Åñëè ìíîæåñòâî Λ áåñêîíå÷íî, à ñðåäè ìíîæåñòâ
Aα åñòü õîòÿ áû îäíî íåîãðàíè÷åííîå, òî òåîðåìà â îáùåì ñëó÷àå
íå âåðíà. Ïóñòü

Ak = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y > k}.

Òîãäà
∞⋂
k=1

Ak = ∅, õîòÿ ëþáûå òðè ìíîæåñòâà èç çàäàííîãî ñåìåé-

ñòâà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Çàìå÷àíèå 8.2 Åñëè ìíîæåñòâà Aα íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè,
òî òåîðåìà â îáùåì ñëó÷àå íå âåðíà. Ïóñòü

Ak = co
{

(0; 0),
(1

k
;

1

k

)
,
(1

k
;−1

k

)}
\{(0; 0)}.

Òîãäà ëþáûå òðè ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà {Ak} èìåþò íåïóñòîå ïå-

ðåñå÷åíèå, à
∞⋂
k=1

Ak = ∅.
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Çàìå÷àíèå 8.3 ×èñëî n+1 íå ìîæåò áûòü óìåíüøåíî äî n. Ïóñòü

A1 = co{(0;−1), (1; 1)}, A2 = co{(1; 1), (−1; 1)},
A3 = co{(−1; 1), (0;−1)}.

Òîãäà ìíîæåñòâà A1, A2, A3 � âûïóêëûå êîìïàêòû R2, ëþáûå äâà
èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ, à A1 ∩A2 ∩A3 = ∅.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû Õåëëè.

Òåîðåìà 8.4 Ïóñòü
{
Tα
}
α∈Λ

(|Λ| > 3) � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî îò-
ðåçêîâ âèäà

Tα = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x = aα, y ∈ [cα; dα]},

ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ òðåõ îòðåçêîâ åñòü ïðÿìàÿ, èõ ïåðåñåêàþùàÿ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ âñå îòðåçêè ñåìåéñòâà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Åñëè âñå îòðåçêè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
x = a, òî òåîðåìà âåðíà. Åñëè èìååòñÿ äâà îòðåçêà, íå ëåæàùèõ íà
îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè OY, òî íà ëþáîé ïðÿìîé, ïàðàë-
ëåëüíîé îñè OY, ðàñïîëîæåíî íå áîëåå îäíîãî îòðåçêà. Îáîçíà÷èì

Aα = {(k, b) ∈ R2
∣∣ ïðÿìàÿ y = kx+ b ïåðåñåêàåò Tα}.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Aα âûïóêëî. Ïóñòü (k1, b1), (k2, b2) ∈ Aα,
γ ∈ [0; 1]. Èç îïðåäåëåíèÿ Aα ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷êè (aα, y1),
(aα, y2), y1, y2 ∈ [cα, dα] òàêèå, ÷òî

y1 = k1aα + b1, y2 = k2aα + b2.

Òîãäà

γy1 + (1− γ)y2 =
(
γk1 + (1− γ)k2

)
aα + γb1 + (1− γ)b2,

γy1 + (1− γ)y2 ∈ [cα, dα].

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (aα, γy1 + (1 − γ)y2) ÿâëÿåòñÿ îáùåé òî÷êîé
ìíîæåñòâà Tα è ïðÿìîé y = (γk1 + (1 − γ)k2)x + γb1 + (1 − γ)b2.
Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Aα ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Êðîìå òîãî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâîAα çàìêíóòî. Èç óñëî-
âèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå òðè ìíîæåñòâà èç ñåìåéñòâà {Aα}
ïåðåñåêàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Õåëëè âñå ìíîæåñòâà Aα
èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 8.5 Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

(pi, x) 6 γi, i ∈ Λ,

ãäå pi ∈ Rn, γi ∈ Λ, |Λ| > n + 1, Λ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêîå,
÷òî ëþáàÿ ïîäñèñòåìà, ñîñòàâëåííàÿ èç n + 1 íåðàâåíñòâ, èìååò
ðåøåíèå.

Òîãäà è èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå.

Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû Õåëëè äëÿ
ìíîæåñòâ Ai = {x | (pi, x) 6 γi}.

Òåîðåìà 8.6 Ïóñòü K � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, p1, . . . , pm ∈
Rn (m > n+ 1), α1, . . . , αm ∈ R1 òàêîâû, ÷òî

max
i

(
(pi, x) + αi

)
> 0 äëÿ âñåõ x ∈ K. (8.24)

Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî I ⊂ {1, . . . ,m}, |I| = n + 1, íåîòðè-
öàòåëüíûå ÷èñëà λi, i ∈ I,

∑
i∈I

λi = 1 è òàêèå, ÷òî

inf
x∈K

∑
i∈I

λi
(
(pi, x) + αi

)
> 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

A = {y ∈ Rm
∣∣ ñóùåñòâóåò x ∈ K òàêîé, ÷òî

(pi, x) + αi < yi äëÿ âñåõ i ∈ I}.

Ìíîæåñòâî A âûïóêëî è â ñèëó (8.24) 0 /∈ A. Ïîýòîìó A è {0} îòäå-
ëèìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò q ∈ Rm, µ ∈ R1 òàêèå, ÷òî

(q, y) > µ äëÿ âñåõ y ∈ A,
(q, 0) 6 µ.

Ñëåäîâàòåëüíî, (q, y) > 0 äëÿ âñåõ y ∈ A. Ïóñòü t > 0 è y ∈ A. Òîãäà

yt = (y1, . . . , yj−1, yj + t, yj+1, . . . , ym) ∈ A,

è ïîýòîìó (q, yt) > 0. Îòñþäà (q, y) + tqj > 0, èëè

1

t
(q, y) + qj > 0.
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Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè t→ +∞, ïîëó÷àåì
qj > 0. Çíà÷èò, q > 0. Òàê êàê q 6= 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

m∑
j=1

qj = 1.

Ïóñòü x ∈ K, ε > 0. Òîãäà

yε =
(
(p1, x) + α1 + ε, . . . , (pm, x) + αm + ε

)
∈ A,

è ïîýòîìó (q, yε) > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
m∑
j=1

qj
(
(pj , x) + αj

)
+ε

m∑
j=1

qj > 0.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì
m∑
j=1

qj
(
(pj , x) + αj

)
> 0 äëÿ âñåõ x ∈ K.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Kj = {x | (pj , x) + αj < 0}, j = 1, . . . ,m.

Ìíîæåñòâà Kj âûïóêëû, è èç óñëîâèÿ (8.24) ñëåäóåò, ÷òî
m⋂
j=1

Kj = ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Õåëëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
I ⊂ {1, . . . ,m}, |I| = n+ 1 è òàêîå, ÷òî⋂

j∈I
Kj = ∅.

Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

max
j∈I

(
(pj , x) + αj

)
> 0 äëÿ âñåõ x ∈ K.

Òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (8.24) ñïðàâåäëèâî äëÿ ìíîæåñòâà I. Ïî-
âòîðÿÿ ðàíåå ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò
λj > 0,

∑
j∈I

λj = 1 è

∑
j∈I

λj
(
(pj , x) + αj

)
> 0 äëÿ âñåõ x ∈ K.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 8.4 Òåîðåìà 8.6 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû
Ôàðêàøà, Ìèíêîâñêîãî.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

8.1. Íà ïëîñêîñòè äàíû n òî÷åê, ïðè÷åì ëþáûå òðè èç íèõ ìîæíî
ïîìåñòèòü â êðóã ðàäèóñà åäèíèöà. Äîêàçàòü, ÷òî âñå òî÷êè ìîæíî
ïîìåñòèòü â êðóã ðàäèóñà åäèíèöà.

8.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî â Rn ïîêðûòî êî-
íå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ èëè çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, òî îíî
ïîêðûòî êàêèìè-íèáóäü n+ 1 èëè ìåíåå èç ýòèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ.

8.3.Íà ïëîñêîñòè äàí âûïóêëûé ñåìèóãîëüíèê. Äîêàçàòü, ÷òî âñå
âûïóêëûå ïÿòèóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè â âåðøèíàõ ñåìèóãîëüíèêà
èìåþò îáùóþ òî÷êó.

8.4. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ R2 äèàìåò-
ðà d ìîæíî ïîìåñòèòü â êðóã ðàäèóñà

√
3

3 d.
8.5. Ïóñòü F : R1 → R1 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. {xi}ni=1� çà-

äàííûé íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ε > 0 � çàäàííîå ÷èñëî. Ôóíêöèÿ
f : R1 → R1 íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèè F, åñëè äëÿ âñåõ
k = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|f(xk)− F (xk)| < ε.

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ âèäà f(x) = ax2 + bx + c ÿâëÿåòñÿ ïðè-
áëèæåíèåì ôóíêöèè F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêàÿ ôóíêöèÿ
f ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ òî÷åê èç ýòîãî íàáîðà.

8.6. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîã óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 8.5
äëÿ ìíîãî÷ëåíà ëþáîé ñòåïåíè.

8.7. Íà ïëîñêîñòè äàíî êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ. Äîêàçàòü, ÷òî
åñëè ëþáûå òðè ïðÿìûå èç äàííîãî íàáîðà ìîæíî ïåðåñå÷ü êðóãîì
ðàäèóñà r, òî è âñå ïðÿìûå ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî ïåðåñå÷ü êðóãîì
ðàäèóñà r.

8.8. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè äàíî íåñêîëüêî âåðòèêàëüíûõ
îòðåçêîâ. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ëþáûõ òðåõ îòðåçêîâ ñóùåñòâóåò
ïàðàáîëà y = x2 + px + q, êîòîðàÿ èõ ïåðåñåêàåò, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ
ïàðàáîëà, ïåðåñåêàþùàÿ ñðàçó âñå îòðåçêè.

8.9. Íà ïðÿìîé çàäàí êîíå÷íûé íàáîð îòðåçêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå âñåõ îòðåçêîâ äàííîãî íàáîðà ïóñòî. Äîêàçàòü, ÷òî â
íàáîðå èìååòñÿ äâà îòðåçêà, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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8.10. ÏóñòüM � êîíå÷íûé íàáîð ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ
ñîäåðæèò íå áîëåå k ýëåìåíòîâ. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ëþáûå k+1 ìíî-
æåñòâ èç M èìåþò îáùèé ýëåìåíò, òî è âñå èìåþò îáùèé ýëåìåíò.
Ìîæíî ëè ÷èñëî k + 1 çàìåíèòü íà k?

8.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû íåñêîëüêî ïîëóïëîñêîñòåé, êîòîðûå
ïîêðûâàþò âñþ ïëîñêîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü
òðè, êîòîðûå òàêæå ïîêðûâàþò âñþ ïëîñêîñòü.

8.12. Íà ïëîñêîñòè äàíû íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâ, ëþáûå äâà
èç êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ,
ïåðåñåêàþùàÿ âñå ìíîãîóãîëüíèêè.

8.13. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Äîêàçàòü, ÷òî
åñëè ëþáîå åãî ïîäìíîæåñòâî èç n + 1 èëè ìåíåå òî÷åê ìîæíî íà-
êðûòü åäèíè÷íûì øàðîì, íå ñîäåðæàùèì íà÷àëî êîîðäèíàò, òî âñ¼
X ìîæíî íàêðûòü åäèíè÷íûì øàðîì, íå ñîäåðæàùèì íà÷àëî êîîð-
äèíàò.

8.14. Íà ïëîñêîñòè äàíî 3 êðàñíûõ, 3 ñèíèõ è 3 çåë¼íûõ òî÷-
êè. Äîêàçàòü, ÷òî âñå òî÷êè ìîæíî ðàçáèòü íà òð¼õöâåòíûå òðîéêè
òàê, ÷òî âñå òðåóãîëüíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå òðîéêàì, èìåþò îáùóþ
òî÷êó.

8.15. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû ãðàôèêè íåñêîëüêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ñòåïåíè íå âûøå n. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ëþáûå n + 2 èëè ìåíåå
ãðàôèêà èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî âñå ãðàôèêè èìåþò îáùóþ òî÷êó.

8.16. Ïóñòü êîíå÷íîå ñåìåéñòâî F âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â Rn îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáûå 2n èëè ìåíåå ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà èìåþò
îáùóþ òî÷êó ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ìíîæåñòâà
ñåìåéñòâà F èìåþò îáùóþ òî÷êó ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè.

8.17. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî íåñêîëüêî òî÷åê. Äëÿ ëþáûõ òð¼õ
èç íèõ ñóùåñòâóåò äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé ýòè òî÷-
êè èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äåêàðòîâà
ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé âñå îòìå÷åííûå òî÷êè èìåþò öåëûå
êîîðäèíàòû.

8.18. Ïóñòü ó ìíîãîãðàííèêà P â Rn âñå âåðøèíû èìåþò öåëûå
êîîðäèíàòû è èõ êîëè÷åñòâî íå ìåíåå 2n + 1. Äîêàçàòü, ÷òî P ñî-
äåðæèò åù¼ êàêóþ-òî òî÷êó ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè ïîìèìî ñâîèõ
âåðøèí.
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§9 Îïîðíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 9.1 Ïóñòü A � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî Rn. Îïîð-
íîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ c : Rn → R1 âèäà

c(A,ϕ) = sup
a∈A

(a, ϕ).

Ðèñ. 7: Çíà÷åíèå îïîðíîé ôóíêöèè â íàïðàâëåíèè p äîñòèãàåòñÿ â
òî÷êå a.

Â äàëüíåéøåì ñîâîêóïíîñòü âñåõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà Rn áóäåì îáîçíà÷àòü Ω(Rn), ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîìïàêò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ Rn � K(Rn), ñîâîêóïíîñòü âñåõ âûïóêëûõ êîì-
ïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Rn � coK(Rn).

Ïðèìåð 9.1 Ïóñòü A = {a}. Òîãäà c(A,ϕ) = (a, ϕ).

Ïðèìåð 9.2 Ïóñòü A = Dr(0) = {x | ‖x‖ 6 r}. Òîãäà

c(A,ϕ) = sup
a∈A

(a, ϕ) 6 sup
a∈A
‖a‖ · ‖ϕ‖ 6 r‖ϕ‖.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ a = r
ϕ

‖ϕ‖
èìååì (a, ϕ) = r‖ϕ‖. Ñëåäîâàòåëü-

íî, c(A,ϕ) = r‖ϕ‖.
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Ïðèìåð 9.3 Ïóñòü A = D0
r(0) = {x | ‖x‖ < r}. Òîãäà c(A,ϕ) =

r‖ϕ‖.

Îïðåäåëåíèå 9.2 Åñëè c(A,ϕ0) = (a0, ϕ0), ãäå a0 ∈ A, òî ϕ0 íàçû-
âàåòñÿ îïîðíûì âåêòîðîì ê ìíîæåñòâó A â òî÷êå a0. Ìíîæåñòâî

U(A,ϕ0) = {a0

∣∣ a0 ∈ A, c(A,ϕ0) = (a0, ϕ0)}

íàçûâàåòñÿ îïîðíûì ìíîæåñòâîì ê ìíîæåñòâó A â íàïðàâëåíèè
ϕ0.

Çàìå÷àíèå 9.1 Åñëè a0 ∈ U(A,ϕ0), òî ãèïåðïëîñêîñòü

H = {x ∈ Rn
∣∣ (x, ϕ0) = (a0, ϕ0)}

áóäåò îïîðíîé ê ìíîæåñòâó A â òî÷êå a0.

Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ìíîãèìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè. Íåêî-
òîðûå èç íèõ ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåì.

Òåîðåìà 9.1 Ïóñòü A,B ∈ Ω(Rn). Òîãäà îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàäà-
åò ñëåäóùèìè ñâîéñòâìè:
1. c(A, λϕ) = λc(A,ϕ) äëÿ âñåõ λ > 0;
2. c(A,ϕ1 + ϕ2) 6 c(A,ϕ1) + c(A,ϕ2) äëÿ ëþáûõ ϕ1, ϕ2 ∈ Rn;
3. c(A+B,ϕ) = c(A,ϕ) + c(B,ϕ);
4. c(LA,ϕ) = c(A,L∗ϕ), ãäå L : Rn → Rn � ëèíåéíîå îòîáðàæàíèå;
5. c(λA,ϕ) = c(A, λϕ) äëÿ ëþáîãî λ ∈ R1;
6. c(λA,ϕ) = λc(A,ϕ) äëÿ ëþáîãî λ > 0;
7. Åñëè A ⊂ B, òî c(A,ϕ) 6 c(B,ϕ).

Ñïðàâåäëèâîñòü ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèÿ îïîðíîé ôóíêöèè è ñâîéñòâ ñóïðåìóìà.

Òåîðåìà 9.2 Ïóñòü A ∈ Ω(Rn). Òîãäà

c(A,ϕ) = c(coA,ϕ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê A ⊂ coA, òî â ñèëó ïóíêòà 7 òåî-
ðåìû 9.1 èìååì c(A,ϕ) 6 c(coA,ϕ).
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Äîêàæåì, ÷òî c(coA,ϕ) 6 c(A,ϕ).

c(coA,ϕ) = sup
a∈coA

(a, ϕ) =

= sup
ai∈A,λi>0

(λ1a1 + · · ·+ λn+1an+1, ϕ) 6

6 λ1 sup
a1∈A

(a1, ϕ) + · · ·+ λn+1 sup
an+1∈A

(an+1, ϕ) 6 c(A,ϕ).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.3 Ïóñòü A ∈ K(Rn). Òîãäà

coA =
⋂
‖ϕ‖=1

{
x ∈ Rn

∣∣ (x, ϕ) 6 c(A,ϕ)
}
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Åñëè a0 ∈ coA, òî

(a0, ϕ) 6 c(coA,ϕ) = c(A,ϕ).

Ïóñòü a0 /∈ coA. Òàê êàê coA � âûïóêëûé êîìïàêò, òî coA è {a0}
ñòðîãî îòäåëèìû. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ϕ0, ‖ϕ0‖ = 1 è ÷èñëî γ òàêèå,
÷òî

(a, ϕ0) < γ äëÿ âñåõ a ∈ coA,

(a0, ϕ0) > γ.

Îòñþäà (a, ϕ0) < (a0, ϕ0) äëÿ âñåõ a ∈ coA. Ôóíêöèÿ f(a) = (a, ϕ0)
íåïðåðûâíà è ïîýòîìó íà coA äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî,

c(coA,ϕ) = sup
a∈coA

(a, ϕ) = (â, ϕ0) < (a0, ϕ0).

Çíà÷èò, a0 /∈ {x
∣∣ (x, ϕ0) 6 c(A,ϕ0)}. Ïîýòîìó a0 íå ïðèíàäëåæèò è

ïåðåñå÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 9.1 Ïóñòü A ∈ K(Rn), a ∈ Rn. Åñëè äëÿ ëþáîãî ϕ ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî (a, ϕ) 6 c(A,ϕ), òî a ∈ coA.

Òåîðåìà 9.4 Ïóñòü A ∈ Ω(Rn). Òîãäà äëÿ ëþáûõ
ϕ1, ϕ2 ∈ Rn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|c(A,ϕ1)− c(A,ϕ2) 6 ‖A‖‖ϕ1 − ϕ2‖,

ãäå ‖A‖ = sup
a∈A
‖a‖.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Èç ñâîéñòâà 2 òåîðåìû 9.1
èìååì

c(A,ϕ1) = c(A,ϕ1 − ϕ2 + ϕ2) 6 c(A,ϕ1 − ϕ2) + c(A,ϕ2).

Îòñþäà

c(A,ϕ1)− c(A,ϕ2) 6 c(A,ϕ1 − ϕ2) 6 sup
a∈A
‖a‖ · ‖ϕ1 − ϕ2‖ 6 (9.25)

6 ‖A‖ · ‖ϕ1 − ϕ2‖.

Àíàëîãè÷íî

c(A,ϕ2)− c(A,ϕ1) 6 ‖A‖ · ‖ϕ1 − ϕ2‖,

èëè

−(c(A,ϕ1)− c(A,ϕ2)) 6 ‖A‖ · ‖ϕ1 − ϕ2‖, (9.26)

Èç íåðàâåíñòâ (9.25), (9.26) ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.5 Ïóñòü A,B ∈ K(Rn) è äëÿ ëþáîãî ϕ ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî c(A,ϕ) 6 c(B,ϕ). Òîãäà A ⊂ coB.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íå âåðíî.
Òîãäà ñóùåñòâóåò a0 ∈ A òàêîé, ÷òî a0 /∈ coB. Ñëåäîâàòåëüíî, coB è
{a0} ñòðîãî îòäåëèìû. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ϕ0 ∈ Rn, ϕ0 6= 0 òàêîé,
÷òî

c(A,ϕ0) > (a0, ϕ0) > c(coB,ϕ0) = c(B,ϕ0).

Ïîëó÷èëè c(A,ϕ0) > c(B,ϕ0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 9.2 Ïóñòü A,B ∈ K(Rn) è äëÿ âñåõ ϕ ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî c(A,ϕ) = c(B,ϕ). Òîãäà coA = coB.

Ñëåäñòâèå 9.3 Ïóñòü A,B ∈ coK(Rn). A = B òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ ϕ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî c(A,ϕ) = c(B,ϕ).
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Òåîðåìà 9.6 Ïóñòü A,B ∈ Ω(Rn). Åñëè A ∩B 6= ∅, òî äëÿ âñåõ ϕ
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

c(A,ϕ) + c(B,−ϕ) > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îòìåòèì, ÷òî A ∩ B 6= ∅ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà 0 ∈ A+ (−1)B. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè A ∩B 6= ∅, òî äëÿ
âñåõ ϕ âåðíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

0 = (0, ϕ) 6 c(A+ (−1)B,ϕ) =

= c(A,ϕ) + c(−B,ϕ) = c(A,ϕ) + c(B,−ϕ).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 9.4 Ïóñòü A,B ∈ K(Rn) è äëÿ âñåõ
ϕ ∈ Rn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

c(A,ϕ) + c(B,−ϕ) > 0.

Òîãäà coA ∩ coB 6= ∅.

Òåîðåìà 9.7 Ïóñòü A,B ∈ Ω(Rn). Òîãäà

c(A ∪B,ϕ) = max
{
c(A,ϕ), c(B,ϕ)

}
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

c(A ∪B,ϕ) = sup
x∈A∪B

(x, ϕ) =

= max
{

sup
a∈A

(a, ϕ), sup
b∈B

(b, ϕ)
}

= max
{
c(A,ϕ), c(B,ϕ)

}
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 9.4 Ïóñòü

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x ∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1]}.

Òîãäà

A = co{(1; 1), (−1; 1), (−1;−1), (1;−1)},

è ïîýòîìó

c(A,ϕ) =

= max{c({(±1;±1)}, ϕ)} = |ϕ1|+ |ϕ2|.
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Òåîðåìà 9.8 Ïóñòü f : Rn → R1 âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
f(αx) = αf(x) äëÿ âñåõ x ∈ Rn, α > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò âûïóêëûé
êîìïàêò A äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A
âèäà

A =
⋂

ϕ:‖ϕ‖=1

{
x
∣∣ (x, ϕ) 6 f(ϕ)

}
ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì âûïóêëûì êîìïàêòîì.

Ïóñòü y ∈ A. Òîãäà äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ ϕ ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

(
y, ϕ
‖ϕ‖
)
6 f

(
ϕ
‖ϕ‖
)
. Ïîýòîìó, â ñèëó îäíîðîäíîñòè ôóíêöèè f ïî-

ëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ ϕ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (y, ϕ) 6 f(ϕ). Çíà÷èò
f � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A âûïóêëî. Ïóñòü x1, x2 ∈ A, α ∈ [0, 1],
ϕ ∈ Rn \ {0}. Òîãäà

(αx1 + (1− α)x2, ϕ) = α(x1, ϕ) + (1− α)(x2, ϕ) 6

6 αf(ϕ) + (1− α)f(ϕ) = f(ϕ).

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî(
αx1 + (1− α)x2,

ϕ

‖ϕ‖
)
6 f

( ϕ

‖ϕ‖
)
,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî αx1 + (1 − α)x2 ∈ A. Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî A
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì.

Òåîðåìà 9.9 Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn,
c(A,ϕ) îïîðíàÿ ôóíêöèÿ, ϕ0 ∈ Rn, ϕ0 6= 0 òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóþò

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂c

∂ϕi
(A,ϕ0). Òîãäà ìíîæåñòâî

Aϕ0
= {a ∈ A | c(A,ϕ0) = (a, ϕ0)}

ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îòìåòèì, ÷òî Aϕ0 6= ∅, òàê êàê ìíîæåñòâî
A êîìïàêò, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèåé. Ïóñòü a0 ∈ Aϕ0

. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(ϕ) = c(A,ϕ)− (a, ϕ0).
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Ôóíêöèÿ f îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

f(ϕ0) = 0 â ñèëó âûáîðà a0,

f(ϕ) > 0 äëÿ âñåõ ϕ ∈ Rn.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè
f íà Rn. Èõ óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå
∂f

∂ϕi
=

∂c

∂ϕi
(A,ϕ0) − (a0)i. Èç òåîðåìû Ôåðìà ïîëó÷àåì,

÷òî
∂f

∂ϕi
= 0. Îòñþäà a0 = gradc(A,ϕ0), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.10 Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn,
ϕ0 ∈ Rn, ϕ0 6= 0 òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî Aϕ0 ñîñòîèò èç îäíîé
òî÷êè a0. Òîãäà ñóùåñòâóåò gradc(A,ϕ0) = a0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü ϕ ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Òàê
êàê ϕ0 6= 0, òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ϕ0 + λϕ 6= 0 äëÿ âñåõ
λ ∈ (−ε, ε). Äëÿ êàæäîãî λ ∈ (−ε, ε) ðàññìîòðèì òî÷êó

aλ = {a | c(A,ϕ0 + λϕ) = (a, ϕ0 + λϕ)}.

Èç îïðåäåëåíèÿ îïîðíîé ôóíêöèè èìååì

(aλ, ϕ0) 6 c(A,ϕ0) = (a0, ϕ0), (9.27)

(a0, ϕ0 + λϕ) 6 c(A,ϕ0 + λϕ) = (aλ, ϕ0 + λϕ). (9.28)

Óìíîæèì íåðàâåíñòâî (9.27) íà (−1) è ñëîæèì ñ íåðàâåíñòâîì (9.28).
Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

λ(a0, ϕ0) 6 c(A,ϕ0 + λϕ)− c(A,ϕ0) 6 λ(aλ, ϕ).

Ðàçäåëèâ íåðàâåíñòâî íà λ(λ > 0), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

(a0, ϕ) 6
c(A,ϕ0 + λϕ)− c(A,ϕ0)

λ
6 (aλ, ϕ), èëè

0 6
c(A,ϕ0 + λϕ)− c(A,ϕ0)

λ
− (a0, ϕ) 6 (aλ, ϕ)− (a0, ϕ). (9.29)
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Äîêàæåì, ÷òî

lim
λ→0+

aλ = a0. (9.30)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî 9.30 íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò δ > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}, lim

k→∞
λk = 0+ òàêèå, ÷òî

‖ak − a0‖ > δ > 0, ãäå ak = aλk
. (9.31)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} îãðàíè÷åíà, òàê êàêA êîìïàêò. Ïîýòîìó èç
íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñ÷èòàåì,
÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} ñõîäèòñÿ ê a∗. Èç îïðåäåëåíèÿ ak
èìååì

c(A,ϕ0 + λkϕ) = (ak, ϕ0 + λkϕ0).

Ïåðåõîäÿ â äàííîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè k → ∞, ïîëó÷àåì
c(A,ϕ0) = (a∗, ϕ0). Ñëåäîâàòåëüíî, a∗ = a0. Èç (9.31) ñëåäóåò, ÷òî
‖a∗−a0‖ > δ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (9.30).
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïðåäåëó ïðè λ→ 0+ â íåðàâåíñòâå (9.29). Ïîëó-

÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ
∂c

∂ϕ
(A,ϕ0) è äëÿ

ëþáîãî ϕ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∂c

∂ϕ
(A,ϕ0) = (a0, ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò gradc(A,ϕ0) = a0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 9.5 Âûïóêëûé êîìïàêò A ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì
â íàïðàâëåíèè ϕ0 6= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
gradc(A,ϕ0).

Ñëåäñòâèå 9.6 Âûïóêëûé êîìïàêò A ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì
êîìïàêòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ϕ 6= 0 ñóùå-
ñòâóåò gradc(A,ϕ).

Ñëåäñòâèå 9.7 Ïóñòü A � ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò Rn. Òîãäà
äëÿ âñåõ ϕ ∈ Rn \ {0} ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(gradc(A,ϕ), ϕ) = c(A,ϕ).
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

9.1. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ
a) g(ϕ) = 1 +

√
ϕ2

1 + ϕ2
2,

b) g(ϕ) =

arcsin
ϕ1

‖ϕ‖
, ϕ 6= 0,

0, ϕ = 0
îïîðíîé ôóíêöèåé íåêîòîðîãî ìíî-

æåñòâà A ∈ Ω(R2).
9.2. Íàéòè îïîðíûå ôóíêöèè ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

1) A =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x2

4 + y2

9 6 1
}

;

2) A = D2(0; 2) ∪D2(0;−2);
3) A = {x ∈ Rn | 1 6 ‖x‖ 6 2};
4) A = {x ∈ Rn | x = αa+ (1− α)b, α ∈ [0, 1]};
5) A = {(x1, x2) ∈ R2 | |x1 + x2| 6 1, |x1 − x2| 6 1};
6) A = {(x1, x2) ∈ R2 | x2

1 + x2
2 6 R2, x2 > 0};

7) Ïóñòü a1, . . . , am ∈ Rn.

A = {x ∈ Rn | x =

m∑
i=1

λiai, |λi| 6 1}.

9.3. Âîññòàíîâèòü ìíîæåñòâî A ∈ coK(R2) ïî åãî îïîðíîé ôóíê-
öèè
1) c(A,ϕ) = |ϕ1 − ϕ2|;
2) c(A,ϕ) = |ϕ1 + ϕ2|;
3) c(A,ϕ) = 2|ϕ1|+ 3|ϕ2|;
4) c(A,ϕ) = ‖ϕ‖+ |ϕ1|+ |ϕ2|;
5) c(A,ϕ) =

√
ϕ2

1 + 0, 5ϕ2|ϕ2|+ 0, 5ϕ2
2;

6) c(A,ϕ) = |ϕ1 + 3ϕ2|+ ϕ1 − 2ϕ2;
7) c(A,ϕ) = ‖ϕ‖+ 2ϕ1 + 3ϕ2.

9.4. Íàéòè øàð ìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà, âïèñàííîãî â âûïóêëûé
êîìïàêò A ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.

9.5. Ïîëó÷èòü óñëîâèå íåïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ Dr1(a1) è
è Dr2(a2).

9.6. Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâ A,B ∈ Ω(Rn) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåê-
òîð p ∈ Rn òàêîé, ÷òî c(A, p)+c(B,−p) 6 0. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâà
A è B îòäåëèìû?

9.7. Ïóñòü A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Rn è a ∈ IntcoA. Äîêà-
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çàòü íåðàâåíñòâî

(a, ϕ) < c(A,ϕ) äëÿ âñåõ ϕ ∈ Rn \ {0}.

9.8. Íàéòè îïîðíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà

A =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣ x2

4
+
y2

9
+
z2

16
6 1
}
.

9.9. Ïóñòü A � ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò Rn. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
âñåõ ϕ 6= 0, λ > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

gradc(A, λϕ) = λgradc(A,ϕ).

9.10.ÏóñòüA� âûïóêëûé êîìïàêòRn òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ ϕ0 6= 0
îïîðíàÿ ôóíêöèÿ c(A,ϕ) èìååò â òî÷êå ϕ0 âñå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
âñåõ ϕ0 6= 0 âûïîëíåíî:
a) ϕ0c

′′(A,ϕ0) = 0;
b) rangc′′(A,ϕ0) 6 n− 1;
c) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû c′′(A,ϕ0) íåîòðèöàòåëüíû;
d) ìàòðèöà c′′(A,ϕ0) èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ
ïðîñòûì;
e) äëÿ âñåõ ϕ0 6= 0, λ > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî c′′(A, λϕ0) =
λ−1c(A,ϕ0).

9.11. Ñóùåñòâóþò ëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ó îïîðíûõ ôóíêöèé
ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
a) A = {(x1, x2) | x4

1 + x4
2 6 1};

b) A = {(x1, x2) | |x1|3/2 + |x2|3/2 6 1;

c) A = {(x1, x2) | x
2
1

a2
+
x2

2

b2
6 1}.

9.12. Ïóñòü {Ak}∞k=1, Ak ⊂ Rn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïó-
ñòûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k Ak ⊂ DR(0) ïðè
íåêîòîðîì R. {ϕk}∞k=1, ϕk ∈ Rn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî
lim
k→∞

ϕk = ϕ0. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

inf
k
c(Ak, ϕ0) = lim

k→∞
inf
j
c(Aj , ϕk).

9.13. Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò R2, ñèììåòðè÷íûé îòíîñè-
òåëüíî îñè x2.
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1. Äîêàçàòü, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A îáëàäàåò ñëåäó-
þùèì ñâîéñòâîì c(A,ϕ1, ϕ2) = c(A,−ϕ1, ϕ2) äëÿ âñåõ ϕ1.

2. Ïóñòü B � òåëî, ïîëó÷àþùååñÿ âðàùåíèåì A îòíîñèòåëüíî
îñè x2. Äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî c(B, p) = c(A,

√
p2

1 + p2
2, p3) äëÿ âñåõ

p ∈ R3.
9.14. Ïóñòü A,B � âûïóêëûå êîìïàêòû Rn òàêèå, ÷òî A ∪ B �

âûïóêëîå ìíîæåñòâî, A ∩B 6= ∅. Äîêàçàòü, ÷òî

c(A ∩B,ϕ) = min{c(A,ϕ), c(B,ϕ)}.

9.15. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn.

b(A) = {ϕ ∈ Rn
∣∣ c(A,ϕ) < +∞}.

Äîêàçàòü, ÷òî b(A) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì. Êîíóñ b(A) íàçû-
âàåòñÿ áàðüåðíûì êîíóñîì ìíîæåñòâà A.

9.16. Ïóñòü A � íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò. Äîêàçàòü, ÷òî
c(A, ·) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíîðìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = −A.

9.17. Ïóñòü A � íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò. Ïðè êàêèõ óñëî-
âèÿõ íà ìíîæåñòâî A îïîðíàÿ ôóíêöèÿ c(A, ·) áóäåò íîðìîé?

9.18. Äîêàçàòü, ÷òî äèàìåòð ìíîæåñòâà A ∈ K(Rn) ìîæíî âû-
÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

diamA = max
‖ϕ‖=1

(
c(A,ϕ) + c(A,−ϕ)

)
.

9.19. K � êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå. Äîêàçàòü, ÷òî

c(K,ϕ) =

{
0, åñëè ϕ ∈ K∗,
+∞, åñëè ϕ /∈ K∗.

9.20. Ïóñòü Q � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðè-
öà ðàçìåðîì n× n, a ∈ Rn. Ìíîæåñòâî E âèäà

E = {x ∈ Rn | (Q−1(x− a), (x− a)) 6 1}

íàçûâàåò ýëëèïñîèäîì ñ öåíòðîì â òî÷êå a. Ïîêàçàòü, ÷òî

c(E,ϕ) =
√

(Qϕ,ϕ) + (a, ϕ).
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§10 Ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó

Îïðåäåëåíèå 10.1 Ïóñòü A,B ∈ Ω(Rn). Ðàññòîÿíèåì, ïî Õàó-
ñäîðôó, ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî h(A,B), îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì

h(A,B) = inf
r>0
{r | A ⊂ B +Dr(0), B ⊂ A+Dr(0)}. (10.32)

Çàìå÷àíèå 10.1 Åñëè A,B ∈ K(Rn), òî â îïðåäåëåíèè h(A,B) èí-
ôèíóì ìîæíî çàìåíèòü íà ìèíèìóì.

Çàìå÷àíèå 10.2 Ôîðìàëüíî ôîðìóëîé (10.32) ìîæíî îïðåäåëèòü
ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íåïóñòûìè ìíîæåñòâàìè A,B.
Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ íåîãðàíè÷åíî, òî h(A,B) ìîæåò
ðàâíÿòüñÿ +∞. Íàïðèìåð, åñëè A = Rn, òî äëÿ ëþáîãî B h(A,B) =
+∞.

Ïóñòü A,B ⊂ Rn. Ââåäåì âåëè÷èíû

ρ(x,B) = inf
b∈B
‖x− b‖, ρ∗(A,B) = sup

a∈A

(
inf
b∈B
‖a− b‖

)
= sup
a∈A

ρ(a,B).

Ëåììà 10.1 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ρ∗(A,B) = inf
{
r > 0

∣∣ A ⊂ B +Dr(0)
}
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü ε > ρ∗(A,B). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè
a ∈ A íàéäåòñÿ òî÷êà b ∈ B òàêàÿ, ÷òî a ∈ b+Dε(0). Ñëåäîâàòåëüíî,
A ⊂ B +Dε(0). Ïîýòîìó

ρ∗(A,B) > inf
{
r > 0

∣∣ A ⊂ B +Dε(0)
}
. (10.33)

Ïóñòü ε > 0 òàêîå, ÷òî A ⊂ B +Dε(0). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A
âûïîëíåíî

inf
b∈B

ρ(a,B) < ε.

Ïîýòîìó ρ∗(A,B) 6 ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ∗(A,B) 6 inf
{
r > 0

∣∣ A ⊂ B +Dr(0)
}
. (10.34)

Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (10.33), (10.34), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
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Òåîðåìà 10.1 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

h(A,B) = max
{
ρ∗(A,B), ρ∗(B,A)}.

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû
h(A,B) è ëåììû 10.33.

Ïðèìåð 10.1 Ïóñòü a, b ∈ Rn. Âû÷èñëèì h({a}, {b}). Äëÿ ëþáîãî
r > ‖a− b‖ âåðíî

a ⊂ b+Dr(0), b ⊂ a+Dr(0),

Êðîìå òîãî, a /∈ Dr(b) åñëè r < ‖a−b‖. Ïîýòîìó h({a}, {b}) = ‖a−b‖.

Ïðèìåð 10.2 Ïóñòü A = Dr(0), B = D2r(0). Òîãäà
A ⊂ B,B ⊂ Dr(0) +Dε(0) äëÿ âñåõ ε > r. Ïîýòîìó h(A,B) = r.

Ïðèìåð 10.3 Ïóñòü

A = D1(0) ⊂ R2, B = {(x, y) | x ∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1]}.

Òîãäà A ⊂ B,B ⊂ A+Dr(0) äëÿ âñåõ r >
√

2−1. Ïîýòîìó h(A,B) =√
2− 1.

Ïðèìåð 10.4 Ïóñòü A = Dr(0), B = {x | ‖x‖ < r}. Òîãäà B ⊂
A,A ⊂ B +Dε(0) ïðè ëþáîì ε > 0. Ïîýòîìó h(A,B) = 0.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî h íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà
Ω(Rn).

Ëåììà 10.2 Ïóñòü A,B � îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà Rn. Òîãäà
h(A,B) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü h(A,B) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A 6=
B. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ A òàêàÿ, ÷òî a /∈ B.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ε > 0, ÷òî D0

ε(a)∩B = ∅. Òàê êàê a ∈ A,
òî ñóùåñòâóåò òî÷êà a0 ∈ A äëÿ êîòîðîé ‖a− a0‖ < ε

2 . Ïîýòîìó äëÿ
ëþáîé òî÷êè b ∈ B ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖a0 − b‖ > ‖a− b‖ − ‖a− a0‖ >
ε

2
> 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, a0 /∈ B +D ε
2
(0) è, ïîýòîìó, A * B +D ε

2
(0). Îòñþäà

h(A,B) > ε
2 > 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü A = B. Äîêàæåì, ÷òî h(A,B) = 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 A ⊂ B + Dε(0) è B ⊂ A + Dε(0).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî A * B + Dε(0). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò a0 ∈ A òàêàÿ, ÷òî a0 /∈ B +Dε(0). Òàê êàê
a0 ∈ B, òî D0

ε(a0) ∩ B 6= ∅. Ïóñòü b ∈ D0
ε ∩ B. Òîãäà a0 ∈ D0

ε(b) ⊂
B +Dε(0). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðèìåð 10.5 Ïóñòü A ∈ Ω(Rn), B = {0}. Òîãäà
h(A,B) = ‖A‖.

Òåîðåìà 10.2 Ïóñòü A,B,C ∈ K(Rn). Òîãäà h óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì ñâîéñòâàì:
a) h(A,B) > 0, h(A,B) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = B;
b) h(A,B) = h(B,A);
c) h(A,B) 6 h(A,C) + h(C,B).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Äîêàæåì ñ). Îáîçíà÷èì
r1 = h(A,C), r2 = h(B,C). Èìååì

A ⊂ C +Dr1(0), C ⊂ B +Dr2(0).

Ïîýòîìó A ⊂ B +Dr1+r2(0). Àíàëîãè÷íî, B ⊂ A+Dr1+r2(0). Ñëåäî-
âàòåëüíî, h(A,B) 6 r1 + r2 = h(A,C) + h(C,B).

Èç òåîðåìû 10.2 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà K(Rn), coK(Rn) ÿâëÿ-
þòñÿ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ ìåòðèêîé Õàóñäîðôà.

Òåîðåìà 10.3 Ïóñòü A,B ∈ Ω(Rn). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|c(A,ϕ)− c(B,ϕ)| 6 h(A,B)‖ϕ‖.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè h
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

A ⊂ B +Dh(A,B)+ε(0).

Ïîýòîìó

c(A,ϕ) 6 c(B +Dh(A,B)+ε(0), ϕ) = c(B,ϕ) + c(Dh(A,B)+ε(0), ϕ) =

= c(B,ϕ) + h(A,B)‖ϕ‖+ ε‖ϕ‖.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

c(A,ϕ)− c(B,ϕ) 6 h(A,B)‖ϕ‖+ ε‖ϕ‖.

Àíàëîãè÷íî

c(B,ϕ)− c(A,ϕ) 6 h(A,B)‖ϕ‖+ ε‖ϕ‖.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

|c(A,ϕ)− c(B,ϕ)| 6 h(A,B)‖ϕ‖+ ε‖ϕ‖.

Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ε > 0, òî ïåðå-
õîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Ñëåäñòâèå 10.1 c ∈ C(Ω(Rn)×Rn).

Òåîðåìà 10.4 Ïóñòü A,B ∈ coK(Rn). Òîãäà

h(A,B) = max
‖ϕ‖=1

|c(A,ϕ)− c(B,ϕ)|.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

h(A,B) > max
‖ϕ‖=1

|c(A,ϕ)− c(B,ϕ)|. (10.35)

Èç òåîðåìû 10.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ϕ, ‖ϕ‖ = 1 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

h(A,B) > |c(A,ϕ)− c(B,ϕ)|,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (10.35). Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî

h(A,B) 6 max
‖ϕ‖=1

|c(A,ϕ)− c(B,ϕ)|. (10.36)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

M = max
‖ϕ‖=1

|c(A,ϕ)− c(B,ϕ)|.
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Òîãäà |c(A,ϕ)− c(B,ϕ)| 6M äëÿ âñåõ ϕ, ‖ϕ‖ = 1, èëè∣∣∣c(A, ϕ

‖ϕ‖
)− c(B, ϕ

‖ϕ‖
)
∣∣∣6M

äëÿ âñåõ ϕ 6= 0. Îòñþäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

−M‖ϕ‖ 6 c(A,ϕ)− c(B,ϕ) 6M‖ϕ‖. (10.37)

Èñïîëüçóÿ ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (10.37), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

c(A,ϕ) 6 c(B,ϕ) + c(DM (0), ϕ) = c(B +DM (0), ϕ).

Òàê êàê B+DM (0) � âûïóêëûé êîìïàêò, òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåí-
ñòâà ñëåäóåò, ÷òî A ⊂ B+DM (0).Èñïîëüçóÿ ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà
(10.37), ïîëó÷àåì

c(B,ϕ) 6 c(A,ϕ) +M‖ϕ‖,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî B ⊂ A+DM (0). Ñëåäîâàòåëüíî, h(A,B) 6 M è
òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (10.36) äîêàçàíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 10.6 Ïóñòü

A = {(−1; 0), (1; 0)}, B = {(0;−1), (0, 1)}.

ßñíî, ÷òî h(A,B) =
√

2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

M = max
‖ϕ‖=1

|c(A,ϕ)− c(B,ϕ)| = max
ϕ2

1+ϕ2
2=1

∣∣∣|ϕ1| − |ϕ2|
∣∣∣= 1.

Ïîëó÷èëè, ÷òî òåîðåìà 10.4 äëÿ óêàçàííûõ ìíîæåñòâ A,B
íåâåðíà. Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå âûïóêëîñòè ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Îïðåäåëåíèå 10.2 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî-
æåñòâ {Ak}∞k=1, Ak ∈ coK(Rn) ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó A ∈ coK(Rn),
åñëè lim

k→∞
h(Ak, A) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü è â ïðî-
ñòðàíñòâå K(Rn).
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Òåîðåìà 10.5 Ïóñòü A ∈ coK(Rn). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P òàêîé, ÷òî h(A,P ) < ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ðàññìîòðèì D0
ε(x) îòêðûòûå øàðû ðàäèó-

ñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êàõ x ∈ Rn. Ñåìåéñòâî{
D0
ε(x)

}
x∈A îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A. Ïîýòîìó, â

ñèëó êîìïàêòíîñòè A, èç äàííîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå

{
D0
ε(xj)

}
j∈J . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî P = co{xj , j ∈ J}.

Òîãäà ïîëó÷àåì

P ⊂ A ⊂
⋃
x∈P

D0
ε(x) = P +Dε(0).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó âûïóêëîñòè A èìååì

P ⊂ A ⊂ A+Dε(0).

Ïîýòîìó h(A,P ) < ε. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 10.6 Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà A ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ {Ak}∞k=1 òàêàÿ, ÷òî
lim
k→∞

h(A,Ak) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà k ïî òåîðåìå 10.5 ñóùåñòâóåò âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê Ak òà-
êîé, ÷òî h(A,Ak) < 1

k . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak} èñ-
êîìàÿ.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

10.1. Âû÷èñëèòü h(Dr1(a1), Dr2(a2)).
10.2.Îïðåäåëèì åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìèA,B ∈

Ω(Rn) ñîîòíîøåíèåì

ρ(A,B) = inf
a∈A,b∈B

‖a− b‖.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ Rn, äëÿ ëþáûõ A,B ∈ Ω(Rn)
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1) ρ(q, A) 6 ρ(q,B) + h(A,B),

2) |ρ(q, A)− ρ(q,B)| 6 h(A,B).
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10.3.ÏóñòüA1, A2, B1, B2 ∈ Ω(Rn).Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëå-
äóþùèõ íåðàâåíñòâ:

1) h(A1 ∪B1, A2 ∪B2) 6 h(A1, A2) + h(B1, B2),

2) h(A1 +B1, A2 +B2) 6 h(A1, A2) + h(B1, B2).

10.4. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A,B ∈ Ω(Rn) îïðåäåëèì ÷èñëî

h1(A,B) = sup
x∈A

ρ(x,B) + sup
x∈B

ρ(x,A).

Âåðíî ëè, ÷òî h1 ìåòðèêà íà Ω(Rn)?
10.5. Ïóñòü A,B ∈ Ω(Rn), α, β ∈ R1. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà:

1) h(αA,αB) 6 |α|h(A,B);
2) h(αA, βA) 6 |α− β| · h(A, {0});
3) h(coA, coB) 6 h(A,B),
4) h(A, coA) 6 ‖A‖.

10.9. Ïóñòü {ak, bk, ck, dk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Rn òà-
êèå, ÷òî

lim
k→∞

ak = a, lim
k→∞

bk = b, lim
k→∞

ck = c, lim
k→∞

dk = d.

Ïóñòü

Xk = co{ak, bk}+ co{ck, dk}, X = co{a, b}+ co{c, d}.

Âåðíî ëè, ÷òî lim
k→∞

h(Xk, X) = 0?

10.10. Ïóñòü {Ak}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìïàê-
òîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê âûïóêëîìó êîìïàêòó A. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé
òî÷êè a ∈ A ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ak}∞k=1 òàêàÿ,
÷òî ak ∈ Ak è lim

k→∞
ak = a?

10.11. Ïóñòü {Ak}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìïàê-
òîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê âûïóêëîìó êîìïàêòó A. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {ak}∞k=1 òàêîé, ÷òî ak ∈ Ak è lim

k→∞
ak = a

âûïîëíåíî a ∈ A?
10.12. Ïóñòü {Ak}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìïàê-

òîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê êîìïàêòó A. Âåðíî ëè, ÷òî A � âûïóêëûé êîì-
ïàêò?
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10.13. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ U, V ∈ coK(Rn) îïðåäåëèì
÷èñëî

ρE(U, V ) =

= min{λ > 0 : U ⊂ V + λD1(0)}+ min{λ > 0 : V ⊂ U + λD1(0)}.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ρE ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà coK(Rn). Äàííóþ ìåòðèêó
íàçûâàþò ìåòðèêîé Ýãëñòîíà.
2. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

h(U, V ) 6 ρE(U, V ) 6 2h(U, V ), U, V ∈ coK(Rn).

10.14. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ U, V ∈ coK(Rn) îïðåäåëèì
÷èñëî

ρp(U, V ) =
( ∫
S1(0)

|c(U,ϕ)− c(V, ϕ)|2ds
)0,5

.

Äîêàçàòü, ÷òî ρp(U, V ) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà coK(Rn).
10.15. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn, x, y ∈ Rn, M1 =

L+ x,M2 = L+ y. Äîêàçàòü, ÷òî

h(M1,M2) = ρ∗(M1,M2) = ρ∗(M2,M1) =

= inf
{
‖x1 − x2‖

∣∣ x1 ∈M1, x2 ∈M2

}
.

10.16. Ïóñòü A,B � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Rn, ïðè÷åì A ∩
B = ∅. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè f : Rn → [−1, 1] òàêîé, ÷òî f(A) =
{−1}, f(B) = {1}.

10.17. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Rn. Ìíîæåñòâî B ⊂ A íàçûâà-
åòñÿ ε-ñåòüþ ìíîæåñòâà A, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A íàéäåòñÿ
òî÷êà b ∈ B, ÷òî ‖a− b‖ < ε.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè B ⊂ A ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ ìíîæåñòâà A, òî
h(A,B) 6 ε.

10.18. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A òàêîãî, ÷òî
h(A,A+Dε(0)) < ε.

10.19. Ïóñòü ∆ : K(Rn)×K(Rn)→ R1,

∆(A,B) = µ(A) + µ(B)− 2µ(A ∩B),

ãäå µ(A)� ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà A. ßâëÿåòñÿ ëè ∆ ìåòðèêîé?
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10.20. Ïóñòü B � ñîâîêóïíîñòü öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ âû-
ïóêëûõ òåë. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ρ : B × B → R1 âèäà

ρ(A1, A2) = ln
(
t(A1, A2) · t(A2, A1)), ãäå

t(A1, A2) = inf{t > 1
∣∣ A2 ⊂ tA1}.

Äîêàçàòü, ÷òî
1. ρ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé (Áàíàõà - Ìàçóðà);
2. Ïóñòü B̂ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ ñ íåïóñòîé

âíóòðåííîñòüþ è ñîäåðæàùèõ íóëü â êà÷åñòâå âíóòðåííåé òî÷êè. Áó-
äåò ëè ôóíêöèÿ ρ ìåòðèêîé íà B̂ × B̂?

10.21. Ïóñòü A = {− 1
n , n ∈ N}, B = { 1

n , n ∈ N}. Âû÷èñëèòü
h(A,B).

10.22. Ñóùåñòâóþò ëè äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ìíîæå-
ñòâà, ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî íóëþ?

10.23. Âåðíî ëè, ÷òî ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó ìåæäó ìíîæå-
ñòâàìè A,B ∈ K(Rn) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

h(A,B) = max{max
a∈A

ρ(a,B),max
b∈B

ρ(b, A)}?

10.24. Â ïðîñòðàíñòâå Rn äàíî ìíîæåñòâî A è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ak}∞k=1, òàêàÿ ÷òî lim

k→+∞
ak = b. Âåðíî ëè, ÷òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî
lim

k→+∞
h(ΠA(ak),ΠA(b)) = 0?

10.25. Ïóñòü A ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì

ìíîæåñòâîMk(A) = 1
k

k∑
j=1

A. Äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

h(coA,Mk(A)) 6
‖A‖(n+ 1)

k
.

10.26. Äàíî ìíîæåñòâî A ∈ K(Rn) òàêîå, ÷òî îòðåçîê, ñîåäèíÿþ-
ùèé ëþáûå äâå òî÷êè ìíîæåñòâàA, ëåæèò â çàìêíóòîé ε-îêðåñòíîñòè
ìíîæåñòâà A, ε > 0. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

h(A, coA) 6 n · ε.

10.27. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò, p ∈ Rn, p 6= 0.
Îáîçíà÷èì A(p) = {a ∈ A | (p, a) = c(A, p)}. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
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ρ : coK(Rn)× coK(Rn)→ R1 âèäà

ρ(A,B) = sup
‖p‖=1

h(A(p), B(p)). (10.38)

1. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå coK(Rn) ρ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.
2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî coK(Rn) ñ ìåòðèêîé ρ ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
3. Ìîæíî ëè â (10.38) ñóïðåìóì çàìåíèòü íà ìàêñèìóì?
10.28. Ïóñòü r = h(A,B). Âåðíî ëè, ÷òî B ⊂ A+Dr(0)?
10.29. Ïóñòü A ⊂ Rn. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ A îïðåäåëèì ÷èñëî

rx(A) = sup{‖x− y‖, y ∈ A}.

Äîêàçàòü, ÷òî rx(A) 6 h(x,A).
10.30. Ïóñòü A,B � îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà Rn, Int(A ∩

B) 6= ∅. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò r > 0 äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà C òàêîãî ÷òî h(B,C) < r
âûïîëíåíî B ∩ C 6= ∅.

10.31. Ïóñòü A,B ∈ clos(Rn). Îïðåäåëèì ÷èñëî

ξ(A,B) = h(O+(A) ∩D1(0), O+(B) ∩D1(0)).

Áóäåò ëè ξ(A,B) ìåòðèêîé â ïðîñòðàíñòâå clos(Rn)?
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§11 Ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ

Îïðåäåëåíèå 11.1 [24]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîðû a1, . . . , as
îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn ñóùå-
ñòâóþò γ1 > 0, . . . , γs > 0 òàêèå, ÷òî

x = γ1a1 + · · ·+ γsas.

Ïðèìåð 11.1 Ïóñòü a1, . . . , an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
Rn. Òîãäà a1, . . . , an,−a1, . . . ,−an � ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ Rn. Òîãäà

x = α1a1 + · · ·+ αnan.

Ïóñòü

I1 = {j : αj > 0}, I2 = {j : αj < 0}.

Òîãäà

x =
∑
i∈I1

αiai +
∑
i∈I2

(−αi)(−ai).

Ïîýòîìó

x =

k∑
i=1

γiai +

k∑
i=1

βi(−ai),

ãäå

γi =

{
0, i /∈ I1
αi, i ∈ I1

, βi =

{
0, i /∈ I2
−αi, i ∈ I2.

Ïðèìåð 11.2 Ïóñòü a1, . . . , an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn, an+1 =
−(a1 + · · ·+ an). Òîãäà a1, . . . , an, an+1 � ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ Rn. Òîãäà x =
n∑
i=1

αiai. Òàê êàê

a1 + · · ·+ an + an+1 = 0,
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òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

x =

n∑
i=1

αiai + d(a1 + · · ·+ an + an+1) =

n∑
i=1

(αi + d)ai + dan+1.

Âçÿâ d > 0 òàê, ÷òîáû αi+d > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ íåîòðèöàòåëüíû.

Çàìå÷àíèå 11.1 Åñëè a1, . . . , as � ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn, òî
äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ b1, . . . , bl âåêòîðû

a1, . . . , as, b1, . . . , bl

òàêæå îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn.

Îïðåäåëåíèå 11.2 Ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ a1, . . . , as íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì áàçèñîì, åñëè íèêàêàÿ åãî ïðàâèëü-
íàÿ ïîäñèñòåìà ïîëîæèòåëüíûì áàçèñîì íå ÿâëÿåòñÿ.

Òåîðåìà 11.1 Âåêòîðû a1, . . . , as ñîñòàâëÿþò ïîëîæèòåëüíûé áà-
çèñ Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
p ∈ Rn, ‖p‖ = 1 ñóùåñòâóåò aq òàêîé, ÷òî (aq, p) < 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âåêòî-
ðû a1, . . . , as îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ è ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò
âåêòîð p ∈ Rn, ‖p‖ = 1 òàêîé, ÷òî (ai, p) > 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s.

Ðàññìîòðèì âåêòîð −p è ðàçëîæèì åãî ïî ïîëîæèòåëüíîìó áàçè-
ñó

−p = λ1a1 + · · ·+ λsas, λi > 0.

Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà p, ïîëó÷àåì

−1 = λ1(p, a1) + · · ·+ λs(p, as) > 0,

÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

K = {x ∈ Rn
∣∣ x = λ1a1 + · · ·+ λsas, λi > 0}.
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K � âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå. Òîãäà ëèáî K âñå ïðîñòðàí-
ñòâî, ëèáî K ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Åñëè K = Rn, òî a1, . . . , as � ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn. Ïóñòü
K 6= Rn. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò âåêòîð p ∈ Rn, ‖p‖ = 1 òàêîé, ÷òî
(p, x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ K. Òàê êàê ai ∈ K, òî (p, ai) > 0 äëÿ âñåõ i,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G � ìàòðèöó, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êî-
îðäèíàòû âåêòîðîâ a1, . . . , as îòíîñèòåëüíî áàçèñà

(1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1).

Òåîðåìà 11.2 Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîðû a1, . . . , as îáðàçîâûâàëè ïî-
ëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
1) rangG = n;
2) ñèñòåìà Gβ = 0 èìåëà ðåøåíèå β0 òàêîå, ÷òî β0 > 0, òî åñòü
β0
i > 0 äëÿ âñåõ i.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âåêòî-
ðû a1, . . . , as îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ. Åñëè áû rangG áûë
ìåíüøå n, òî âåêòîðû a1, . . . , as ëåæàëè áû â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñ-
êîñòè. Ïóñòü p � íîðìàëü äàííîé ãèïåðïëîñêîñòè. Òîãäà (p, ai) = 0
äëÿ âñåõ i, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 12.1. Ïóñòü äàëåå

a = −a1 − · · · − as.

Òàê êàê ai, i = 1, . . . , s� ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ, òî ñóùåñòâóþò λi > 0
òàêèå, ÷òî

a = λ1a1 + . . . λsas = −a1 − · · · − as.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

0 = (1 + λ1)a1 + · · ·+ (1 + λs)as.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà Gx = 0 èìååò ðåøåíèå
β0 = 1 + λ > 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Òàê êàê rangG = n, ñðåäè âåêòîðîâ a1, . . . , as èìå-
åòñÿ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ. Ïóñòü a1, . . . , an � ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû. Òîãäà ëþáîé âåêòîð y ∈ Rn ïðåäñòàâèì â âèäå

y = α1a1 + · · ·+ αnan + d(β0
1a1 + · · ·+ β0

sas),
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ãäå β0 > 0 � ðåøåíèå ñèñòåìû Gx = 0. Âçÿâ d > 0 òàê, ÷òîáû äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , n âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà αi + dβ0

i > 0, ïîëó÷àåì,
÷òî âåêòîð y ïðåäñòàâèì â âèäå

y = γ1a1 + · · ·+ γsas,

ïðè÷åì âñå γi > 0. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð ai, i = 1, . . . , s îáðàçóåò
ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 11.3 a1, . . . , as ñîñòàâëÿþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

0 ∈ Intco{a1, . . . , as}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü

0 /∈ Intco{a1, . . . , as}.

Òîãäà {0} è Intco{a1, . . . , as} îòäåëèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò
p ∈ Rn, p 6= 0, µ ∈ R1 òàêèå, ÷òî

(p, 0) 6 µ,

(p, z) > µ äëÿ âñåõ z ∈ Intco{a1, . . . , as}.

Ïîëó÷àåì, ÷òî (p, ai) > 0 äëÿ âñåõ i, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 11.1.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü

0 ∈ Intco{a1, . . . , as}.

Òîãäà rangG = n è ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè

0 = α1a1 + · · ·+ αsas, αi > 0,

s∑
i=1

αi = 1.

Â ñèëó òåîðåìû 11.2 a1, . . . , as îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 11.1 Ïóñòü a1, . . . , as, p1, . . . , pr ∈ Rn,M1, . . . ,Ms � êîì-
ïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà Rn. Òîãäà

0 ∈ Intco{a1 −M1, . . . , as −Ms, p1, . . . , pr}

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò b1, . . . , bm ∈
s⋃
i=1

(ai −Mi)

òàêèå, ÷òî b1, . . . , bm, p1, . . . , pr îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rk.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç B � ìàòðèöó, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êî-
îðäèíàòû âåêòîðîâ a1, . . . , as îòíîñèòåëüíî áàçèñà

(1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1).

Òåîðåìà 11.4 Ïóñòü ìíîæåñòâî

Ω = {x | Bx > b} 6= ∅.

Òîãäà Ω ìíîãîãðàííèê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a1, . . . , as îáðà-
çóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü Ω ìíîãîãðàííèê è
x0 ∈ Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1, . . . , as íå îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé
áàçèñ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò p ∈ Rk, ‖p‖ = 1 òàêîé, ÷òî (p, ai) 6 0 äëÿ
âñåõ i. Òîãäà

(x0 − tp, ai) = (x0, ai)− t(p, ai) > bi

äëÿ âñåõ i è t > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, x0−tp ∈ Ω ïðè âñåõ t > 0, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò îãðàíè÷åííîñòè Ω. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò,
÷òî a1, . . . , as îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ.

Ïóñòü a1, . . . , as îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ, íî ìíîæåñòâî Ω
íå ìíîãîãðàííèê. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò y0, p, ‖p‖ = 1 òàêèå,
÷òî y0 + tp ∈ Ω äëÿ âñåõ t > 0.

Ïîýòîìó (y0 + tp, ai) > bi äëÿ âñåõ i è t > 0. Îòñþäà

(p, ai) >
1

t
(bi − (y0, ai)), i = 1 . . . , s.

Ñëåäîâàòåëüíî, (p, ai) > 0 äëÿ âñåõ i, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëü-
íîñòè áàçèñà a1, . . . , as. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 11.3 Ïóñòü X � êîìïàêò Rn,
p ∈ Rn, p 6= 0. Ìíîæåñòâî

U(X; p) = {x | x ∈ X, (x, p) = c(X, p)}

íàçûâàåòñÿ îïîðíûì ê ìíîæåñòâó X â íàïðàâëåíèè p.
Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì â íàïðàâëåíèè p, p 6=

0, åñëè ìíîæåñòâî U(X; p) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà.
Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì, åñëè X ñòðîãî âû-

ïóêëî â ëþáîì íàïðàâëåíèè p, p 6= 0.
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Îïðåäåëåíèå 11.4 Ïóñòü X � êîìïàêò Rn. X íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâîì ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, åñëè äëÿ ëþáîãî
x0 ∈ ∂X ìíîæåñòâî

N(X;x0) = {p | p ∈ Rn, ‖p‖ = 1, (x0, p) = c(X, p)}

ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè X � ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò ñ ãëàäêîé ãðà-
íèöåé, òî IntX 6= ∅.

Ïóñòü a1, . . . , as íåíóëåâûå âåêòîðûRn, V� ñòðîãî âûïóêëûé êîì-
ïàêò ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Îïðåäåëèì ôóíêöèè λi : V → R1

λi(v) = sup{λ > 0 | − λai ∈ V − v}, i = 1, . . . , s,

Òåîðåìà 11.5 Ïóñòü V� ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò ñ ãëàäêîé ãðà-
íèöåé. a1, . . . , as îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

δ = min
v∈V

max
i
λi(v) > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ = 0. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò v0 ∈ V, ÷òî λi(v0) = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s. Êàæäàÿ èç ôóíêöèé λi
íåïðåðûâíà è âîãíóòà ïî v, ïîýòîìó
v0 ∈ ∂V.

Òàê êàê V èìååò ãëàäêóþ ãðàíèöó, òî ìíîæåñòâî

{p | ‖p‖ = 1, (v0, p) = c(V, p)}

ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà p0. Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâ
λi(v0) = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s ñëåäóåò, ÷òî âñå âåêòîðû a1, . . . , as
ëåæàò â îäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëÿåìîì âåêòîðîì p0, òî åñòü

(ai, p0) > 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, â ñèëó òåîðåìû 11.1, ñëåäóåò, ÷òî âåê-
òîðû a1, . . . , as íå îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ.

Ïóñòü δ > 0, íî âåêòîðû a1, . . . , as íå îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé
áàçèñ. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 11.1, ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé âåêòîð p
òàêîé, ÷òî

(p, ai) 6 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s. (11.39)
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Ïóñòü v0 ∈ V è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(v0, p) = c(V, p). (11.40)

Òàê êàê δ > 0, òî ñóùåñòâóåò i òàêîé, ÷òî λi(v0) > 0. Ïîýòîìó

v0 − λi(v0)ai ∈ V.

Îòñþäà
(v0, p)− λi(v0)(ai, p) 6 c(V, p). (11.41)

Èç (11.40), (11.41) ñëåäóåò, ÷òî

(ai, p) > 0.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà (11.39) ñëåäóåò, ÷òî
(ai, p) = 0 è

v0 − λi(v0)ai ∈ U(V ; p),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñòðîãîé âûïóêëîñòè V â íàïðàâëåíèè p, à ñëåäî-
âàòåëüíî, è ñòðîãîé âûïóêëîñòè V.

Òàêèì îáðàçîì, a1, . . . , as îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 11.6 Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn ñîäåðæèò n + 1
âåêòîð. Òîãäà ëþáûå n âåêòîðîâ óêàçàííîãî áàçèñà ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð èí-
äåêñîâ I ⊂ {1, . . . , n+1}, |I| = n òàêîé, ÷òî âåêòîðû al, l ∈ I ëèíåéíî
çàâèñèìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü H, 0 ∈ H, ñîäåðæàùàÿ
al, i ∈ I. Ïóñòü H+ � ïîëóïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå H, íå ñîäåð-
æàùåå aq, q /∈ I è p åäèíè÷íàÿ íîðìàëüH, íàïðàâëåííàÿ âH+. Òîãäà
(p, ai) 6 0 äëÿ âñåõ i. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
ïîëîæèòåëüíîñòè áàçèñà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 11.7 Åñëè ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn ñîäåð-
æèò íå ìåíåå n + 2 âåêòîðîâ, òî ñóùåñòâóþò ëèíåéíî çàâèñè-
ìûå âåêòîðû as1 , . . . , asn , âõîäÿùèå â äàííûé ìèíèìàëüíûé ïîëî-
æèòåëüíûé áàçèñ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà èí-
äåêñîâ I, |I| = n âåêòîðû al, l ∈ I ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñ÷èòàåì,
÷òî I = {1, . . . , n}. Ðàññìîòðèì âåêòîðû a1, . . . , an, an+1. Ñóùåñòâó-
þò âåùåñòâåííûå ÷èñëà βl, îäíîâðåìåííî, íå îáðàùàþùèåñÿ â íóëü
è òàêèå, ÷òî

0 = β1a1 + · · ·+ βnan + βn+1an+1.

Åñëè βl > 0 äëÿ âñåõ l, òî âåêòîðû a1, . . . , an+1 îáðàçóþò ïîëîæè-
òåëüíûé áàçèñ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Åñëè βl = 0 ïðè íåêîòîðîì l, òî âåêòîðû

a1, . . . , al−1, al+1, . . . , an+1

ëèíåéíî çàâèñèìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû.
Ïîýòîìó {1, . . . , n+ 1} = I ∪ J, ãäå

I = {l : βl > 0}, J = {l : βl < 0}.

Òàê êàê a1, . . . , as(s > n + 2) îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ, òî
ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà α1, . . . , αs òàêèå, ÷òî

0 = α1a1 + · · ·+ αsas.

Îòñþäà

0 = d

s∑
l=1

αlal +

n+1∑
r=1

βrar =

=
∑
l∈I

(dαl + βl)al +
∑
l∈J

(dαl + βl)al +

s∑
l=n+2

(dαl + βl).

Âûáåðåì d > 0 òàê, ÷òîáû dar + βr = 0 ïðè íåêîòîðîì r ∈ J è
dαl + βl > 0 äëÿ âñåõ l ∈ J

Òîãäà ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ îáðàçóþò âåêòîðû a1, . . . , ar−1,
ar+1, . . . , as, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó ìèíèìàëüíîñòè èñõîäíîãî
áàçèñà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 11.2 Ïóñòü a1, . . . , as � ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëü-
íûé áàçèñ Rn òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ l1, . . . , ln ∈
{1, . . . , s} âåêòîðû al1 , . . . , als ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Òîãäà s = n+ 1.
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Òåîðåìà 11.8 Ïóñòü a1, . . . , as îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ
Rn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ Rn ñóùåñòâóåò µ > 0 òàêîå, ÷òî
a1, . . . , as−1, a+ µas îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò a ∈ Rn òà-
êîé, ÷òî äëÿ âñåõ µ > 0 âåêòîðû a1, . . . , as−1, a + µas íå îáðàçóþò
ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî µ ñóùåñòâóåò
åäèíè÷íûé âåêòîð pµ òàêîé, ÷òî

(al, pµ) 6 0, l = 1, . . . , s− 1,

(as, pµ) +
1

µ
(a, pµ) 6 0.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
lim
µ→∞

pµ = p0. Òîãäà ‖p0‖ = 1 è (al, p0) 6 0 äëÿ âñåõ l = 1, . . . , s, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó ïîëîæèòåëüíîñòè áàçèñà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 11.3 Ïóñòü a1, . . . , as îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ
Rn. Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ bl, . . . , bs(1 6 l 6 s) ñóùåñòâóåò µ0 >
0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ µ > µ0 íàáîð

a1, . . . , al−1, bl + µal, bl+1 + µal+1, . . . , bs + µas

îáðàçóåò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn.

Òåîðåìà 11.9 Ïóñòü a1, . . . , as, b1, . . . , br ∈ Rn, ïðè÷åì
Intco{a1, . . . , as} 6= ∅. Òîãäà

Intco{a1, . . . , as} ∩ co{b1, . . . , br} 6= ∅ (11.42)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ al − bt, l = 1, . . . , s,
t = 1, . . . , r îáðàçóåò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rk.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå
(11.42) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò
åäèíè÷íûé âåêòîð p òàêîé, ÷òî

(al − bt, p) 6 0 äëÿ âñåõ l, t. (11.43)

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà {al−bt} íå îáðàçóåò ïîëîæèòåëüíûé
áàçèñ.
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Åñëè ñèñòåìà {al−bt} íå îáðàçóåò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ, òî ñóùå-
ñòâóåò åäèíè÷íûé âåêòîð p, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî (11.43). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà co{a1, . . . , as} è co{b1, . . . , br} îòäåëèìû. Èç
óñëîâèÿ Intco{a1, . . . , as} 6= ∅ ñëåäóåò, ÷òî äàííûå ìíîæåñòâà ñîá-
ñòâåííî îòäåëèìû.

Ïóñòü H � ãèïåðïëîñêîñòü, ñîáñòâåííî îòäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâà
co{a1, . . . , as} è co{b1, . . . , br}, à H−, H+ � çàìêíóòûå ïîëóïðîñòðàí-
ñòâà, îïðåäåëÿåìûå H. Ñ÷èòàåì, ÷òî

co{a1, . . . , as} ⊂ H−, co{b1, . . . , br} ⊂ H+.

Òîãäà Intco{a1, . . . , as} ⊂ IntH− è ïîýòîìó óñëîâèå (11.42) íå âûïîë-
íÿåòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 11.10 Ïóñòü a1, . . . , an+1, b1, b2 ∈ Rn è âûïîëíåíû ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ:

1) Intco{a1, . . . , an+1} ∩ co{b1, b2} 6= ∅;
2) an+1 ∈ L = {z : z = tb1 + (1− t)b2, t /∈ [0, 1]}.
Òîãäà ñóùåñòâóåò j ∈ {1, 2} òàêîé, ÷òî

bj ∈ Intco{a1, . . . , an+1}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü

z ∈ Intco{a1, . . . , an+1} ∩ co{b1, b2}.

Åñëè z = b1 èëè b2, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Èíà÷å ñóùåñòâóåò
j ∈ {1, 2} òàêîé, ÷òî bj ∈ (an+1, z). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
µ ∈ (0, 1), ÷òî bj = µan+1 + (1− µ)z. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ÷èñëà

αl > 0,
n+1∑
l=1

αl = 1 òàêèå, ÷òî z = α1a1 + · · ·+αn+1an+1. Èç ïîñëåäíèõ

äâóõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî

bj = β1a1 + · · ·+ βn+1an+1, ïðè÷åì βl > 0,

n+1∑
l=1

βl = 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 11.11 Ïóñòü xi, yj ∈ Rn, i = 1, . . . , k, j = 1, . . .m è âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1) k +m > n+ 2;
2) â ñîâîêóïíîñòè {xi−yj , yr−yq, r 6= q, xs−xl, s 6= l} ñóùåñòâó-

þò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Òîãäà

rico{xi} ∩ rico{yj} 6= ∅ (11.44)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {xi − yj} îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé
áàçèñ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå
(11.44) è ïðè ýòîì âåêòîðû {xi − yj} íå îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé
áàçèñ. Òîãäà ñóùåñòâóåò p ∈ Rn, ‖p‖ = 1, ÷òî (xi − yj , p) 6 0 äëÿ
âñåõ i, j. Îòñþäà ìíîæåñòâà co{xi}, co{yj} îòäåëèìû. Ïîêàæåì, ÷òî
co{xi}, co{yj} ñîáñòâåííî îòäåëèìû. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî ñó-
ùåñòâîâàëà áû ãèïåðïëîñêîñòü H òàêàÿ, ÷òî

co{xi} ⊂ H, co{yj} ⊂ H.

Îòñþäà xi − yj ∈ L, yr − yq ∈ L, xs − xl ∈ L, ãäå L � ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå H. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Ïóñòü òåïåðü
rico{xi} ∩ rico{yj} = ∅.

Òîãäà ìíîæåñòâà co{xi}, co{yj} îòäåëèìû. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäè-
íè÷íûé âåêòîð p òàêîé, ÷òî (xi − yj , p) 6 0. Îòñþäà {xi − yj} íå
îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 11.1 Ïóñòü C1, C2 âûïóêëûå ìíîæåñòâà Rn, ïðè÷åì

riC1 ∩ riC2 6= ∅, riC1 ∩ riC2 = C1 ∩ C2.

Òîãäà riC1 ∩ riC2 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Â ñèëó òåîðåìû 6.5 è óñëîâèé ëåììû

ri(C1 ∩ C2) = riC1 ∩ riC2 = C1 ∩ C2 = C1 ∩ C2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 11.2 Ïóñòü C1, C2 âûïóêëûå ìíîæåñòâà Rn, ïðè÷åì riC1∩
riC2 6= ∅. Òîãäà affC1 ∩ affC2 = aff(C1 ∩ C2).

120



Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Èç âêëþ÷åíèé

aff(C1 ∩ C2) ⊂ affC1, aff(C1 ∩ C2) ⊂ affC2

ñëåäóåò, ÷òî aff(C1 ∩ C2) ⊂ affC1 ∩ affC2.
Ïóñòü x ∈ affC1 ∩ affC2, y ∈ riC1 ∩ riC2. Ðàññìîòðèì òî÷êó z(λ) =

λx + (1 − λ)y. Òàê êàê z(0) = y, òî z(λ) ∈ C1, z(λ) ∈ C2 äëÿ âñåõ
λ > 0 è áëèçêèõ ê íóëþ.

Êðîìå òîãî,

x =
1

λ
z(λ) + (1− 1

λ
)y.

Òàê êàê 1
λ +(1− 1

λ ) = 1, òî x ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé êîìáèíàöèåé òî÷åê
z(λ) è y. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ aff(C1 ∩ C2). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 11.3 Ïóñòü C1, C2 âûïóêëûå ìíîæåñòâà Rn, ïðè÷åì

riC1 ∩ riC2 6= ∅, riC1 ∩ riC2 = C1 ∩ C2.

Òîãäà C1∩C2 = affC1∩affC2 è C1∩C2 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåìì 11.1
è 11.2.

Òåîðåìà 11.12 Ïóñòü {x1, . . . , xk+1, y1, . . . , ym+1} � ìíîæåñòâî
òî÷åê Rn, ïðè÷åì ëþáûå n+ 1 òî÷êè àôôèííî íåçàâèñèìû.

M1 = aff{x1, . . . , xk+1}, M2 = aff{y1, . . . , ym+1},

dimM1 = k, dimM2 = m, M1∩M2 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.
Òîãäà k +m = n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïîêàæåì, ÷òî k + m 6 n.
Ïóñòü L1, L2 � ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå M1,
M2. Òîãäà dimL1 = k,dimL2 = m,dim(L1 ∩ L2) = 0. Êðîìå òîãî,

dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2 − dim(L1 ∩ L2).

Òàê êàê dim(L1 + L2) 6 n, òî k +m 6 n.
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Ïîêàæåì, ÷òî k + m > n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m + k < n è ïóñòü
x ∈M1 ∩M2. Òîãäà

x =

k+1∑
i=1

λixi =

m+1∑
j=1

βjyj ,

k+1∑
i=1

λi =

m+1∑
j=1

βj = 1.

Îòñþäà

0 =

k+1∑
i=1

λixi −
m+1∑
j=1

βjyj .

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñîäåðæèò íå áîëåå n + 1 òî÷êè,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò àôôèííîé íåçàâèñèìîñòè ýòèõ òî÷åê.

Òåîðåìà 11.13 Ïóñòü {x1, . . . , xk, y1, . . . , ym} � ìíîæåñòâî òî÷åê
Rn, ïðè÷åì k+m > n+ 2, ëþáûå n+ 1 òî÷êè àôôèííî íåçàâèñèìû
è

co{x1, . . . , xk} ∩ co{y1, . . . , ym} 6= ∅.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà I ⊂ {1, . . . , k}, J ⊂ {1, . . . ,m} òà-
êèå, ÷òî |I|+ |J | = n+ 2,

rico{xi, i ∈ I} ∩ rico{yj , j ∈ J} 6= ∅

è ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü I = {1, . . . , k}, J = {1, . . . ,m},
M1 = co{xi, i ∈ I}, M2 = co{yj , j ∈ J}, x ∈M1 ∩M2. Òîãäà

x =
∑
i∈I

βixi =
∑
j∈J

λjyj ,
∑
i∈I

βi =
∑
j∈J

λj = 1, βi > 0, λj > 0.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà I1 = {i ∈ I, βi 6= 0}, J1 = {j ∈ J, λj 6= 0}.
Òîãäà co{xi, i ∈ I1}∩co{yj , j ∈ J1} 6= ∅, íàïðèìåð, òî÷êà x ïðèíàäëå-
æèò óêàçàííîìó ïåðåñå÷åíèþ. Âîçüìåì òåïåðü â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ
I, J ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà I1, J1 è ïîâòîðèì ýòîò ïðîöåññ äî òåõ
ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì ìíîæåñòâà I, J òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈M1∩M2

áóäåò âûïîëíåíî βi > 0, λj > 0 äëÿ âñåõ i ∈ I, j ∈ J.
Ïîëó÷àåì, ÷òî M1 ∩M2 = riM1 ∩ riM2. Èç ëåììû 11.3 ñëåäóåò,

÷òî M1 ∩M2 = affM1 ∩ affM2 è M1 ∩M2 ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.
Èç òåîðåìû 11.12 ñëåäóåò, ÷òî dimM1 + dimM2 = n. Òàê êàê

dimM1 = |I| − 1,dimM2 = |J | − 1, òî |I| + |J | = n + 2 è òåì ñàìûì
òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 11.14 Ïóñòü {x1, . . . , xk, y1, . . . , ym} � ìíîæåñòâî òî÷åê
Rk, ïðè÷åì k + m = n + 2, ëþáûå k âåêòîðîâ èç ñîâîêóïíîñòè
{xi − y1, yr − y1, r 6= 1} ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, êðîìå òîãî,

rico{xi} ∩ rico{yj} 6= ∅,
xn+1 − yβ0

= µ(yβ0
− y1) = −µ(y1 − yβ0

),

ïðè íåêîòîðîì µ > 0, β0 ∈ {2, . . . ,m}.
Òîãäà

rico{xi, i = 1, . . . , k + 1} ∩ rico{yj , j ∈ 2, . . . ,m} 6= ∅.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Èç òåîðåìû 11.11 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû
{xi − yj} îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ. Ïîýòîìó ïîëîæèòåëüíûé
áàçèñ ñîñòàâëÿþò âåêòîðû

{xi − yβ0 + yβ0 − y1, xi − yj , i = 1, . . . , k, j = 2, . . .m}

Îòñþäà ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ îáðàçóåò íàáîð

{yβ0
− y1, xi − yj , i = 1, . . . , k, j = 2, . . .m}

Çàìåíÿÿ yβ0
−y1 âåêòîðîì xk+1−yβ0

, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé
áàçèñ îáðàçóþò {xi − yj , i = 1, . . . , k + 1, j = 2, . . . ,m}. Èç òåîðåìû
11.12 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

rico{xi, i = 1, . . . , k + 1} ∩ rico{yj , j ∈ 2, . . . ,m} 6= ∅.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

11.1. Îïèñàòü âñå ìèíèìàëüíûå ïîëîæèòåëüíûå áàçèñû R2.
11.2. Îïèñàòü âñå ìèíèìàëüíûå ïîëîæèòåëüíûå áàçèñû R3.
11.3. Ïóñòü a1, . . . , am îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn. Âåðíî

ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ Rn âåêòîðû a1 +c, . . . , am+c òàêæå îáðàçóþò
ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn?

11.4. Ïóñòü a1, . . . , am îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn. Âåðíî
ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ Rn òàêîãî, ÷òî ai + c 6= 0 äëÿ âñåõ i, âåêòîðû
a1 + c, . . . , am + c îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rn?
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11.5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà M1, . . . ,Mn ⊂ Rk îáðàçóþò
ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rk, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ Rk ñóùåñòâóþò m1 ∈
M1, . . . ,mn ∈Mn è α1 > 0, . . . , αn > 0 òàêèå, ÷òî

x = α1m1 + · · ·+ α1m1.

ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ âåðíûìè?
1. Ìíîæåñòâà M1, . . . ,Mn îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rk òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 ∈ Intco{M1, . . . ,Mn}.
2. Ìíîæåñòâà M1, . . . ,Mn îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Rk òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Rk, x 6= 0 íàéäåòñÿ íîìåð
p ∈ {1, . . . , n} è ýëåìåíò mp ∈ Mp òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî (x,mp) > 0.
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§12 Ðàçíîñòü ïî Ìèíêîâñêîìó

Îïðåäåëåíèå 12.1 Ïóñòü A,B � ïîäìíîæåñòâà Rn. Ãåîìåòðè-
÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B (èëè ðàçíîñòüþ ïî Ìèíêîâñêî-
ìó) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A
∗
B = {c | c+B ⊂ A}.

Ïðèìåð 12.1 Ïóñòü A = Dr(0), B = D2r(0), r > 0. Òîãäà A ∗ B =
∅, B ∗ A = Dr(0).

Ïðèìåð 12.2 Ïóñòü

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x, y ∈ [−1, 1]}, B = D1(0).

Òîãäà A ∗ B = {(0; 0)}.

Çàìå÷àíèå 12.1 Èç îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ñëåäó-
åò, ÷òî A ∗ B + B ⊂ A. Ïðèìåð 12.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáùåì
ñëó÷àå A ∗ B +B 6= A.

Îïðåäåëåíèå 12.2 Ìíîæåñòâî B ïîëíîñòüþ âûìåòàåò A, åñëè
A ∗ B +B = A.

Òåîðåìà 12.1 Ïóñòü A,B � ïîäìíîæåñòâà Rn. Òîãäà

A
∗
B =

⋂
b∈B

(A− b). (12.45)

Òåîðåìà 12.2 Ïóñòü A,B,C � ïîäìíîæåñòâà Rn, λ ∈ R1. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
1) (A ∗ C) +B ⊂ (A+B) ∗ C, (A ∗ C 6= ∅);
2) (A ∗ B) ⊂ (A+ C) ∗ (B + C);
3) A ⊂ (A+B) ∗ B;
4) (A ∗ B) ∗ C = A ∗ (B + C);
5) (λA) ∗ (λB) = λ(A ∗ B), (λ 6= 0, èëè A ∗ B 6= ∅);
6) A ∗ (B ∪ C) = (A ∗ B) ∩ (A ∗ C);
7) (B ∩ C) ∗ A = (B ∗ A) ∩ (C ∗ A);
8) (A ∗ B) ∪ (A ∗ C) ⊂ A ∗ (B ∩ C);
9) (B ∗ A) ∪ (C ∗ A) ⊂ (B ∪ C) ∗ A;
10) åñëè B ⊂ C, òî A ∗ C ⊂ A ∗ B;
11) åñëè B ⊂ C, òî B ∗ A ⊂ C ∗ A.
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Ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè è ñâîéñòâ îïåðàöèé íàä ìíîæå-
ñòâàìè.

Ñëåäñòâèå 12.1 Ïóñòü A,B1, B2, C1, C2 � ïîäìíîæåñòâà Rn. Òî-
ãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå((

(A+B1)
∗
C1) +B2

) ∗
C2

)
⊂ (A+B1 +B2)

∗
(C1 + C2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Â ñèëó ñâîéñòâà 1 òåîðåìû 12.2 ñïðàâåäëè-
âî âêëþ÷åíèå(

(A+B1)
∗
C1) +B2 ⊂ (A+B1 +B2)

∗
C1.

Â ñèëó ñâîéñòâà 4 òåîðåìû 12.2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî(
(A+B1 +B2)

∗
C1

) ∗
C2 = (A+B1 +B2)

∗
(C1 + C2),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 12.3 Ïóñòü {Xj}∞j=1, Y � ïîäìíîæåñòâà Rn. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1)
⋂
k

(Xk
∗ Y ) =

(⋂
k

Xk

)
∗ Y ;

2)
⋃
k

(Xk
∗ Y ) ⊂

(⋃
k

Xk

)
∗ Y.

Òåîðåìà 12.4 Ïóñòü {Xj}∞j=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ Rn, Xj ⊂ Xj+1, Y � êîìïàêò Rn. Òîãäà

⋃
k

(Xk
∗ Y ) =(⋃

Xk

)
∗ Y .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Èç òåîðåìû 12.3 ñëåäóåò, ÷òî
⋃
k

(Xk
∗ Y ) ⊂(⋃

k

Xk

)
∗ Y . Äîêàæåì, ÷òî

(⋃
k

Xk

) ∗
Y ⊂

⋃
k

(Xk
∗
Y ).
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Ïóñòü a ∈
(⋃
k

Xk

)
∗ Y. Ñëåäîâàòåëüíî, a+ Y ⊂

⋃
k

Xk. Òàê êàê a+ Y

êîìïàêò, òî {Xk} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì a + Y. Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Xi1 , . . . , Xis(i1 < · · · < is) òàêîå,

÷òî a + Y ⊂
s⋃
j=1

Xij = Xis . Ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ Xis
∗ Y, à çíà÷èò è

a ∈
⋃
k

(Xk
∗ Y ).

Òåîðåìà 12.5 Ïóñòü A,B � ïîäìíîæåñòâà Rn, A � çàìêíóòî.
Òîãäà A ∗ B çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (12.45). Äëÿ
ëþáîãî b ∈ B ìíîæåñòâî A− b ÿâëÿåòñÿ çàìíóòûì. Ïåðåñå÷åíèå ëþ-
áîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12.6 Ïóñòü A,B � ïîäìíîæåñòâà Rn, A � âûïóêëî. Òî-
ãäà A ∗ B âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê äëÿ ëþáîãî b ∈ B ìíîæåñòâî A−b
âûïóêëî è ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ âûïóê-
ëî, òî èç (12.45) ñëåäóåò, ÷òî A ∗ B âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12.7 Ïóñòü A,B,C � ïîäìíîæåñòâà Rn, B � êîìïàêò,
C � âûïóêëî è çàìêíóòî è A = B + C. Òîãäà C = A ∗ B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îòìåòèì, ÷òî C ⊂ A ∗ B. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî C 6= A ∗ B. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ A ∗ B, íî x0 /∈ C,
Òàê êàê C ⊂ A ∗ B , òî

A = B + C ⊂
(
A
∗
B
)
+B ⊂ A

è ïîýòîìó
(
A ∗ B

)
+B = A. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-

ùèå ðàâåíñòâà

A− x0 = (C − x0) +B, (12.46)

A− x0 =
((
A
∗
B
)
−x0

)
+B. (12.47)
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Òàê êàê 0 /∈ C−x0, òî {0} è C−x0 ñòðîãî îòäåëèìû (C−x0 � âûïóêëî
è çàìêíóòî). Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé âåêòîð p ∈ Rn è µ ∈ R1

òàêèå, ÷òî

(p, z) < µ äëÿ âñåõ z ∈ C − x0,

(p, 0) > µ.

Îòñþäà µ < 0. Ïóñòü a ∈ A, òîãäà b = a− z ∈ B è ïîýòîìó

(p, a) = (p, z) + (p, b) 6 (p, z) + max
b∈B

(p, b).

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
a∈A−x0

(p, a) 6 (p, z) + max
b∈B

(p, b) < max
b∈B

(p, b). (12.48)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê 0 ∈ (A ∗ B
)
−x0, òî B ⊂ A−x0. Ïîýòîìó

max
b∈B

(p, b) 6 sup
a∈A−x0

(p, a),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (12.48). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 12.2 Ïóñòü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî B ïîëíîñòüþ âû-
ìåòàåò êàæäîå èç ìíîæåñòâ Aj, ìíîæåñòâî

⋃
j

(Aj
∗ B) âûïóêëî

è çàìêíóòî. Òîãäà
⋃
j

Aj
∗ B =

⋃
j

(
Aj
∗ B
)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê B âûìåòàåò êàæäîå èç ìíîæåñòâ
Aj , òî (Aj

∗ B) +B = Aj . Ïîýòîìó⋃
j

Aj =
⋃
j

(
(Aj
∗
B) +B

)
=
⋃
j

(Aj
∗
B) +B.

Ïî òåîðåìå 12.7 ïîëó÷àåì
⋃
j

Aj
∗ B =

⋃
j

(
Aj
∗ B
)
.

Òåîðåìà 12.8 Ïóñòü A � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Rn,
B � âûïóêëûé êîìïàêò. Òîãäà

(A+B)
∗
B = A.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü y ∈ A, òîãäà y+B ⊂ A+B è ïîýòîìó

y ∈ (A+B)
∗
B.

Ïóñòü y ∈ (A + B) ∗ B. Îòñþäà y + B ⊂ A + B. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî y /∈ A. Òîãäà {y} è A ñòðîãî îòäåëèìû. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò
p ∈ Rn, p 6= 0, µ ∈ R1 òàêèå, ÷òî

(p, a) < µ äëÿ âñåõ a ∈ A,
(p, y) > µ.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

sup
a∈A

(p, a) 6 µ < (p, y). (12.49)

Ïóñòü òî÷êà b0 ∈ B òàêàÿ, ÷òî (p, b0) = max
b∈B

(p, b). Òàê êàê y + B ⊂
A+B, òî ñóùåñòâóþò a1 ∈ A, b1 ∈ B òàêèå, ÷òî y+b0 = a1 +b1. Òîãäà

(p, y) + max
b∈B

(p, b) = (p, y) + (p, b0) =

= (p, a1) + (p, b1) 6 sup
a∈A

(p, a) + max
b∈B

(p, b).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

µ < (p, y) 6 sup
a∈A

(p, a),

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò (12.49). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12.9 Ïóñòü A,B ïîäìíîæåñòâà Rn òàêîâû, ÷òî B ïîë-
íîñòüþ âûìåòàåò A. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà C ìíîæåñòâî
B + C ïîëíîñòüþ âûìåòàåò A+ C.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê

(B + C) +
(

(A+ C)
∗

(B + C)
)
⊂ (A+ C),

òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

(A+ C) ⊂ (B + C) +
(

(A+ C)
∗

(B + C)
)
.
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Ïóñòü x ∈ A + C. Òîãäà x = a + c. Òàê êàê B ïîëíîñòüþ âûìåòàåò
A, òî A = B + (A ∗ B) è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò y ∈ A ∗ B òàêîé,
÷òî a = b + y. Îòñþäà x = b + y + c. Èç óñëîâèÿ y ∈ A ∗ B èìååì
y +B ⊂ A è ïîýòîìó y +B + C ⊂ A+ C. Îòñþäà
y ∈ (A+ C) ∗ (B + C). Ñëåäîâàòåëüíî,

x = (b+ c) + y ∈ (B + C) + (A+ C)
∗

(B + C),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12.10 Ïóñòü A,B � âûïóêëûå êîìïàêòû Rn, è B ïîëíî-
ñòüþ âûìåòàåò A. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà C ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî(

A+ C
) ∗

B =
(
A
∗
B
)
+C.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

C +
((
A
∗
B
)
+B

)
= A+ C.

Èç îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ñëåäóåò, ÷òî((
A+ C

) ∗
B
)

+B ⊂ A+ C.

Ñëåäîâàòåëüíî,((
A+ C

) ∗
B
)

+B ⊂ C +
((
A
∗
B
)
+B

)
. (12.50)

Òàê êàê

C + (A
∗
B) ⊂ (A+ C)

∗
B,

òî ñïðàâåäëèâî è âêëþ÷åíèå(
C + (A

∗
B)
)

+B ⊂
(

(A+ C)
∗
B
)

+B.

Èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ è (12.50) ñëåäóåò ðàâåíñòâî(
C + (A

∗
B)
)

+B =
(

(A+ C)
∗
B
)

+B.
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Îòñþäà

c
((
C + (A

∗
B)
)
+B,ϕ

)
= c
((

(A+ C)
∗
B
)

+B,ϕ
)
.

Èç ñâîéñòâà îïîðíîé ôóíêöèè èìååì

c
((
C + (A

∗
B)
)
, ϕ
)

+c(B,ϕ) = c
((

(A+ C)
∗
B
)
, ϕ
)

+c(B,ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

c
((
C + (A

∗
B)
)
, ϕ
)

= c
(

((A+ C)
∗
B
)
, ϕ
)
.

Çíà÷èò,

co
(
C +

(
A
∗
B
))

= co
((
A+ C

) ∗
B
)
.

Ââèäó âûïóêëîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12.11 ÏóñòüM,A1, A2, B1, B2 ïîäìíîæåñòâà Rn, ïðè÷åì
B1 ïîëíîñòüþ âûìåòàåò M + A1, B2 ïîëíîñòüþ âûìåòàåò
(M +A1) ∗ B1. Òîãäà B1 +B2 ïîëíîñòüþ âûìåòàåò M +A1 +A2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü C = (M +A1) ∗ B1,
D = C ∗ B2. Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà 4 òåîðåìû 12.2

D =
(
(M +A1)

∗
B1

) ∗
B2 = (M +A1)

∗
(B1 +B2).

Êðîìå òîãî,

D +B2 = C, C +B1 = D +B1 +B2 = M +A1,

M +A1 +A2 = D +A2 +B1 +B2 =

=
(
(M +A1)

∗
(B1 +B2)

)
+A2 + (B1 +B2) ⊂

⊂
(
(M +A1 +A2)

∗
(B1 +B2)

)
+(B1 +B2) ⊂M +A1 +A2.

Ñëåäîâàòåëüíî,(
(M +A1 +A2)

∗
(B1 +B2)

)
+(B1 +B2) = M +A1 +A2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Òåîðåìà 12.12 Ïóñòü A,B,C � âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn,
α > β > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî((

(A+ αB)
∗
αC
)
+βB

) ∗
βC =

(
A+ (α+ β)B

) ∗
(α+ β)C.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Èç ñâîéñòâ 1, 4 òåîðåìû 12.2 ñëåäóåò, ÷òî((
(A+ αB)

∗
αC
)
+βB

) ∗
βC) ⊂

⊂
(
(A+ αB + βB)

∗
αC
) ∗

βC = (A+ αB + βB)
∗

(αC + βC) =

= (A+ (α+ β)B)
∗

(α+ β)C.

Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå.(
A+ (α+ β)B

) ∗
(α+ β)C = (α+ β)

[( 1

α+ β
A+B

) ∗
C
]
=

= α
[( 1

α+ β
A+B

) ∗
C
]
+β
[( 1

α+ β
A+B

) ∗
C
]
=

=
[( α

α+ β
A+ αB

) ∗
αC
]
+
[( β

α+ β
A+ βB

) ∗
βC
]
⊂

⊂
(( α

α+ β
A+ αB

) ∗
αC +

β

α+ β
A+ βB

) ∗
βC ⊂((

(A+ αB)
∗
αC
)
+βB

) ∗
βC),

òàê êàê A = α
α+βA+ β

α+βA. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12.13 Ïóñòü X,Y ∈ coK(Rn), òàêèå, ÷òî X ∗ Y 6= ∅.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî Y ïîëíîñòüþ âûìåòàëî ìíîæåñòâî
X íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ c(X,ϕ)− c(Y, ϕ) áûëà
âûïóêëîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü Y ïîëíîñòüþ âûìåòàåòX. Òîãäà ìíî-
æåñòâî X ∗ Y ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è ôóíêöèÿ c(X ∗ Y, ϕ) = c(X,ϕ)−
c(Y, ϕ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ c(X,ϕ)− c(Y, ϕ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Òàê êàê îíà
ÿâëÿåòñÿ è îäíîðîäíîé ôóíêöèåé, òî ïî òåîðåìå 9.8 äàííàÿ ôóíêöèÿ
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ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé âûïóêëîãî êîìïàêòà

B =
⋂
ϕ

{
x
∣∣ (x, ϕ) 6 c(X,ϕ)− c(Y, ϕ)

}
=

=
{
x
∣∣ (x, ϕ) + c(Y, ϕ) 6 c(X,ϕ)

}
=
{
x
∣∣ c(x+ Y, ϕ) 6 c(X,ϕ)

}
=

= {x
∣∣ x+ Y ⊂ X} = X

∗
Y.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12.14 Ïóñòü A,B ∈ Ω(Rn), è B ïîëíîñòüþ âûìåòàåò A.
Òîãäà

c(A
∗
B,ϕ) = c(A,ϕ)− c(B,ϕ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê (A ∗ B) + B = A, òî c(A,ϕ) =
c(A ∗ B,ϕ) + c(B,ϕ).

Â îáùåì ñëó÷àå âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 12.15 Ïóñòü A,B � êîìïàêòû Rn, A � âûïóêëîå ìíî-
æåñòâî è A ∗ B 6= ∅. Òîãäà

c(A
∗
B,ϕ) = inf

(ϕ1,...,ϕn+1)

n+1∑
i=1

(c(A,ϕi)− c(B,ϕi)),

ãäå èíôèíóì áåðåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì (ϕ1, . . . , ϕn+1) òàêèì, ÷òî
ϕ = ϕ1 + · · ·+ ϕn+1.

Òåîðåìà 12.16 Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Òîãäà A ∗ A
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ÂûïóêëîñòüA ∗ A ñëåäóåò èç òåîðåìû 12.6.
Ïóñòü x ∈ A ∗ A. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ A âåðíî âêëþ÷åíèå a1 =
a + x ∈ A. Òàê êàê a1 ∈ A, òî â ñèëó âûøåñêàçàííîãî a2 = a1 + x =
a + 2x ∈ A. Ïðîäîëæàÿ äàííûé ïðîöåññ äàëüøå, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âûïîëíåíî nx + a ∈ A äëÿ ëþáîãî
a ∈ A. Îòñþäà nx ∈ A − a äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, A ∗ A
� êîíóñ.

Ïóñòü V (τ), U(τ) � íåïóñòûå êîìïàêòû Rn, çàâèñÿùèå èçìåðè-
ìûì îáðàçîì îò τ ∈ [t0, T ], ïðè÷åì ñóùåñòâóåò R > 0 òàêîå ÷òî
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Y (τ), U(τ) ⊂ DR(0) äëÿ âñåõ τ ∈ [t0, T ]. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå σ =
{τi}Ni=0 îòðåçêà [t0, T ] (τ0 = t0 < τ1 < · · · < τN = T ), M � çàìêíóòîå
ïîäìíîæåñòâî Rn. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Ui =

τi∫
τi−1

U(s)ds, Vi =

τi∫
τi−1

V (s)ds,

AN = M, Ai = (Ai+1 + Ui+1)
∗
Vi+1,

BN = M, Bi = (Bi+1
∗
Vi+1) + Ui+1, i = 0, . . . , N,

ãäå

b∫
a

A(s)ds =
{ b∫
a

a(s)ds
∣∣ a(s) ∈ A(s) äëÿ ïî÷òè âñåõ s ∈ [a, b]

}
.

Ìíîæåñòâà A0, B0 îáîçíà÷èì ÷åðåç A(σ), B(σ).

Îïðåäåëåíèå 12.3 Ìíîæåñòâî

W (M) =
⋃
σ

A(σ)

íàçûâàåòñÿ àëüòåðíèðîâàííûì èíòåãðàëîì Ïîíòðÿãèíà.
Ìíîæåñòâî

W0(M) =
⋂
σ

B(σ)

íàçûâàåòñÿ íèæíèì èíòåãðàëîì Ïîíòðÿãèíà.

Òåîðåìà 12.17 Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ îòðåçêà [t0, T ] ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå

B(σ) ⊂ A(σ) ⊂
(
M +

T∫
t0

U(s)ds
) ∗ T∫

t0

V (s)ds.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Äîêàæåì, ÷òî Bi ⊂ Ai äëÿ âñåõ i. AN =
BN = M. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âêëþ÷åíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ i > p+ 1,
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äîêàæåì äàííîå âêëþ÷åíèå äëÿ i = p. Â ñèëó ñâîéñòâ 1 è 11 òåîðåìû
12.2 èìååì

Bp = (Bp+1
∗
Vp+1) + Up+1 ⊂ (Ap+1

∗
Vp+1) + Up+1 ⊂

⊂ (Ap+1 + Up+1)
∗
Vp+1 = Ap.

Îòñþäà B(σ) ⊂ A(σ).
Èç îïðåäåëåíèÿ A(σ) è ñëåäñòâèÿ 12.1 ïîëó÷àåì

A(σ) =
((
. . . (M + UN )

∗
VN ) + UN−1)

∗
VN−1) + · · ·+ U1)

∗
V1 ⊂

⊂ (M + U1 + U2 + · · ·+ UN )
∗

(V1 + V2 + · · ·+ VN ) =

=
(
M +

T∫
t0

U(s)ds
) ∗ T∫

t0

V (s)ds.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

12.1. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè A,B,C � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà òàêèå,
÷òî A+B = A+ C, òî B = C.

12.2. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè A,B,C � çàìêíóòûå âûïóêëûå ìíîæå-
ñòâà òàêèå, ÷òî A+B = A+ C, òî B = C.

12.3. Ïóñòü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, α > β > 0. Äîêàçàòü, ÷òî
αA ∗ βA = (α− β)A.

12.4. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâ A,B,C äëÿ êîòîðûõ âêëþ÷åíèå
(A ∗ C) +B ⊂ (A+B) ∗ C íå âûïîëíÿåòñÿ.

12.5. Ïóñòü pj ∈ Rn, j ∈ I = {1, . . . ,m}, αj , βj ∈ R1, j ∈ I,

A = {x ∈ Rn
∣∣ (pj , x) 6 αj , j ∈ I},

B = {x ∈ Rn
∣∣ (pj , x) 6 βj , j ∈ I} 6= ∅,

C = {x ∈ Rn
∣∣ (pj , x) 6 αj − βj , j ∈ I}.

1. Äîêàçàòü, ÷òî C ⊂ A ∗ B;
2. Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
A ∗ B 6= C;
3. Ïîëó÷èòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
A ∗ B = C.

135



12.6. Ïóñòü A � ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò Rn, B � êîìïàêò Rn

òàêèå, ÷òîA ∗ B = {0}.Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷êè b1, . . . , bk ∈
B, 2 6 k 6 n+ 1 òàêèå, ÷òî

A
∗ k⋃

i=1

{bi} = {0}.

12.7. Ïóñòü A ∗ B íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò. Äîêàçàòü ñïðà-
âåäëèâîñòü ôîðìóëû

A
∗
B =

⋂
‖ϕ‖=1

{
x ∈ Rn

∣∣ (ϕ, x) 6 c(A,ϕ)− c(B,ϕ)
}
.

12.8. Âû÷èñëèòü A ∗ B, ãäå

A = D√2(0), B = {(x, y) | y = 0, x ∈ [−1, 1]}.

12.9. Âû÷èñëèòü A ∗ B, ãäå

A = DR(0), B = {(x, y) | |x| 6 α, |y| 6 β}.

12.10. Ïóñòü A,B ïîäìíîæåñòâà Rn. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü
ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:
1) A ∗ B +B ∗ B = A ∗ B;
2) A+B ∗ B +B = A+B;
3) B ∗ (B ∗ (B ∗ A

))
= B ∗ A.

12.11. Ïóñòü A,B � ïîäìíîæåñòâà Rn, A � çàìêíóòî. Äîêàçàòü
ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà A ∗ B = A ∗ B.

12.12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A,B � çàìêíóòûå, âûïóêëûå ïîäìíî-
æåñòâà R1, A ∗ B 6= ∅, òî A ∗ B + B = A. Ïðèâåñòè ïðèìåð,
ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â Rn, n > 2 ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâî íå èìååò
ìåñòà.

12.13. Ïóñòü Ai, i = 1, 2 � ýëëèïñîèäû â R3, òî åñòü

Ai = {(x, y, z) ∈ R3 | x
2

a2
i

+
y2

b2i
+
z2

c2i
6 1, (ai, bi, ci > 0)}.

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà (ai, bi, ci) ìíîæåñòâî A1
∗ A2 áóäåò ýëëèï-

ñîèäîì?
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12.14. Ïóñòü A � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Rn.

fA(x) = min
y∈A
‖x− y‖, G(α) = {x ∈ Rn | fA(x) 6 α} (α > 0).

Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ
a) A = G(α) ∗ Dα(0);
b) Dα(0) = G(α) ∗ A.
12.15. Ïóñòü A,B � ïîäìíîæåñòâà Rn. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

A ∗ B =
(
Rn \

(
Rn \A) + (−B)

))
.

12.16. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàìíóòîãî ìíîæåñòâà A òàêîãî, ÷òî
(α− β)A 6= αA ∗ βA ïðè íåêîòîðûõ α > β > 0.

12.17. Ïðèâåñòè ïðèìåð êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà A òàêîãî, ÷òî
(α− β)A 6= αA ∗ βA ïðè íåêîòîðûõ α > β > 0.

12.18. Ïóñòü A,B ∈ co(Rn). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

S(A,B) = {ϕ
∣∣ ‖ϕ‖ = 1, c(A,ϕ) = c(A

∗
B,ϕ)}.

Äîêàçàòü, ÷òî
1. S(A,A ∗ B +B) = S(A,B).
2. Ïóñòü A = D1(0), B = {(x, y)

∣∣ |x|+ |y| 6 1} Âû÷èñëèòü S(A,B).
3. Ðàâåíñòâî c(A ∗ B,ϕ) = c(A,ϕ) − c(B,ϕ) ñïðàâåäëèâî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ∈ S(A,B).
4. S(A,B) ⊂ S(A+ C,B) äëÿ ëþáîãî C ∈ coK(Rn).
12.19. Ïóñòü K � êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå, 0 ∈ K.
1. Äîêàçàòü, ÷òî K ∗ K � âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå.
2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè K � âûïóêëûé êîíóñ, òî K ∗ K = K.
12.20. Ïóñòü r > 0, 0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn, ïðè÷åì r > λn,

Q =
{
x ∈ Rn

∣∣ x2
1

λ2
1

+ · · ·+ x2
n

λ2
n

6 1
}
.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Q ïîëíîñòüþ âûìåòàåò Dr(0), òî λ1r > λ2
n.

12.21. Ïóñòü A,B � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Rn, ïðè÷åì
ρ(Rn \A,Rn \B) < ε. Äîêàçàòü, ÷òî A ∗ εD1(0) ⊂ B.

12.22. Ïóñòü A,B � ïîäìíîæåñòâà Rn, A � ñòðîãî âûïóêëî,
A ∗ B 6= ∅. Âåðíî ëè, ÷òî A ∗ B ñòðîãî âûïóêëî?

12.23. Ïóñòü A,B � ïîäìíîæåñòâà Rn. Äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà
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a) Rn \ (A ∗ B) = (Rn \A) + (−B),
á) Rn \ (A+B) = (Rn \A) ∗ (−B).
12.24. Ïóñòü A = {(x, y) ∈ R2 | y > 0}. Âû÷èñëèòü A ∗ A.
12.25. A,B ⊂ Rn, y ∈ 0+A. Äîêàçàòü, ÷òî y ∈ 0+(A ∗ B).
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§13 Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 2R
n

ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Rm. Îòîáðàæåíèå F èç
A â 2R

n

áóäåì íàçûâàòü ìíîãîçíà÷íûì. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîçíà÷-
íîå îòîáðàæåíèå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå a ∈ A íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî F (a) ⊂ Rn. Ïîýòîìó êëàññ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæå-
íèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ è îáû÷íûå îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, â òîì
÷èñëå è ôóíêöèè.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìíîãîçíà÷-
íûõ îòîáðàæåíèé F : A→ Ω(Rn), òî åñòü òàêèõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé, ÷òî äëÿ âñåõ a ìíîæåñòâî F (a) îãðàíè÷åíî.

Îïðåäåëåíèå 13.1 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : A → Ω(Rn)
íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó â òî÷êå a0, åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A∩D0

δ(a0) âûïîëíåíî

F (a) ⊂
(
F (a0)

)
ε
.

Îïðåäåëåíèå 13.2 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : A→ Ω(Rn) íà-
çûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó â òî÷êå a0, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A ∩ D0

δ(a0) âûïîëíåíî

F (a0) ⊂
(
F (a)

)
ε
.

Îïðåäåëåíèå 13.3 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : A→ Ω(Rn) íà-
çûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî Êàêóòàíè â òî÷êå a0, åñëè îíî ïîëóíå-
ïðåðûâíî ñâåðõó è ñíèçó â òî÷êå a0.

Ïðèìåð 13.1 Ïóñòü F : [0, 1]→ Ω(Rn),

F (t) =

{
[0, 1; 0, 5], t 6= 0; 5,

[0; 1], t = 0, 5.

Îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó â òî÷êå 0,5, íî
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó â äàííîé òî÷êå.

Ïðèìåð 13.2 Ïóñòü F : [0, 1]→ Ω(Rn),

F (t) =

{
[0; 1], t 6= 0; 5,

[0, 1; 0, 5], t = 0, 5.
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Îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó â òî÷êå 0,5, íî
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó â äàííîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 13.4 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : A→ Ω(Rn) íà-
çûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî Õàóñäîðôó â òî÷êå a0, äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A∩D0

δ(a0) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
h(F (a), F (a0)) < ε.

Îïðåäåëåíèå 13.5 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : A→ Ω(Rn) íà-
çûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îíî íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå ìíî-
æåñòâà A.

Òåîðåìà 13.1 Ââåäåííûå ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ìíîãî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü F : A → Ω(Rn) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 13.3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A ∩Dδ(a0) âûïîëíåíî

F (a0) ⊂ F (a) +D0
ε(0), F (a) ⊂ F (a0) +D0

ε(0).

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ è îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ïî Õàó-
ñäîðôó ïîëó÷àåì, ÷òî h(F (a), F (a0)) 6 ε è ïîýòîìó îòîáðàæåíèå F
íåïðåðûâíî â òî÷êå a0 â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 13.4.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Òåîðåìà 13.2 Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ F,G : A → Ω(Rn) íåïðåðûâíû
â òî÷êå a0. Òîãäà
1) îòîáðàæåíèÿ a → F (a) + G(a), a → F (a) ∪ G(a) íåïðåðûâíû â
òî÷êå a0;
2) äëÿ ëþáîãî λ ∈ R1 îòîáðàæåíèå a → λF (a) íåïðåðûâíî â òî÷êå
a0.

Òåîðåìà 13.3 Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : A → Ω(Rn) íåïðåðûâíî â
òî÷êå a0. Òîãäà îïîðíàÿ ôóíêöèÿ c(F (a), ϕ) íåïðåðûâíà ïî a â òî÷êå
a0 ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ϕ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Â ñèëó òåîðåìû 10.3 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

|c(F (a), ϕ)− c(F (a0), ϕ)| 6 h(F (a), F (a0))‖ϕ‖,

èç êîòîðîãî ñðàçó ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 13.4 Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : A → Ω(Rn) òàêîâî, ÷òî
îïîðíàÿ ôóíêöèÿ c(F (a), ϕ) íåïðåðûâíà ïî a â òî÷êå a0 ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì ϕ. Òîãäà îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî â òî÷êå a0.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ([6]).

Òåîðåìà 13.5 Ïóñòü M1, . . . ,Mk ∈ coK(Rn), Q ∈ K(Rn), Xi : Q→
coK(Rn), i = 1, . . . , k,

λi(q) = min
‖ϕi‖=1

(
c(Xi(q), ϕi) + c(Mi,−ϕi)

)
.

Òîãäà
k⋃
i=1

(
Xi(q) ∩ Mi

)
= ∅ ïðè íåêîòîðîì q ∈ Q òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

min
q∈Q

max
i
λi(q) < 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü
k⋃
i=1

(
Xi(q0) ∩Mi

)
= ∅. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òîXi(q0)∩Mi = ∅ äëÿ âñåõ i. ÏîýòîìóXi(q0) èMi ñòðîãî îòäåëèìû.
Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ϕ0

i , ‖ϕ0
i ‖ = 1 è âåùåñòâåííûå ÷èñëà δi > 0 òàêèå,

÷òî

(xi, ϕ
0
i ) 6 (mi, ϕ

0
i )− δi äëÿ âñåõ xi ∈ Xi(q0),mi ∈Mi.

Îòñþäà

(xi, ϕ
0
i ) + (mi,−ϕ0

i ) 6 −δi < 0 äëÿ âñåõ xi ∈ Xi(q0),mi ∈Mi.

Ïîýòîìó

max
xi∈Xi(q0),mi∈Mi

(
(xi, ϕ

0
i ) + (mi,−ϕ0

i )
)
< 0 èëè

c(Xi(q0), ϕ0
i ) + c(Mi,−ϕ0

i ) < 0 äëÿ âñåõ i.

Ñëåäîâàòåëüíî, λi(q0) < 0 äëÿ âñåõ i. Ïîýòîìó

min
q∈Q

max
i
λi(q) < 0.
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Ïóñòü òåïåðü min
q∈Q

max
i
λi(q) < 0. Âîçüìåì q0 ∈ Q òàêîé, ÷òî

min
q∈Q

max
i
λi(q) = max

i
λi(q0) < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, λi(q0) < 0 äëÿ âñåõ i. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé λi
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ϕi, ‖ϕi‖ = 1 è òàêèå, ÷òî

c(Xi(q0), ϕi) + c(Mi,−ϕi) < 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî Xi(q0) ∩ Mi = ∅ äëÿ âñåõ i.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 13.6 Ôóíêöèÿ f : A → Rn íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé
âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F : A → Ω(Rn), åñëè äëÿ âñåõ
a ∈ A ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f(a) ∈ F (a).

Îïðåäåëåíèå 13.7 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : D → K(Rn),
D ⊂ Rm íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Ëåáåãó, åñëè äëÿ ëþáîãî êîì-
ïàêòà M ∈ K(Rn) ìíîæåñòâî

F−1(M) = {x ∈ D | F (x) ∩M 6= ∅}

èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

Îïðåäåëåíèå 13.8 Ïóñòü äàíû îòðåçîê [a, b] è ìíîãîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå F : [a, b]→ K(Rn). Èíòåãðàëîì îò ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðà-
æåíèÿ F ïî îòðåçêó [a, b] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

G =

b∫
a

F (t)dt =
{
g
∣∣ g =

b∫
a

f(t)dt, f(t) ∈ F (t)
}
,

ãäå èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì îäíîçíà÷íûì
âåòâÿì îòîáðàæåíèÿ F, èíòåãðèðóåìûì ïî Ëåáåãó.

Òåîðåìà 13.6 Ïóñòü F : [a, b]→ K(Rn) � íåïðåðûâíîå ìíîãîçíà÷-
íîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà

a) èíòåãðàë
b∫
a

F (t)dt ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì âûïóêëûì êîìïàêòíûì
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ïîäìíîæåñòâîì Rn;
b) äëÿ âñåõ ϕ ∈ Rn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

c
( b∫
a

F (t)dt, ϕ
)

=

b∫
a

c(F (t), ϕ)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ([6]).

Ïðèìåð 13.3 Ïóñòü F (t) = D2t(0), t ∈ [0, 1]. Òîãäà

1∫
0

c(F (t), ϕ)dt =

1∫
0

2t‖ϕ‖dt = ‖ϕ‖.

Òàê êàê ‖ϕ‖ ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé D1(0), òî ïîëó÷àåì, ÷òî
1∫
0

D2t(0)dt = D1(0).

Ïðèìåð 13.4 Ïóñòü F (t) = F äëÿ âñåõ t ∈ [a, b], ãäå F � êîìïàêò
Rn. Òîãäà

c
( b∫
a

F (t), ϕ
)

=

b∫
a

c(F (t), ϕ)dt =

b∫
a

c(F,ϕ)dt = c(F,ϕ)(b− a).

Ñëåäîâàòåëüíî,
b∫
a

F (t)dt = (b− a)coF.

Òåîðåìà 13.7 Ïóñòü M � âûïóêëûé êîìïàêò Rn, F (t) � íåïðå-
ðûâíàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà n, t ∈ [0, 1]. Çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî W óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

1∫
0

F (s)Wds ⊂M

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ ϕ ∈ Rn ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

1∫
0

c(W,F ∗(s)ϕ)ds 6 c(M,ϕ). (13.51)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü
1∫
0

F (s)Wds ⊂ M . Ìíîæåñòâî

1∫
0

F (s)Wds ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòîì, ïîýòîìó äëÿ âñåõ ϕ ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî c
( 1∫

0

F (s)Wds, ϕ
)
6 c(M,ϕ). Òàê êàê

c
( 1∫

0

F (s)Wds, ϕ
)

=

1∫
0

c(F (s)W,ϕ)ds =

1∫
0

c(W,F ∗(s)ϕ)ds,

òî ïîëó÷àåì (13.51).
Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (13.51). Òàê êàê

1∫
0

c(W,F ∗(s)ϕ)ds = c
( 1∫

0

F (s)Wds, ϕ
)

è ìíîæåñòâî
1∫
0

F (s)Wds âûïóêëî, òî ïî òåîðåìå 9.5 ïîëó÷àåì, ÷òî

1∫
0

F (s)Wds ⊂M.

Ñëåäñòâèå 13.1 Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ðàâåíñòâî
1∫
0

F (s)Wds = M âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ

ϕ ∈ Rn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1∫
0

c(W,F ∗(s)ϕ)ds = c(M,ϕ).

Òåîðåìà 13.8 Ïóñòü F (t) � íåïðåðûâíàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïî-

ðÿäêà n, t ∈ [0, 1], ïðè÷åì
1∫
0

F (t)dt = E, M � âûïóêëûé êîìïàêò

Rn. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

1∫
0

F (t)Mdt = M (13.52)
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íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ âñåõ ϕ 6= 0 âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

M(ϕ) ⊂M(F ∗(t)ϕ) äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1], ãäå

M(ϕ) = {x | x ∈M, (x, ϕ) = C(M,ϕ)}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Èç ðàâåíñòâà (13.52) ñëåäóåò
ðàâåíñòâî

1∫
0

c(M,F ∗(t)ϕ)dt = c(M,ϕ).

Ïóñòü z ∈M(ϕ), òîãäà

c(M,ϕ) = (z, ϕ) =

=
( 1∫

0

F (s)dsz, ϕ
)

=

1∫
0

(F (s)z, ϕ)ds =

1∫
0

(z, F ∗(s)ϕ)ds.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

1∫
0

(z, F ∗(s)ϕ)ds =

1∫
0

(M,F ∗(t)ϕ)dt, èëè

1∫
0

[
c(M,F ∗(t)ϕ)− (z, F ∗(t)ϕ)

]
dt = 0.

Òàê êàê ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà,
òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]

c(M,F ∗(t)ϕ) = (z, F ∗(t)ϕ).

Çíà÷èò, z ∈M(F ∗(t)ϕ) äëÿ âñåõ t. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 13.9 Ïóñòü A � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Rn, F : A →
co(Rn), ïðè÷åì äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî íàáîðà {x1, . . . , xk} ⊂ A âû-

ïîëíåíî co{x1, . . . , xk} ⊂
k⋃
i=1

F (xi). Òîãäà⋂
x∈A

F (x) 6= ∅.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáî-
ðà òî÷åê {x1, . . . , xk} ñïðàâåäëèâî

k⋂
i=1

F (xi) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò íàáîð òî÷åê {x1, . . . , xk} òàêîé, ÷òî

k⋂
i=1

F (xi) = ∅.

Ïîýòîìó

k⋃
i=1

(
Rn \ F (xi)

)
= Rn.

Ïóñòü ρi � ðàçáèåíèå åäèíèöû, ñîãëàñîâàííîå ñ ïîêðûòèåì{
Rn \ F (xi)

}k
i=1

, òàêîå, ÷òî

k∑
i=1

ρi(x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ Rn, suppρi ⊂ Rn \ F (xi).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : Rn → Rn

ϕ(x) =

k∑
i=1

ρi(x)xi.

ϕ îòîáðàæàåò co{x1, . . . , xk} â ñåáÿ è ïîýòîìó ïî òåîðåìå Áðàóýðà

èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó x∗. Òàê êàê
k∑
i=1

ρi(x
∗) = 1, òî ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî I ⊂ {1, . . . , n} òàêîå, ÷òî ρi(x∗) > 0 äëÿ i ∈ I è ρi(x∗) = 0
äëÿ i /∈ I. Òîãäà

x∗ =
∑
i∈I

ρi(x
∗)x∗i ∈ co{xj | j ∈ I} ⊂

⋃
i∈I

F (xi).

Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ ∈ F (xj) ïðè íåêîòîðîì j, è ïîýòîìó
x∗ /∈ Rn \ F (xj), à çíà÷èò ρj(x∗) = 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Èç
ïîëó÷åííîãî óòâåðæäåíèÿ è óñëîâèÿ êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ F (x)
äëÿ âñåõ x ∈ A ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

13.1. Ïóñòü F : R2 → Ω(R2),

F (x1, x2) =

{
|x1 − x2|D1(0), x1x2 > 0,

|x1 + x2|D1(0), x1x2 < 0.

Èññëåäîâàòü îòîáðàæåíèå F íà íåïðåðûâíîñòü.
13.2. Ïóñòü F : [a, b] → coK(Rn) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Âåðíî ëè, ÷òî îòîáðàæåíèå estF : t→ estF (t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì?

13.3. Ïóñòü f : [a, b] → Rn � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, B ∈
Ω(Rn). Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
F : [a, b]→ Ω(Rn), F (t) = f(t)B ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

13.4. Ïóñòü F : [0, 1]→ coK(R1),

F (t) =


{0}, t ∈ [0, 0, 5),

[0, 1], t = 0, 5,

{1}, t = (0, 5, 1].

ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó (ñíèçó)?
13.5. Ïóñòü äàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R1 × [a, b] → R1.

Îïðåäåëèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

F (x) = {z ∈ [a, b] | f(x, z) = min
y∈[a,b]

f(x, y)}.

Èññëåäîâàòü îòîáðàæåíèå F íà íåïðåðûâíîñòü.
13.6. Ïóñòü X � êîìïàêò Rm, Y � êîìïïàêò Rn,

g : X × Y → R1, g ∈ C(X × Y ). F : X × Y → Ω(Rn),
F (x) = {y ∈ Y | g(x, y) > 0}. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè F (x) 6= ∅ äëÿ âñåõ
x ∈ X, òî îòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó íà X.

13.7. Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn, F : Rn\{(0, 0)} → Ω(Rn)
âèäà

F (p) = {a ∈ A
∣∣ (p, a) = max

x∈A
(p, x)}.

ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó (ñíèçó)?

13.8. Âû÷èñëèòü
b∫
a

Dr(t)(a(t)), ãäå r �íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâ-

íàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, a � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ.
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13.9. Ïóñòü B = {(−1;−1), (1; 1)},

C(t) =

(
sin t − cos t
cos t sin t

)
.

Âû÷èñëèòü
π∫
0

C(t)Bdt.

13.10. Âû÷èñëèòü
1∫
0

F (t)dt, ãäå

F (t) =
{

(x1, x2)
∣∣ x2

1

a2
1(t)

+
x2

2

a2
2(t)

6 1
}
,

a1, a2 � ïîëîæèòåëüíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

13.11. Âû÷èñëèòü
1∫
0

F (t)dt, ãäå

F (t) = {(x1, x2)
∣∣ x2

1 + x2
2 6 t2, x2 > 0}.

13.12. Âû÷èñëèòü
1∫
0

F (t)dt, ãäå

F (t) =
{

(x1, x2)
∣∣ |x1|+ |x2| 6 t

}
.

13.13. Âû÷èñëèòü
T∫
0

F (t)dt, ãäå

F (t) = e−AtD1(0), A =

(
0 1
−1 0

)
.

13.14. Ïóñòü F,G : [0, 1]→ coK(Rn). Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

h
( 1∫

0

F (s)ds,

1∫
0

G(s)ds
)
6

1∫
0

h(F (s), G(s))ds.

13.15. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : A → Ω(Rn)(A ⊂ Rm) íà-
çûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè ìíîæåñòâî {(x, y)

∣∣ x ∈ A, y ∈ F (x)} çà-
ìêíóòî â Rm ×Rn.
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Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F çàìíóòî, òî
îòîáðàæåíèå coF òàêæå çàìêíóòî?

13.16. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé Fk : [0, 1]→ 2R

n

òàêóþ, ÷òî

1∫
0

lim
k→∞

Fk(s)ds 6= lim
k→∞

1∫
0

Fk(s)ds.

13.17. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåïðåðûâíîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæå-
íèÿ F : [0,∞) → coK(R2) òàêîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå estF : [0,∞) →
coK(Rn) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

13.18. Ïóñòü F : R1 → Ω(R1) âèäà

F (x) =

{
[−1 + x, 1 + x] ∪

{
1
x

}
, x 6= 0,

[−1, 1], x = 0.

ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíûì â òî÷êå 0.
13.19. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F : A →

K(Rn) äëÿ êîòîðîãî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ c(F (a), ϕ) íåïðåðûâíà â íåêî-
òîðîé òî÷êå a0 ïðè íåêîòîðîì ϕ0, à ñàìî îòîáðàæåíèå F íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì â òî÷êå a0.

13.20. Ïóñòü F : [a, b] → Ω(Rn) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,
íåïðåðûâíîå â òî÷êå t0. Áóäåò ëè íåïðåðûâíûì â òî÷êå t0 îòîáðà-
æåíèå ∂F?

13.21. Ïóñòü F,G : [a, b]→ Ω(Rn) � ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ,
íåïðåðûâíûå â òî÷êå t0. Áóäåò ëè íåïðåðûâíûì â òî÷êå t0 îòîáðà-
æåíèå F ∩G?

13.22. Ïóñòü F : D → Ω(Rn) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Âåð-
íî, ëè ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B ∈ K(Rn) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F−1(A ∩B) = F−1(A) ∩ F−1(B),

ãäå F−1(M) = {x ∈ D | F (x) ∩M 6= ∅}.
13.23. Ïóñòü F : D → Ω(Rn) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Âåð-

íî, ëè ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ K(Rn) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F−1(Rn \A) = D \ F−1(A)?
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13.24. Ïóñòü F : [0, 1]→ K(R2) âèäà

F (x) =

{
{(cos(t+ lg x), sin(t+ lg x), t ∈ [x, 2π]}, åñëè x ∈ (0, 1],

S1(0), åñëè x = 0.

1. ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíûì?
2. Ñóùåñòâóåò ëè ó F íåïðåðûâíûé ñåëåêòîð?
13.25.Ïóñòü A ⊂ R1,B ⊂ R2 � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, f : A×B →

R2, f(α, b) = α · b. Âåðíî ëè, ÷òî f(A×B) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî?
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§14 Âûïóêëûå ôóíêöèè

Â äàíîì ïàðàãðàôå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè
f : Rn → R = R1 ∪ {−∞,+∞}.

Îïðåäåëåíèå 14.1 Ýôôåêòèâíûì ìíîæåñòâîì ôóíêöèè
f : Rn → R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

domf = {x ∈ Rn
∣∣ f(x) < +∞}.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé, åñëè domf 6= ∅ è
f(x) > −∞ äëÿ âñåõ x.

Îïðåäåëåíèå 14.2 Íàäãðàôèêîì ôóíêöèè
f : Rn → R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

epif = {(x, α) ∈ Rn ×R1
∣∣ f(x) 6 α}.

Ïðèìåð 14.1 Ïóñòü f : Rn → R,

f(x) =

{
−1, ‖x‖ 6 1,

+∞, ‖x‖ > 1.

Òîãäà domf = D1(0), epif = D1(0)× [−1,∞).

Çàìå÷àíèå 14.1 Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà (x, α) ∈ epif òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè x ∈ domf.

Îïðåäåëåíèå 14.3 Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè epif �
âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 14.2 Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ

f(x) =

{
0, åñëè x ∈ A,
+∞, åñëè, x /∈ A.

Òàê êàê epif = A× [0,∞) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, òî
f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïðèìåð 14.3 Âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ:
1) f : Rn → R1, f(x) = (a, x) + α, ãäå a ∈ Rn, α ∈ R1;
2) f : Rn → R1, f(x) = ‖x‖;
3) ïóñòü A ∈ Ω(Rn). Òîãäà ïî òåîðåìå 9.1 îïîðíàÿ ôóíêöèÿ c(A,ϕ) :
Rn → R1 áóäåò âûïóêëîé;
4) ïóñòü L : Rn → Rm � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, f : Rm → R1

� âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ g : Rn → R1, g(x) = f(Lx)
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x1, x2 ∈ Rn, α ∈ [0, 1]. Òîãäà

g(αx1 + (1− α)x2) = f
(
L(αx1 + (1− α)x2

)
=

f(αLx1 + (1− α)Lx2) 6 αf(Lx1) + (1− α)f(Lx2) =

= αg(x1) + (1− α)g(x2).

Îïðåäåëåíèå 14.4 Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé,
åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ Rn, α ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(αx1 + (1− α)x2) 6 αf(x1) + (1− α)f(x2). (14.53)

Åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ Rn, x1 6= x2, ëþáîãî α ∈ (0, 1) âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

f(αx1 + (1− α)x2) < αf(x1) + (1− α)f(x2),

òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé.

Ðèñ. 8: Ïðèìåð âûïóêëîé ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 14.1 Ïóñòü f � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà îïðåäåëåíèÿ
14.3 è 14.4 ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü f ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ 14.3. Òîãäà epif � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Îòìåòèì, ÷òî åñ-
ëè îäíî èç ÷èñåë f(xi) = ∞, i = 1, 2, òî íåðàâåíñòâî (14.53) âåð-
íî. Ïóñòü êàæäîå èç ÷èñåë f(xi), i = 1, 2 êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî,
x1, x2 ∈ domf. Âîçüìåì α ∈ [0, 1]. Òî÷êè (x1, f(x1)), (x2, f(x2)) ∈ epif.
Ïîýòîìó òî÷êà, â ñèëó âûïóêëîñòè íàäãðàôèêà,

α(x1, f(x1)) + (1− α)f(x2) =

=
(
αx1 + (1− α)x2, αf(x1) + (1− α)f(x2)) ∈ epif.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî αx1 + (1 − α)x2) ∈ domf è, êðîìå òîãî, âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (14.53). Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé ôóíêöèåé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 14.4.

Ïóñòü òåïåðü f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 14.4 è
(x1, β1), (x2, β2) ∈ epif, α ∈ [0, 1]. Îòìåòèì, ÷òî
x1, x2 ∈ domf. Ðàññìîòðèì òî÷êó

α(x1, β1) + (1− α)(x2, β2) = (αx1 + (1− α)x2, αβ1 + (1− α)β2).

Òàê êàê domf � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî αx1 + (1− α)x2 ∈ domf è
ïîýòîìó

f(αx1 + (1− α)x2) 6 αf(x1) + (1− α)f(x2) 6 αβ1 + (1− α)β2.

Ïîýòîìó α(x1, β1) + (1− α)(x2, β2) ∈ epif. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 14.5 Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé, åñëè −f ÿâ-
ëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé.

Òåîðåìà 14.2 (Íåðàâåíñòâî Èåíñåíà) Ïóñòü f � ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k, äëÿ ëþáûõ

x1, . . . , xk ∈ Rn, ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë α1, . . . , αk,
k∑
j=1

αj = 1 ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(α1x1 + · · ·+ αkxk) 6 α1f(x1) + · · ·+ αkf(xk).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë f(xj) =∞, òî
íåðàâåíñòâî âåðíî. Ïóñòü f(xj) < ∞ äëÿ âñåõ j. Ïîýòîìó
xj ∈ domf . Òàê êàê f âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî epif � âûïóêëîå ìíî-
æåñòâî è ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ z1, . . . , zk ∈ epif òî÷êà

α1z1 + · · ·+ αkzk ∈ epif.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå zj = (xj , f(xj)). Òîãäà

α1z1 + · · ·+ αkzk = (α1x1 + · · ·+ αkxk, α1f(x1) + · · ·+ αkf(xk))

è ïîýòîìó

f(α1x1 + · · ·+ αkxk) 6 α1f(x1) + · · ·+ αkf(xk).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 14.3 Ïóñòü fα(α ∈ Λ) � âûïóêëûå ôóíêöèè. Òîãäà ôóíê-
öèÿ

f(x) = sup
α∈Λ

fα(x)

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îòìåòèì, ÷òî

epif =
⋂
α∈Λ

epifα.

Ïîýòîìó epif � âûïóêëîå ìíîæåñòâî êàê ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ.

Ñëåäñòâèå 14.1 Ïóñòü f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ f+ :
f+(x) = max{f(x), 0} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Òåîðåìà 14.4 Ïóñòü fj(j = 1, . . . ,m) � ñîáñòâåííûå âûïóêëûå
ôóíêöèè. Òîãäà äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ λj ,
j = 1, . . . ,m ôóíêöèÿ

f(x) = λ1f1(x) + · · ·+ λmfm(x)

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü x1, x2 ∈ Rn, α ∈ [0, 1]. Äîêàæåì, ÷òî
äëÿ ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (14.53). Òàê êàê fj � ñîá-
ñòâåííûå âûïóêëûå ôóíêöèè, òî ïî òåîðåìå 14.1 ñïðàâåäëèâû íåðà-
âåíñòâà

fj(αx1 + (1− α)x2) 6 αfj(x1) + (1− α)fj(x2).

Óìíîæàÿ äàííûå íåðàâåíñòâà íà λj > 0 è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì

f(αx1 + (1− α)x2) =

m∑
j=1

λjfj(αx1 + (1− α)x2) 6

6
m∑
j=1

λjαfj(x1) +

m∑
j=1

λj(1− α)fj(x2) = αf(x1) + (1− α)f(x2).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 14.6 Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Rn. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : A → R ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà A, åñëè ìíî-
æåñòâî A âûïóêëî è ôóíêöèÿ f̂ : Rn → R

f̂(x) =

{
f(x), åñëè x ∈ A,
+∞, åñëè x /∈ A

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Òåîðåìà 14.5 Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, f � âû-
ïóêëàÿ íà A ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ R1 ìíîæåñòâî

M(t) = {x ∈ A | f(x) 6 t}

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Åñëè M(t) = ∅, òî M(t) âûïóêëî. Ïóñòü
M(t) 6= ∅ è ïóñòü x1, x2 ∈M(t), α ∈ [0, 1]. Òîãäà αx1 + (1− α)x2 ∈ A
â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà A è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

f(αx1 + (1− α)x2) 6 αf(x1) + (1− α)f(x2),

f(x1) 6 t, f(x2) 6 t.

Ïîýòîìó f(αx1 + (1− α)x2) 6 t è, ñëåäîâàòåëüíî, αx1 + (1− α)x2) ∈
M(t). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 14.6 Ïóñòü f : Rn → R1 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, x0, h ∈
Rn, g : R1 → R1 g(t) = f(x0+th). Òîãäà g � âûïóêëàÿ íà R1 ôóíêöèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü t1, t2,∈ R1, α ∈ [0, 1]. Òîãäà

g(αt1 + (1− α)t2) = f(x0 + (αt1 + (1− α)t2))h) =

= f(α(x0 + t1h) + (1− α)(x0 + t2h)) 6

6 αf(x0 + t1h) + (1− α)f(x0 + t2h) =

= αg(t1) + (1− α)g(t2).

Òåîðåìà 14.7 Ïóñòü A � îòêðûòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn,
f ∈ C1(A). Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f áûëà âûïóêëîé íà A, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ x, y ∈ A âûïîëíÿëîñü íåðà-
âåíñòâî

f(x)− f(y) > (f ′(y), x− y). (14.54)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, x, y ∈ A,α ∈
(0, 1]. Òîãäà

f(αx+ (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y).

Äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(y + α(x− y)) 6 α
(
f(x)− f(y)

)
+f(y) èëè

f(y + α(x− y))− f(y)

α
6 f(x)− f(y).

Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ α ∈ (0, 1], òî
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî α→ 0+ ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (14.54).

Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (14.54), x1, x2 ∈ A,α ∈ [0, 1]. Ïîëà-
ãàÿ â (14.54) ñíà÷àëà x = x1, y = αx1 + (1− α)x2, à çàòåì
x = x2, y = αx1 + (1− α)x2, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà

f(x1)− f(αx1 + (1− α)x2) >
(
f ′(αx1 + (1− α)x2), x1 − y

)
,

f(x2)− f(αx1 + (1− α)x2) >
(
f ′(αx1 + (1− α)x2), x2 − y

)
.
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Óìíîæàÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà α, âòîðîå íà 1− α, ïîëó÷àåì ñïðà-
âåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

αf(x1) + (1− α)f(x2)− f(αx1 + (1− α)x2) > 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 14.8 Ïóñòü f � ñîáñòâåííàÿ âûïóêëàÿ íà ìíîæåñòâå A
ôóíêöèÿ. Òîãäà f íåïðåðûâíà íà riA.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü a0 ∈ riA. Äîêàæåì, ÷òî f íåïðåðûâ-
íà â òî÷êå a0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g : g(y) = f(y + x0)− f(x0)

è ìíîæåñòâî A0 = A − a0. Òîãäà íåïðåðûâíîñòü f â òî÷êå a0 ðàâ-
íîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè g â òî÷êå íóëü (îòìåòèì, ÷òî g(0) = 0).
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a0 = 0, f(0) = 0.

a) IntA 6= ∅. Òîãäà 0 ∈ IntA è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå,
÷òî ìíîæåñòâî

K = {a = (a1, . . . , an) ∈ A | aj ∈ [−δ0, δ0]} ⊂ A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M = max
i
f(zi), ãäå zi òî÷êè âèäà

zi =
(
±δ0, . . . ,±δ0

)
, i = 1, . . . , 2n = m è ïóñòü x ∈ K. Òîãäà x ïðåä-

ñòàâèì â âèäå

x =

n+1∑
i=1

λizji , ãäå λi > 0,

n∑
i=1

λj = 1, zji ∈ {z1, . . . , zm}.

Òàê êàê f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî ïî òåîðåìå 14.2 èìååì

f(x) 6
n+1∑
i=1

λif(zji) 6
n+1∑
i=1

λiM = M.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà K. Ïóñòü ε � ïðîèç-
âîëüíîå ÷èñëî (ε < 1), è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Uε = εK. Îòìåòèì,
÷òî åñëè x ∈ Uε, òî x

ε ∈ K. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x ∈ Uε èìååò ìåñòî

f(x) = f(ε · x
ε

+ (1− ε) · 0) 6 εf
(x
ε

)
+(1− ε) · 0 6Mε, (14.55)

0 = f(0) = f
( 1

1 + ε
x+

ε

1 + ε

(
−x
ε

))
6

1

1 + ε
f(x) +

ε

1 + ε
M. (14.56)
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Èç íåðàâåíñòâà (14.56) ñëåäóåò, ÷òî f(x) > −εM. Ñëåäîâàòåëüíî, èç
íåðàâåíñòâ (14.55), (14.56) ïîëó÷àåì

|f(x)| 6Mε.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî f íåïðåðûâíà â íóëå.
á) Ïóñòü òåïåðü IntA = ∅. Òîãäà affA 6= Rn. Ðàññìîòðèì ñî-

âîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðîâ {a}a∈A è âûáåðåì èç äàííîé ñîâîêóïíî-
ñòè ìàêñèìàëüíóþ (ïî êîëè÷åñòâó) ëèíåéíî íåçàâèñèñìóþ ñèñòåìó
{e1, . . . , em}. Ïóñòü

L = {λ1e1 + · · ·+ λmem
∣∣ λi > 0}.

L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî affA = L. Äåéñòâè-
òåëüíî, A ⊂ L, ñëåäîâàòåëüíî, affA ⊂ L. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

m∑
i=1

λiei =

m∑
i=1

λiei +
(
1−

m∑
i=1

λi
)
·0

è ïîýòîìó, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4.1 L ⊂ A. Çíà÷èò, L = affA.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : Rm → L âèäà

F (λ) = λ1e1 + · · ·+ λnem.

F � ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, è òàê êàê e1, . . . , em ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå F−1, êîòîðîå
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì. Ïóñòü
Y = F−1(A). Òàê êàê F−1(0) = 0 è 0 ∈ riA, òî 0 � âíóòðåííÿÿ
òî÷êà Y. Êðîìå òîãî, Y � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì ôóíê-
öèþ g : Y → R1, g(λ) = f(F (λ)). g � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, g(0) = 0, g
íåïðåðûâíà â íóëå. Òàê êàê f(x) = g(F−1(x)), òî f íåïåðûâíà â íóëå.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 14.2 Äëÿ òî÷åê A \ riA òåîðåìà 14.7 íåâåðíà. Ïóñòü
f : [0, 1]→ R1,

f(x) =

{
1, x = 0,

0, x > 0.

Òîãäà f âûïóêëà íà [0, 1], íî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå
0.
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Òåîðåìà 14.9 Ïóñòü A � îòêðûòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn,
f ∈ C2(A). Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû f áûëà âûïóêëîé íà A, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà f ′′(a) =
( ∂2f

∂xi∂xj
(a)
)
áûëà

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòüx0 ∈ A, h ∈ Rn. Òàê êàê A îòêðû-
òî, òî ñóùåñòâóåò t0 > 0 òàêîå, ÷òî x0 + th ∈ A äëÿ âñåõ t ∈ [0, t0].
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

g : [0, t0]→ R1, g(t) = f(x0 + th).

Ïîêàæåì, ÷òî g � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü t1, t2 ∈ [0, t0],
α ∈ [0, 1]. Òîãäà

g(αt1 + (1− α)t2) =

f(x0 +
(
αt1 + (1− α)t2

)
h) = f

(
α(x0 + t1h) + (1− α)(x0 + t2h)

)
6

6 αf(x0 + t1h) + (1− α)f(x0 + t2h) = αg(t1) + (1− α)g(t2).

Òàê êàê f ∈ C2(A), òî g ∈ C2[0, t0] è ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

g(t) = g(0) + tg′(0) +
t2

2
g′′(0) + r(t),

ãäå lim
t→0+

r(t)

t2
= 0. Òàê êàê ôóíêöèÿ g âûïóêëàÿ, òî ïî òåîðåìå 14.7

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

g(t)− g(0)− tg′(0) > 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, t0].

Ñëåäîâàòåëüíî,

t2

2
g′′(0) + r(t) > 0, èëè g′′(0) +

r(t)

t2
> 0

äëÿ âñåõ t ∈ (0, t0]. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè
t → 0+, ïîëó÷àåì g′′(0) > 0, íî g′′(0) = (f ′′(x0)h, h). Òåì ñàìûì
äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ A äëÿ âñåõ h ∈ Rn ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî (f ′′(x0)h, h) > 0. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà f ′′(x0)
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå A.
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Ïóñòü ìàòðèöà f ′′(a) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå
A. Âîçüìåì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè a, a0 ∈ A. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà, ìîæåì çàïèñàòü

f(a) = f(a0) + (gradf(a0), a− a0)+

+0, 5
(
f ′′(a0 + γ(a− a0))(a− a0), a− a0

)
, ãäå γ ∈ (0, 1).

Òàê êàê ìíîæåñòâî A âûïóêëîå, òî

a0 + γ(a− a0) = γa+ (1− γ)a0 ∈ A

è ïîýòîìó
(
f ′′(a0 + γ(a− a0))(a− a0), a− a0

)
> 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(a)− f(a0)− (gradf(a0), a− a0) > 0 äëÿ âñåõ a, a0 ∈ A.

Èç òåîðåìû 14.7 ñëåäóåò, ÷òî f âûïóêëà íà A. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 14.4 1). Ïóñòü G � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàä-
ðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, b ∈ Rn, α ∈ R1. Òîãäà ôóíêöèÿ f :
Rn → R1, f(x) = (Gx, x) + (b, x) + α áóäåò âûïóêëîé íà Rn. Îòìå-
òèì, ÷òî f ′′(x) = 2G äëÿ âñåõ x ∈ Rn.
2). Ïóñòü G � ìàòðèöà ïîðÿäêà n × m, b ∈ Rm. Òîãäà ôóíêöèÿ
f : Rn → R1, f(x) = |Gx− b|2 áóäåò âûïóêëîé íà Rn. Äåéñòâèòåëü-
íî,

f(x) =
(
Gx− b,Gx− b

)
= (Gx,Gx)− 2(Gx, b) + (b, b) =

= (GTGx, x)− 2(Gx, b) + (b, b)

è ïîýòîìó f ′′ = 2GTG, (GTGh, h) = ‖Gh‖2 > 0.

Îïðåäåëåíèå 14.7 Ïóñòü f : A → R1. Òî÷êà x0 ∈ A íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü U òî÷êè x0 (â R

n) òàêàÿ, ÷òî f(x0) 6 f(x) äëÿ âñåõ x ∈ A∩U.
Òî÷êà x0 ∈ A íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíê-

öèè f, åñëè f(x0) 6 f(x) äëÿ âñåõ x ∈ A.

Òåîðåìà 14.10 Ïóñòü f : A→ R1 � âûïóêëàÿ íà A ôóíêöèÿ è x0 ∈
A � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Òîãäà x0 � òî÷êà ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà,
òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ A∩U
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x) > f(x0).

Ïóñòü y ∈ A. Äîêàæåì, ÷òî f(x0) 6 f(y). Òàê êàê ìíîæåñòâî A
âûïóêëî, òî òî÷êà x(α) = αy + (1 − α)x0 ∈ A äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1]. Èç
óñëîâèÿ x(0) = x0 è íåïðåðûâíîñòè x(α) ïî α ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
α0 > 0 òàêîå, ÷òî x(α) ∈ U äëÿ âñåõ α ∈ [0, α0]. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ
x(α), α ∈ [0, α0] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

f(x0) 6 f(x(α)) = f(αy + (1− α)x0) 6

6 αf(y) + (1− α)f(x0) = f(x0) + α(f(y)− f(x0)).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî f(y) − f(x0) > 0, îòêóäà
f(y) > f(x0), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 14.11 Ïóñòü f : (a, b) → R1 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ (a, b), z < y < x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(y)− f(z)

y − z
6
f(x)− f(z)

x− z
6
f(x)− f(y)

x− y
. (14.57)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü λ =
y − z
x− z

. Òîãäà λ ∈ (0, 1), 1 − λ =

x− y
x− z

, λx+ (1− λ)z = y. Òàê êàê f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî

f(y) = f(λx+ (1− λ)z) 6 λf(x) + (1− λ)f(z), èëè (14.58)

f(y)− f(z) 6 λ(f(x)− f(z)) =
y − z
x− z

(f(x)− f(z)).

Äåëÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà (y − z), ïîëó÷àåì íåðà-
âåíñòâî

f(y)− f(z)

y − z
6
f(x)− f(z)

x− z
. (14.59)

Âû÷èòàÿ èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà (14.58) f(x), ïîëó÷àåì íåðà-
âåíñòâî

f(y)− f(x) 6 (λ− 1)f(x) + (1− λ)f(z) = (1− λ)(f(z)− f(x)).
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Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà (−1), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

f(x)− f(y) >
x− y
x− z

(f(x)− f(z)), èëè

f(x)− f(y)

x− y
>
f(x)− f(z)

x− z
. (14.60)

Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (14.59), (14.60), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåí-
ñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 14.2 Ïóñòü f : R1 → R1 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
äëÿ ëþáûõ x1 > x2, y1 > y2, x1 6= y1, x2 6= y2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(x1)− f(y1)

x1 − y1
>
f(x2)− f(y2)

x2 − y2
.

Îïðåäåëåíèå 14.8 Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, x0 ∈
A, h ∈ Rn òàêèå ÷òî ñóùåñòâóåò α0 > 0 äëÿ êîòîðîãî x0+α0h ∈ A.
Ôóíêöèÿ f : A → R1 íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ïî
íàïðàâëåíèþ h, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

∂f(x0)

∂h
= lim
t→+0

f(x0 + th)− f(x0)

t
.

×èñëî ∂f(x0)
∂h â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â

òî÷êå x0 ïî íàïðàâëåíèþ h.

Òåîðåìà 14.12 Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, f : A→ R1

� âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, x0 ∈ IntA. Òîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ h ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [13].

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

14.1. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, f � îïðåäåëåííàÿ
íà A ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R1 ìíîæåñòâî

M(t) = {x ∈ A | f(x) 6 t}

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
ôóíêöèåé?
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14.2. Ïóñòü A � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Rn.
f : Rn → R1, f(x) = inf

a∈A
‖x − a‖. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ÿâ-

ëÿåòñÿ âûïóêëûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé.

14.3. Ïóñòü f � íåîòðèöàòåëüíàÿ, âûïóêëàÿ íà A ôóíêöèÿ. Áó-
äåò ëè âûïóêëîé íà A ôóíêöèÿ f2?

14.4. Ïóñòü f, g � íåîòðèöàòåëüíûå, âûïóêëûå íà A ôóíêöèè.
Áóäåò ëè âûïóêëîé íà A ôóíêöèÿ f · g?

14.5. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, f : A → R1 è äëÿ
âñåõ x, y ∈ A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f
(x+ y

2

)
6

1

2
f(x) +

1

2
f(y).

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ?
14.6. Ïóñòü A� âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, f : A→ R1 � íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ âñåõ x, y ∈ A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f
(x+ y

2

)
6

1

2
f(x) +

1

2
f(y).

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ?
14.7. Ïóñòü {fk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ ôóíêöèé,

îïðåäåëåííûõ íà âûïóêëîì ïîäìíîæåñòâå A ⊂ Rn, òàêàÿ, ÷òî äëÿ
âñåõ x ∈ A ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

k→∞
fk(x) = f(x). Äîêàçàòü, ÷òî f �

âûïóêëàÿ íà A ôóíêöèÿ.
14.8. Ïóñòü f : A → R � âûïóêëàÿ íà A ôóíêöèÿ, ïðè÷åì epif

� çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ çà-
ìíóòûì ìíîæåñòâîì.

14.9. Ïóñòü A � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Rn,
ρ : Rn → R1, ρ(x) = ‖x − πA(x)‖, ãäå πA(x) � ïðîåêöèÿ òî÷êè x
íà ìíîæåñòâî A. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = ρ2(x) ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé è

gradf(x) = 2(x− πA(x)).

14.10. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, f : A → R1 �
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî
1) ìíîæåñòâî òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå
A åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî;
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2) åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, f ∈ C(A), òî ìíîæåñòâî
òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå A ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì.

14.11. Ïðèâåñòè ïðèìåð ëèíåéíîé ôóíêöèè f, çàäàííîé íà âû-
ïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå A òàêîé, ÷òî

sup
x∈A

f(x) = 0, íî f(x) < 0 äëÿ âñåõ x ∈ A.

14.12. Äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà
ìíîãîãðàííèêå M è ïðèíèìàåò íà M íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

14.13. Ïðèâåñòè ïðèìåð âûïóêëîé ôóíêöèè f , çàäàííîé è îãðà-
íè÷åííîé íà âûïóêëîì êîìïàêòå M, íî íå äîñòèãàþùåé íà M ñâîåé
âåðõíåé ãðàíè.

14.14. Äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì âûïóêëîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì
ìíîãîãðàííèêå äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç êðàéíèõ òî÷åê.

14.15. Ïóñòü f � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà âûïóêëîì ìíî-
æåñòâå X, g(x) =

∣∣min(0; f(x))
∣∣q, q > 1. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ g

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà X.
14.16. Ïóñòü X � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Ôóíêöèÿ

f : X → R1 íàçûâàåòñÿ êâàçèâûïóêëîé íà X, åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ X,
äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(αx+ (1− α)y) 6 max{f(x), f(y)}.

Âåðíî ëè, ÷òî âûïóêëàÿ íà X ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèâûïóêëîé íà
X ôóíêöèåé?

14.16a. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ êâàçèâûïóêëîé íà
âûïóêëîì ìíîæåñòâå X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî β ∈
R1 ìíîæåñòâî

Xβ = {x ∈ X | f(x) 6 β}

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.
14.16b. Ïóñòü a, c ∈ Rn, b, d ∈ R1,

f : Rn → R1, f(x) =
(a, x) + b

(c, x) + d
.

Äîêàçàòü, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå

X = {x ∈ Rn | (c, x) + d > 0}.
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14.16c. Ïóñòü f : Rn+ → R1, f(x) = cardx. Äîêàçàòü, ÷òî f �
êâàçèâîãíóòàÿ íà Rn+ ôóíêöèÿ.

14.16d. f : R1 → R1 � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî f
ÿâëÿåòñÿ êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèåé.

14.16e. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, f : A → R1 �
íåïðåðûâíàÿ êâàçèâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. x1, x2 ∈ A, x1 6= x2. Äîêà-
çàòü, ÷òî

min{f(x), x ∈ [x1, x2]} = min{f(x1), f(x2)}.

14.16f. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò, f : A → R1 �
íåïðåðûâíàÿ êâàçèâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Âåðíî ëè, ÷òî

min{f(x), x ∈ A} = min{f(x), x ∈ estA}?

14.17. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn ñ íåïóñòîé âíóò-
ðåííîñòüþ. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïóêëàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f
ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé íà A, òî îíà áóäåò íåîãðàíè÷åííîé è íà
IntA.

14.18. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn ñ íåïóñòîé âíóò-
ðåííîñòüþ. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåîãðà-
íè÷åííîé íà A, òî îíà áóäåò íåîãðàíè÷åííîé è íà IntA.

14.19. Äëÿ âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn îáîçíà÷èì ÷åðåç x =
(xπ(1), . . . , xπ(n)) âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç êîìïîíåò âåêòîðà x è òà-
êîé, ÷òî

xπ(1) > xπ(2) > . . . > xπ(n).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð x ìàæîðèðóåò âåêòîð y, (x � y), åñëè

k∑
i=1

xπ(i) >
k∑
i=1

yπ(i), äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n− 1,

n∑
i=1

xπ(i) =

n∑
i=1

yπ(i).

Ôóíêöèÿ f : Rn → R1 íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ïî Øóðó, åñëè äëÿ âñåõ
x, y, x � y âåðíî f(x) > f(y).

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : Rn → R1, f ∈ C1(Rn) âûïóêëà ïî
Øóðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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1) f � ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ (ò.å. äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π
ìíîæåñòâà {1, . . . , n} è äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
f(x) = f(xπ));
2) äëÿ ëþáîãî z ∈ Rn âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(zi − zj) ·
( ∂f
∂xi

(z)− ∂f

∂xj
(z)
)
> 0.

14.20. Ïóñòü f : (a, b)n → R1 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,

x, y ∈ (a, b)n. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x � y, òî
n∑
i=1

f(xi) >
n∑
i=1

f(yi).

14.21. Ïóñòü f [0,∞) → R1 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è
a1 > a2 > . . . > a2n−1 > 0. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

f(a1)− f(a2) + · · · − f(a2n−2) + f(a2n−1) >

> f(a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ a2n−1).

14.22. Ïóñòü a1, . . . an � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

(a1 + a2 + · · ·+ an) ·
( 1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an

)
> n2.

14.23. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Ôóíêöèÿ
f : A → R1 íàçûâàåòñÿ ïñåâäîâûïóêëîé, åñëè èç óñëîâèé
f(u) < f(v), z = αu + (1 − α)v, α ∈ (0, 1) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
f(z) < f(v). Ïðèâåñòè ïðèìåð êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèè (ñì. çàäà-
÷ó 14.6), íå ÿâëÿþùóþñÿ ïñåâäîâûïóêëîé.

14.24. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïñåâîäîâûïóêëîé ôóíêöèè, íå ÿâëÿþ-
ùåéñÿ âûïóêëîé.

14.25. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, âûïóêëîé ïî Øóðó, íî íå ÿâ-
ëÿþùåéñÿ íè êâàçèâûïóêëîé, íè ïñåâäîâûïóêëîé.

14.26. Ïóñòü f : [0,∞) → R1 � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, h > 0. Äîêà-
çàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

g(t) = f(t+ h)− f(t)

íå âîçðàñòàåò íà [0,∞).
14.27. Ïóñòü f � âîãíóòàÿ íà [0,∞) ôóíêöèÿ, f(0) = 0. Äîêàçàòü,

÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ [0,∞) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x+ y) 6 f(x) +
f(y).
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14.28. Ïóñòü f : [0,∞) → R1 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, f(0) = 0.

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ g : g(t) =
f(t)

t
íå óáûâàåò íà (0,∞).

14.29. Ïóñòü A ⊂ Rn, f : A→ R1 � ôóíêöèÿ òàêàÿ ÷òî f(x) > 0
äëÿ âñåõ x ∈ A. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêè âûïóêëîé íà
A, åñëè ôóíêöèÿ ln f ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà A.

1. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè f âûïóêëà íà A è f(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ A,
òî f � ëîãàðèôìè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ?
2. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè f � ëîãàðèôìè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî f
� âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ?

14.30. Îïèñàòü âñå âûïóêëûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, îïðåäå-
ëåííûå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn.

14.31. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, f : A → R1 �
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî epif çàìíóòîå, òî
A çàìêíóòîå ìíîæåñòâî?

14.32. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, f : A → R1 �
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî epif çàìíóòîå, òî
f ∈ C(A)?

14.33. Ïóñòü f : R2 → R1,

f(u1, u2) = min{x1(1− u1) + x2(1− u2) | x2
1 + x2

2 6 1}.

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f âîãíóòà.
14.34. Ïóñòü f ∈ C2(0,∞). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ g(x) =

xf(x) âûïóêëà íà (0,∞), òî ôóíêöèÿ h(x) = f
( 1

x

)
òàêæå âûïóêëà

íà (0,∞).
14.35. Ïóñòü p : Rn → R è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) p(x+ y) 6 p(x) + p(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn;
2) p(λx) = λp(x) äëÿ âñåõ x ∈ Rn, λ > 0;
3) p(0) = 0.

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ p ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé.
14.36. Ïóñòü f : A×B → R1 òàêîâà, ÷òî f(x1, x2) âûïóêëà ïî x1

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x2 è âûïóêëà ïî x2 ïðè êàæäîì ôèêñè-
ðîâàííîì x1. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà A×B?

14.37. Ïóñòü f : Rn+ → R1,

f(x1, x2, . . . , xn) = xε11 · x
ε2
2 · · · · · xεnn , εi > 0.

Ïîëó÷èòü óñëîâèÿ íà εi, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ôóíêöèÿ f áóäåò
âîãíóòîé íà Rn+.
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14.38. ÏóñòüMn � ñîâîêóïíîñòü âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿä-
êà n íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : Mn →
R1, f(X) = tX. Äîêàçàòü, ÷òî f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.

14.39. Îòîáðàæåíèå f : Rn → Rm íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, åñëè
äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖.

Âåðíî ëè, ÷òî åñëè f � èçîìåòðèÿ, A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî
ìíîæåñòâî f(A) òàêæå âûïóêëî.

14.40. Ïóñòü A � âûïóêëûé êîìïàêò Rn, b ∈ Rn, b 6= 0. Îïðåäå-
ëèì ôóíêöèþ f : A→ R1 âèäà

f(a) = sup{λ | − λb ∈ A− a}.

Äîêàçàòü, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé.
14.41. Ïóñòü A = {(x, y)|x > 0, y > 0} ∪ {(0, 0)}.

f(x, y) =

{
x2

y , åñëè y > 0,

0, åñëè (x, y) = (0, 0).

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà ìíîæåñòâå A.
14.42. ßâëÿþòñÿ ëè âûïóêëûìè ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
1. f : Rn → R1, f(x) = max

i
xi −min

i
xi;

2. f : Rn → R1, f(x) = max
t∈[−1,1]

p(t)− min
t∈[−1,1]

p(t), ãäå

p(t) = x1 + x2t+ . . . xnt
n−1;

3. f : D0
1(0)→ R1, f(x) =

‖Ax− b‖2

1− ‖x‖2
.

14.43. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è âûïóêëà íà âûïóêëîì ìíî-

æåñòâå A, òî÷êè xi ∈ A, ÷èñëà αi > 0,
∞∑
n=1

= 1 è ðÿä
∞∑
n=1

αixi ñõîäèòñÿ.

Âåðíî ëè, ÷òî

f
( ∞∑
n=1

αixi

)
6
∞∑
i=1

αif(xi)?

14.44. Ôóíêöèÿ f : R1 → R1 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà [a, b] è [b, c].
Áóäåò ëè ôóíêöèÿ f âûïóêëîé íà [a, c]?
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14.45. A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn,

A1 = {(x1, x2, . . . , xn−1)
∣∣ ∃µ ∈ R1, (x1, . . . , xn−1, µ) ∈ A}−

ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà A íà Rn−1.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : A1 → R1

f(x1, . . . , xn−1) = inf{xn
∣∣ (x1, . . . , xn−1, xn) ∈ A}.

Áóäåò ëè ôóíêöèÿ f à) íåïðåðûâíîé; á) âûïóêëîé?
14.46. A � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Rn, ôóíêöèÿ

f(x) = ρ(x,A). Äîêàçàòü, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå
x /∈ A.

14.47. Ïóñòü f : Rn → R1 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
ìíîæåñòâî åå òî÷åê ìèíèìóìà íåïóñòî è îãðàíè÷åíî. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
|x|→+∞

f(x) = +∞.

14.48. Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ

f(x) =
1

2
(Ax, x) + (a, x) + b

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå B. Äîêàçàòü, ÷òî f ÿâ-
ëÿåòñÿ âûïóêëîé íà affB.

14.49. f : Rn → R1 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
g : Rn → R1 âèäà g(x) = ef(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

14.50. Ïóñòü S1(0) ⊂ R2, g : S1(0) → R1 � íåîòðèöàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : D1(0)→ R1 âèäà

f(x, y) =

{
0, åñëè x2 + y2 < 1,

g(x, y), åñëè x2 + y2 = 1.

Âåðíî ëè, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé íà D1(0)?
14.51. Ïóñòü f : Rn → R1 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, t ∈ R1, x0 ∈ Rn.

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ g(h) = f(x0 + th) ÿâëÿåòñÿ íà Rn ôóíêöèåé.
14.52. Ïóñòü f : A→ R1 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ (A ⊂ Rn). x1, x2 ∈

A, x1 6= x2, t ∈ (0, 1) òàêîâû, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(tx1 + (1− t)x2) = tf(x1) + (1− t)f(x2).

Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(sx1 + (1− s)x2) = sf(x1) + (1− s)f(x2).
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14.53. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, f : A→
R1 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî a0 ∈ A ìíîæå-
ñòâî

A0 = {a ∈ A : f(a) 6 f(a0)}

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.
14.54. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, f : A→

R1 � ñèëüíî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî a0 ∈ A
ìíîæåñòâî

A0 = {a ∈ A : f(a) 6 f(a0)}

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.
14.55. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, f : A→

R1 � ñèëüíî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå A.

14.56. Ïóñòü f : M0
n → R1, f(X) = λmax(X). Áóäåò ëè f âûïóê-

ëîé ôóíêöèåé íà M0
n?

14.57. Ïóñòü f : M+
n → R1, f(x) = ln detX−1. Äîêàçàòü, ÷òî f

âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà M+
n .

14.58. Ïóñòü f � âûïóêëàÿ íà A ⊂ Rn ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ A, ëþáîãî α /∈ [0, 1] òàêîãî, ÷òî αx1+(1−α)x2 ∈ A
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(αx1 + (1− α)x2) > αf(x1) + (1− α)f(x2).

14.59. Ïóñòü A ⊂ Rn, B ⊂ Rm � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, ϕ(x, y) :
A×B → R1 � âûïóêëàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ,

f(x) = inf
y∈B

ϕ(x, y).

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f � êîíå÷íàÿ íà A ôóíêöèÿ, òî f âûïóêëàÿ íà
A ôóíêöèÿ.

14.60. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, B ⊂ Rm, ϕ(x, y) :
A×B → R1 � ôóíêöèÿ, âûïóêëàÿ ïî x ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
y. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ âèäà

f(x) = inf
y∈B

ϕ(x, y)

íå îáÿçàíà áûòü âûïóêëîé.
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14.61. Ôóíêöèÿ f : A → R1 íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé íà A,
åñëè ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ A, α ∈ [0, 1]
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(αx1 + (1− α)x2) 6 αf(x1) + (1− α)f(x2)− α(1− α)γ‖x1 − x2‖2.

Ïðèâåñòè ïðèìåð ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèè.
14.62. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé.
14.63. Ïóñòü

0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn 6 r.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : Rn → R1 âèäà

f(x) = r‖x‖ −
√
λ2

1x
2
1 + λ2

2x
2
2 + . . .+ λ2

nx
2
n.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f âûïóêëàÿ íà Rn ôóíêöèÿ, òî λ1r > λ2
n.

14.64. Ïóñòü A � íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò Rn. Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ F : Rn → R1 âèäà F (x) = h(x,A). Âåðíî ëè, ÷òî F âûïóê-
ëàÿ ôóíêöèÿ?

14.65. Ïóñòü f : R1 → R1. Ôóíêöèÿ f∗ : R1 → R1 ∪ {+∞} âèäà

f∗(y) = sup
x∈R1

(
(x, y)− f(x))

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê f. Âåðíî ëè, ÷òî f∗ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
ôóíêöèåé?
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§15 Ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè è
ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî

Ïóñòü V, M � âûïóêëûå êîìïàêòû Rn, z /∈M.

Îïðåäåëåíèå 15.1 Ôóíêöèÿ λ : Rn → R1 âèäà

λ(v) = sup{λ > 0
∣∣ −λ(z −M) ∩ (V − v) 6= ∅}.

íàçûâàåòñÿ ðàçðåøàþùåé ôóíêöèåé.

Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð äàííàÿ ôóíêöèÿ èãðàåò ñóùåñòâåí-
íóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè ñòðàòåãèè ïðåñëåäîâàíèÿ.

Òåîðåìà 15.1 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

λ(v) = inf
ϕ∈P (z)

[
c(V, ϕ)− (v, ϕ)], ãäå

P (z) = {ϕ
∣∣ c(M − z,−ϕ) = −1}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Èç òåîðåìû 9.6 è ñëåäñòâèÿ 9.4 ñëåäóåò,
÷òî λ(z −M) ∩ (V − v) 6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà äëÿ âñåõ ϕ
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

c(V − v, ϕ) + λc((M − z),−ϕ) > 0,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

c(V − v, ϕ) > −λc(M − z,−ϕ). (15.61)

Òàê êàê v ∈ V, òî c(V, ϕ) − (v, ϕ) > 0 äëÿ âñåõ ϕ. Ïîýòîìó, åñëè
c(M − z,−ϕ) > 0, òî íåðàâåíñòâî (15.61) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ λ. Åñëè
c(M − z,−ϕ) < 0, òî ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî òå ϕ, äëÿ êîòîðûõ c(M −
z,−ϕ) = −1, ïîëó÷àåì c(V − v,−ϕ) > λ. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 15.2 Ïóñòü M = {0},

V = {v
∣∣ (pj , v) 6 αj , j = 1, . . . , r}, 0 ∈ V.

Òîãäà

λ(v) = min
j∈Λ

{αj − (pj , v)

(pj ,−z)

}
, ãäå Λ = {j

∣∣ (pj , z) < 0}.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê 0 ∈ V, òî αj > 0. Ïîýòîìó λ �
íàèáîëüøåå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî
(pj , v − λz) 6 αj äëÿ âñåõ j. Äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðà-
âåíñòâó λ(pj ,−z) 6 αj − (pj , v). Åñëè (pj − z) 6 0, òî íåðàâåíñòâî
âåðíî, òàê êàê αj − (pj , v) > 0.

Åñëè (pj , z) < 0, òî ïîëó÷àåì, ÷òî λ 6 αj−(pj ,v)
(pj−z) , îòêóäà è ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðèìåð 15.1 Ïóñòü M = {0},

V = {(v1, v2)
∣∣∣ v1 ∈ [−1.1], v2 ∈ [−1, 1]}.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ òåîðåìó, èìååì α1 = α2 = α3 = α4 =
1, p1 = (1, 0), p2 = (0, 1), p3 = (−1, 0), p4 = (0,−1). Ïîýòîìó, åñëè
z = (z1, z2) ïðè÷åì z1 > 0, z2 > 0, òî

λ(v) = min
{1 + v1

z1
,

1 + v2

z2

}
.

Åñëè z = (0, z2), ïðè÷åì z2 > 0, òî λ(v) = 1+v2
z2

.

Òåîðåìà 15.3 Ïóñòü M = {0}, V = D1(0). Òîãäà

λ(v) =
(v, z) +

√
(v, z)2 + ‖z‖2(1− ‖v‖2)

‖z‖2
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè λ, èìååì
λ(v) = sup{λ > 0,−λz ∈ D1(0) + v}. Ñëåäîâàòåëüíî, λ(v) � íàèáîëü-
øèé êîðåíü óðàâíåíèÿ ‖v − λz‖ = 1, èëè óðàâíåíèÿ

(v − λz, v − λz) = 1,

îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì îòâåò.

Òåîðåìà 15.4 Ïóñòü V,M � âûïóêëûå êîìïàêòû Rn, z /∈ M. Òî-
ãäà λ � âîãíóòàÿ íà V ôóíêöèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Â ñèëó òåîðåìû 15.1

λ(v) = min
ϕ∈P (z)

[c(V, ϕ)− (v, ϕ)].
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Ôóíêöèÿ g(v, ϕ) = c(V, ϕ)−(v, ϕ) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïî v ïðè êàæäîì
ϕ è ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ v1, v2 ∈ V, α ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

g(αv1 + (1− α)v2, ϕ) > αg(v1, ϕ) + (1− α)g(v2, ϕ). (15.62)

Ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà ïî ϕ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ϕk ∈ P (z) äëÿ âñåõ k è òàêàÿ, ÷òî

inf
ϕ∈P (z)

g(αv1 + (1− α)v2, ϕ) = lim
k→∞

g(αv1 + (1− α)v2, ϕk).

Òàê êàê íåðàâåíñòâà

α inf
ϕ∈P (z)

g(v1, ϕ) 6 αg(v1, ϕk),

(1− α) inf
ϕ∈P (z)

g(v2, ϕ) 6 (1− α)g(v2, ϕk)

äëÿ âñåõ k, òî ïîëó÷àåì

α inf
ϕ∈P (z)

g(v1, ϕ) + (1− α) inf
ϕ∈P (z)

g(v2, ϕ) 6

6 αg(v1, ϕk) + (1− α)g(v2, ϕk) 6 g(αv1 + (1− α)v2, ϕk).

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

α inf
ϕ∈P (z)

g(v1, ϕ) + (1− α) inf
ϕ∈P (z)

g(v2, ϕ) 6

6 lim
k→∞

g(αv1 + (1− α)v2, ϕk) = inf
ϕ∈P (z)

g(αv1 + (1− α)v2, ϕ),

èëè

λ(αv1 + (1− α)v2) > αλ(v1) + (1− α)λ(v2).

Ïóñòü M � âûïóêëîå ìíîæåñòâî Rn, 0 ∈M.

Îïðåäåëåíèå 15.2 Ôóíêöèÿ µ : Rn → R1 ∪ {+∞} âèäà

µM (x) = inf{t > 0,
x

t
∈M}

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà M .
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Ïðèìåð 15.2 Ïóñòü M = [a, b], a < 0, b > 0. Òîãäà

µM (x) =

{
x
b , åñëè x > 0,

−xa , åñëè x < 0.

Åñëè a = 0, òî µM (x) = +∞ äëÿ âñåõ x < 0.

Ïðèìåð 15.3 Ïóñòü M = Dr(0). Òîãäà µM (x) = ‖x‖
r .

Ïðèìåð 15.4 Ïóñòü D � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ñèììåò-
ðè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n,

M = {x ∈ Rn
∣∣ (Dx,Dx) 6 α2}.

Òîãäà µM (x) = ‖Dx‖
α .

Òåîðåìà 15.5 Ïóñòü M � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, 0 ∈M. Òîãäà
1. µM (x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ R1;
2. µM (0) = 0;
3. µM (αx) = αµM (x) äëÿ âñåõ x ∈ Rn, α > 0.
4. µM (x+ y) 6 µM (x) + µM (y) äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn;
5. µM (x) 6 1 äëÿ âñåõ x ∈M è µM (x) > 1 äëÿ âñåõ x /∈M.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóíêòû 1, 2 ñðàçó ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè µM (x).

Äîêàæåì ïóíêò 3. Åñëè α = 0, òî ðàâåíñòâî âåðíî. Ïóñòü α > 0.
Òîãäà (t = αt1)

µM (αx) = inf{t > 0,
αx

t
∈M} = inf{t1α

∣∣ t1 > 0,
x

t1
∈M} =

= α inf{t1
∣∣ t1 > 0,

x

t1
∈M} = αµM (x).

Äîêàæåì ïóíêò 4. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë µM (x), µM (y) ðàâ-
íî +∞, òî íåðàâåíñòâî âåðíî. Ïóñòü µM (x), µM (y) êîíå÷íû è t =
µM (x) +µM (y) + ε, (ε > 0). Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà t1, t2, òàêèå, ÷òî
t1 > µM (x), t2 > µM (y) è t = t1 + t2. Òàê êàê t1 > µM (x), òî x

t1
∈M.

Àíàëîãè÷íî, y
t2
∈M. Ïîýòîìó

x+ y

t
=

x+ y

t1 + t2
=

t1
t1 + t2

( x
t1

)
+

t2
t1 + t2

( y
t2

)
∈M.
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Ñëåäîâàòåëüíî, µM (x+y) 6 t = µM (x)+µM (y)+ε. Òàê êàê ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ε > 0, òî ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè ε→ +0, ïîëó÷àåì

µM (x+ y) 6 µM (x) + µM (y).

Äîêàæåì ïóíêò 5. Åñëè x ∈M, òî x
1 ∈M è ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî µM (x) 6 1.
Ïóñòü x /∈ M è µM (x) < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò t < 1 òàêîå, ÷òî

x
t ∈M. Òàê êàê M âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî x = (1− t) · 0 + txt ∈M.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò µM (x) > 1.

Òåîðåìà 15.6 Ïóñòü M = M1 ×M2 × · · · ×Mk, Mi ⊂ Rki . Òîãäà
µM (x) = max

i
µMi

(xi).

Ïðèìåð 15.5 Ïóñòü M = a1C × a2C × · · · × anC, ãäå C = [−1, 1],

ai > 0. Òîãäà µM (x) = max
i

|xi|
ai
.

Ïðèìåð 15.6 Ïóñòü M = M1 ×M2, ãäå

M1 = {(x1, x2) ∈ R2
∣∣ x2

1 + x2
2 6 r2}, M2 = [−a, a], a > 0.

Òîãäà

µM (x) = max{µM1(x1), µM2(x2)} = max
{√x2

1 + x2
2

r
,
|x3|
a

}
.

Îïðåäåëåíèå 15.3 [17] Êâàçèøàðîì M ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ çàìíó-
òîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî 0 ∈ IntM.

Òåîðåìà 15.7 ÏóñòüM ⊂ Rn � êâàçèøàð, p, x ∈ Rn, ïðè÷åì c(M,p) <
+∞. Òîãäà

(p, x) 6 µM (x) · c(M,p).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Åñëè µM (x) = 0, òî äëÿ ëþáîãî t > 0 âåðíî
x
t ∈M è ïîýòîìó

(p,
x

t
) 6 c(M,p),

èëè (p, x) 6 tc(M,p). Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó
ïðè t→ +0, ïîëó÷èì, ÷òî (p, x) 6 0. Òåì ñàìûì òðåáóåìîå íåðàâåí-
ñòâî âåðíî.
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Ïóñòü µM (x) > 0. Òîãäà x
µM (x) ∈M. Ñëåäîâàòåëüíî,(

p,
x

µM (x)

)
6 c(M,p),

èëè (p, x) 6 µM (x) · c(M,p). Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Òåîðåìà 15.8 Ïóñòü M ⊂ Rn � êâàçèøàð. Òîãäà ôóíêöèÿ Ìèí-
êîâñêîãî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé 1/L, ãäå
L = inf

x∈∂M
‖x‖.

Òåîðåìà 15.9 Ïóñòü M � íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn,
M1 = co({0} ∪ M). Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ Rn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
µM (x) = µM1(x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òàê êàê M ⊂ M1, òî µM1
(x) 6 µM (x). Èç

óïðàæíåíèÿ 2.24 ñëåäóåò, ÷òî M1 =
⋃

λ∈[0,1]

λM. Ïîýòîìó, åñëè x/t ∈

M1 ïðè íåêîòîðîì t > 0, òî x/t ∈ λ′M èëè x/tλ
′ ∈M. Òàê êàê λ

′
6 1,

òî tλ
′
6 t. Ñëåäîâàòåëüíî, µM (x) 6 µM1

(x). Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

15.1. Ïóñòü C = A×B. Äîêàçàòü, ÷òî

µC(x, y) = max{µA(x), µB(x)}.

15.2. Âû÷èñëèòü µC(x), åñëè
1. C = [a, b], C = α1C × α2C × · · · × αnC, ãäå âñå αj > 0.
2. M = Dr(a)× [−c, c], c > 0.
15.3. Ïóñòü C � âûïóêëîå, öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå ïîäìíî-

æåñòâî Rn, 0 ∈ IntC. α, β > 0, A = αC,B = βC. Äîêàçàòü, ÷òî
µA±B(x) = 1

α+βµC(x).
15.4. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ çâåçäíûì ñ öåíòðîì

â òî÷êå x0, åñëè x0 ∈ IntA è äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A äëÿ ëþáîãî
α ∈ [0, 1] âûïîëíåíî αx0 + (1− α)x ∈ A.

Ïóñòü A � çâåçäíîå ìíîæåñòâî ñ öåíòðîì â íóëå. Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ l : Rn → R1 âèäà

l(ξ) =

{
sup
{
t > 0

∣∣ t ξ
‖ξ‖ ∈ A

}
, åñëè ξ 6= 0,

0, åñëè ξ = 0.
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Äîêàçàòü, ÷òî
1) åñëè ‖ξ‖ > l(ξ), òî ξ /∈ IntA;
2) åñëè ‖ξ‖ < l(ξ), òî ξ ∈ IntA.
15.5. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ

F : [0,∞)→ coK(R2)

è âåêòîðà ξ ∈ R2 òàêèõ, ÷òî ôóíêöèÿ λ : [0,∞)→ R1 âèäà

λ(t) = sup{λ > 0, λξ ∈ F (t)}

íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.
15.6. Ïðèâåñòè ïðèìåð âûïóêëîãî ìíîæåñòâà M, òàêîãî ÷òî 0 ∈

M, íî µM 6= µM .
15.7. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâà M, òàêîãî ÷òî 0 ∈ IntM, íî

µM 6= µM .
15.8. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî M � âûïóêëî è 0 ∈ riM, òî

µM = µM .
15.9. Ïóñòü M = DR(0) ⊂ Rn. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ρM : Rn ×

Rn → R1, ïîëàãàÿ ρM (x, y) = µM (x− y). Âåðíî ëè, ÷òî ρM � ìåòðè-
êà?

15.10. Ïóñòü M � êâàçèøàð Rn. Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ µM
íåïðåðûâíà íà Rn?

15.11. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâ A,B (A 6= B) äëÿ êîòîðûõ
µA∩B = max{µA, µB}.

15.12. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ
A,B (A 6= B) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî µA∩B = max{µA, µB}.

15.13. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâ A,B (A 6= B) äëÿ êîòîðûõ
µA∪B = min{µA, µB}.

15.14. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ
A,B (A 6= B) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî µA∪B = min{µA, µB}.
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Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ

ÇÀÄÀÍÈÅ 1

Íàéòè íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå k ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî

X =
{
x ∈ R2

∣∣ (ax2
1 + 1)x2 6 bx1, x2 > k

}
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

� a b � a b
âàð. âàð.
1 2 1 2 1 5
3 4 2 4 5 1
5 3 4 6 1 2
7 5 3 8 3 1
9 4 5 10 2 3
11 2 6 12 1 3

ÇÀÄÀÍÈÅ 2

Íàïèñàòü óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè, îïîðíîé ê ìíîæåñòâó

X =
{
x ∈ R3

∣∣ x2
1

4
+
x2

2

16
6
x3

12

}
â òî÷êå x0 = (a, b, c).

� a b c � a b c
âàð. âàð.
1 2 4 24 2 1 2 6
3 2

3
3
2

13
3 4 1 1 15

4

5 2 8 60 6 6 4 120
7 2 3 75

4 8 −2 −2 15
9 2 6 39 10 −3 −12 135
11 2 1 51

4 12 2
3

4
3

8
3
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ÇÀÄÀÍÈÅ 3

Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà x0 êðàéíåé òî÷êîé ìíîãîãðàííèêà
X = co{x1, x2, x3, x4, x0}, ãäå

x1 = (0;−1; 2), x2 = (2;−1;−2), x3 = (2; 5; 7),

x4 = (−3;−2;−4), x0 = (a, b, c).

� a b c � a b c
âàð. âàð.
1 2 4 −4 2 1 2 6
3 −3 −2 3 4 1 1 15
5 2 8 60 6 6 −4 2
7 2 3 −5 8 −2 −2 15
9 2 6 9 10 −3 −12 5
11 2 1 −4 12 3 4 8

ÇÀÄÀÍÈÅ 4

Íàïèñàòü óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè, îïîðíîé ê ìíîæåñòâó

X =
{
x ∈ R3

∣∣ x2
1 +

x2
2

4
+
x2

3

9
6 1
}
,

è îòäåëÿþùåé åãî îò òî÷êè x0 = (a, b, c).

� a b c � a b c
âàð. âàð.
1 1 1 −1 2 −1 2 −2
3 −3 −2 0 4 1 −1 3
5 −2 1 2 6 −1 −4 −2
7 −2 −3 −1 8 −2 −2 2
9 2 1 3 10 −3 −2 −5
11 2 1 −4 12 −3 1 2
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ÇÀÄÀÍÈÅ 5

Íàéòè ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó ìåæäó ìíîæåñòâàìè
A = co{a1, b1}, B = co{a2, b2}.

� a1 b1 a2 b2
âàð.
1 (1, 1) (−1, 3) (0,−2) (2,−3)
2 (−1, 3) (2,−3) (−2, 1) (3, 4)
3 (1,−3) (2,−1) (−2, 1) (−3, 4)
4 (0, 3) (2,−3) (2, 1) (3,−4)
5 (1, 0) (2,−3) (−2, 1) (3, 4)
6 (2, 0) (1,−3) (−2, 1) (3, 4)
7 (3, 1) (2,−3) (−2, 2) (3, 4)
8 (2,−3) (2, 0) (−2, 1) (−3, 4)
9 (−1, 1) (0,−3) (−2, 1) (3, 4)
10 (−1, 2) (0,−3) (−2, 1) (1, 4)
11 (−1,−3) (2,−3) (−2,−1) (3, 4)
12 (−1, 6) (1,−3) (−2, 1) (0, 4)

ÇÀÄÀÍÈÅ 6

Äëÿ êàæäîé òî÷êè A(a, 1), B(b, 1), C(−2, 0) îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà k îíà ïðèíàäëåæèò îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííî-
ñòè ìíîæåñòâà D, çàäàâàåìîãî ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

−3x1 + (b+ 2)x2 6 6,

5x1 + 2x2 > −10,

2x1 − cx2 6 5c,

kx1 − x2 6 −2k,

6x1 − (b− c)x2 6 3(b+ c).

181



� a b c � a b c
âàð. âàð.
1 1/3 3 5 2 0 4 6
3 −2/3 2 4 4 1 7 8
5 1 7 9 6 −2/3 2 5
7 −1/3 3 4 8 0 4 5
9 1/3 5 8 10 2/3 6 8
11 −1 1 2 12 −1 1 3

ÇÀÄÀÍÈÅ 7

Íàéòè ñóììó ìíîæåñòâ A + B, ãäå A = co{(1, 2), (1,−3), (a, b)},
B = co{(0,−1), (1, 0), (c, d)}.

� a b c d � a b c d
âàð. âàð.
1 1 −1 −2 2 2 −2 3 4 5
3 −2 −3 −4 −1 4 3 1 1 3
5 2 4 4 2 6 −1 −1 −2 2
7 2 1 2 −1 8 3 −2 2 −3
9 1 3 3 −2 10 2 −3 −2 4
11 −3 −3 −2 4 12 6 −3 −2 0

ÇÀÄÀÍÈÅ 8

Íàéòè îïîðíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâ A,B.
I. A � îòðåçîê ñ êîíöàìè â òî÷êàõ (a, b), (c, d).

� a b c d � a b c d
âàð. âàð.
1 1 −1 −2 2 2 −2 3 4 5
3 −2 −3 −4 −1 4 3 1 1 3
5 2 4 4 2 6 −1 −1 −2 2
7 2 1 2 −1 8 3 −2 2 −3
9 1 3 3 −2 10 2 −3 −2 4
11 −3 −3 −2 4 12 6 −3 −2 0
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II. B = {(x, y) | a|x|+ b|y| 6 c.}

� a b c � a b c
âàð. âàð.
1 2 3 6 2 1 4 16
3 2 5 20 4 2 7 28
5 3 7 21 6 2 3 18
7 3 4 24 8 5 6 30
9 3 5 30 10 5 7 35
11 5 9 90 12 11 2 44
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Îòâåòû è óêàçàíèÿ
1.1. Íåò. Ðàññìîòðèì äâà êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíà:

y1 = x2 − 2x+ 1, y2 = x2 + 2x+ 1.

Ïóñòü α = 0, 5 è ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí y = 0, 5y1 +
0, 5y2 = x2 + 1, êîòîðûé íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé.

1.2. Ìîæåò. Ïóñòü

A = {−n
∣∣ n = 1, 2, . . . , }, B =

{
n+

1

n

∣∣ n = 2, 3, . . . ,
}
.

Ìíîæåñòâà A,B ÿâëÿþòñÿ çàìíóòûìè. Ìíîæåñòâî A + B ñîäåðæèò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ 1

n

}∞
n=2

, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà êîòîðîé íå ïðèíàä-

ëåæèò A+B.
1.3. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë λ1, λ2 âåðíî ðàâåí-

ñòâî

(λ1 + λ2)A = λ1A+ λ2A (15.63)

è α ∈ [0, 1]. Âîçüìåì â êà÷åñòâå λ1 = α, λ2 = 1 − α. Ïîëó÷àåì, ÷òî
âåðíî ðàâåíñòâî

A = αA+ (1− α)A,

èç êîòîðîãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Ïóñòü òåïåðü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Åñëè îäíî èç ÷èñåë λ1, λ2

ðàâíî íóëþ, òî ðàâåíñòâî (15.63) âåðíî. Îòìåòèì, ÷òî âñåãäà ñïðà-
âåäëèâî âêëþ÷åíèå

(λ1 + λ2)A ⊂ λ1A+ λ2A.

Ïóñòü λ1, λ2 > 0 è z ∈ λ1A+ λ2A. Òîãäà

z = λ1x+ λ2y = (λ1 + λ2)
[ λ1

λ1 + λ2
x+

λ2

λ1 + λ2
y
]
= (λ1 + λ2)w.

Òî÷êà

w =
[ λ1

λ1 + λ2
x+

λ2

λ1 + λ2
y
]
∈ A

â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà A. Ïîýòîìó òî÷êà z ∈ (λ1 + λ2)A, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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1.4. A = {(x, 0), x ∈ [0, 1]}∪{(0, y), y ∈ [0, 1]}. Òîãäà (1, 1) ∈ A+A,
íî (1, 1) /∈ 2A.

1.5. Íåò. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë R1.
1.6. Äà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷êè x0, y0 ∈ A, ÷èñëî α ∈ (0, 1)
òàêèå, ÷òî òî÷êà z = αx0+(1−α)y0) /∈ A, ïðè÷åì α 6= 0, 5. Îïðåäåëèì
ìíîæåñòâà B1i, B2i è òî÷êè xi, yi ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B10 = {βx0 + (1− β)y0

∣∣ β ∈ (0; 0, 5)},
B20 = {βx0 + (1− β)y0

∣∣ β ∈ (0, 5; 1)}.

Òî÷êà z ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ìíîæåñòâ B10, B20. Åñëè z ∈ B10,
òî ïîëàãàåì x1 = 0, 5x0 + 0, 5y0, y1 = y0, åñëè z ∈ B20, òî ïîëà-
ãàåì x1 = x0, y1 = 0, 5x0 + 0, 5y0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà
B1j , B2j , j = 0, . . . i−1 è òî÷êè xj , yj , j = 0, 1, . . . , i îïðåäåëåíû. Îïðå-
äåëÿåì ìíîæåñòâà B1i, B2i è òî÷êè xi+1, yi+1.

B1i = {βxi + (1− β)yi
∣∣ β ∈ (0; 0, 5)},

B2i = {βxi + (1− β)yi
∣∣ β ∈ (0, 5; 1)}.

Åñëè z ∈ B1i, òî ïîëàãàåì xi+1 = 0, 5xi + 0, 5yi, yi+1 = yi. Åñëè
z ∈ B2i, òî ïîëàãàåì xi+1 = xi, yi+1 = 0, 5xi + 5yi. Ïîëó÷åííîå
ñåìåéñòâî òî÷åê xi, yi îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
a) xi, yi ∈ A;
b) z ∈ [xi, yi] = {γxi + (1− γ)yi

∣∣ γ ∈ [0, 1]|};
c) [xi+1, yi+1] ⊂ [xi, yi] äëÿ âñåõ i;
d) lim

i→∞
‖xi − yi‖ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó âëîæåííûõ îòðåçêîâ

z = lim
i→∞

= lim
i→∞

yi.

Â ñèëó çàìêíóòîñòè A ïîëó÷åì, ÷òî z ∈ A. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

1.7. Äà. Ïóñòü

x, y ∈M, z = 0, 5x+ 0, 5y.
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Òîãäà

(Az, z) = 0, 25(Ax, x) + 0, 25(Ay, y) + 0, 5(Ax, y) =

= 0, 5(Ax, x) + 0, 5(Ay, y)− 0, 25(A(x− y), x− y) 6

6 0, 5(Ax, x) + 0, 5(Ay, y) 6 1.

Ïîýòîìó, íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ìíîæå-
ñòâî A âûïóêëî.

1.8. k =
√

2.
1.11. Íåò. Ïóñòü

A =

(
1 0
0 1

)
B =

(
−1 0

0 −1

)
.

Òîãäà 0, 5A+ 0, 5B � íóëåâàÿ ìàòðèöà.
1.12. Íåò. Ïóñòü A = (0,∞).
1.13. Ïóñòü α = inf

a∈A
‖a‖. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò an ∈

A òàêîå, ÷òî ‖an‖ = α + 1
n . Òàê êàê an ∈ A + A, òî ñóùåñòâóþò

bn, cn ∈ A, ÷òî an = bn + cn. Ïîýòîìó 0, 5an = 0, 5bn + 0, 5cn ∈ A â
ñèëó âûïóêëîñòè A. Çíà÷èò ‖0, 5an‖ = 0, 5α+ 1

2n > α. Ïîëó÷èëè, ÷òî
α 6 1

n äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Ñëåäîâàòåëüíî, α 6 0. Çíà÷èò α = 0

è ïîýòîìó 0 ∈ A.
1.14. Íåò. Ïóñòü A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ y < √2x, x, y − öåëûå }.
1.15. Ïóñòü l � ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå a ∈ IntA. Òàê êàê l, A �

âûïóêëûå ìíîæåñòâà, òî l∩A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëü-
íî, l ∩A ëèáî îòðåçîê, ëèáî ëó÷.

1.17. Ïóñòü Z = {(x1, x2, x3)
∣∣ x2

1− 2x1x3 + x2
2 6 0, x1 > 0}. Îòìå-

òèì, ÷òî Z � âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå. X �
ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà Z íà ïëîñêîñòü X1OX2. Ðàññìîòðèì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü òî÷åê pn = ( 1

n , 1−
1
n ). pn ∈ X (ïðè x3 = n). pn ñõîäèòñÿ

ê òî÷êå (0, 1), êîòîðàÿ íå ïðèíàäëåæèò X. Çíà÷èò ìíîæåñòâî X íå
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

1.19. Ìîæåò. Ïóñòü A = B = D1(0) \ {0}. Äîêàæåì, ÷òî A+B =
D2(0).

Ïóñòü a ∈ A, b ∈ B. Òîãäà ‖a + b‖ 6 ‖a‖ + ‖b‖ 6 2 è ïîýòîìó
A+B ⊂ D2(0).

Ïóñòü a ∈ D2(0). Åñëè a 6= 0, òî a = 0, 5a + 0, 5a, ïðè÷åì 0, 5a ∈
A,B. Åñëè a = 0, òî a = b+ (−b), ãäå b ∈ A,−b ∈ B. Çíà÷èò D2(0) ⊂
A+B.
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1.21. Áóäåò.
1.22. Íåò. Ïóñòü A = {(1; 1), (2; 2)}.
1.23. Òàê êàê ëþáûå äâå òî÷êè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ñî-

åäèíèòü îòðåçêîì, ëåæàùåì â ýòîì ìíîæåñòâå, òî âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, à çíà÷èò è ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.

1.27. 1. Ìíîæåñòâà Ai ïðåäñòàâèìû â âèäå

Ai =
⋂
j 6=i

{
x
∣∣ (x, aj − ai) 6 0, 5(‖aj‖2 − ‖ai‖2)

}
,

ãäå êàæäîå èç ìíîæåñòâ
{
x
∣∣ (x, aj−ai) 6 0, 5(‖aj‖2−‖ai‖2)

}
ÿâëÿåòñÿ

ïîëóïðîñòðàíñòâîì.
3. b) a1 = (0, 1), a2 = (−1, 0), a3 = (1, 0).
Òîãäà (0, 0) ∈ A1 ∩A2 ∩A3.
1.31. Ïóñòü A ∩B ñîñòîèò èç k îòðåçêîâ. Êîíöû îòðåçêîâ A ∩B

ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè îòðåçêîâ A èëè B. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàÿ
êîíöû îòðåçêîâ A ∩B, ïîëó÷àåì

2k 6 2n+ 2m. (15.64)

Îäíàêî ïðè ýòîì ëåâûé êîíåö îòðåçêà èç âñåõ êîíöîâ A èëè B ëèáî
íå ïðèíàäëåæèò A ∩ B, ëèáî âõîäèò â êîíöû A è â êîíöû B. Çíà-
÷èò, ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (15.64) ìîæíî óìåíüøèòü íà åäèíèöó.
Àíàëîãè÷íî ñ ñàìûì ïðàâûì êîíöîì. Â èòîãå ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

2k 6 2n+ 2m− 2, èëè k 6 n+m− 1.

1.32. Íåò.
1.33. Íåò. Ïóñòü

A = {(x1, x2, x3) ∈ R3
∣∣ x2

1 + x2
2 6 x2

3}.

Òîãäà ïðè ëþáîì c ∈ R1 ìíîæåñòâî

Ac = {(x1, x2, c)
∣∣ x2

1 + x2
2 6 c2}

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Òî÷êè (6, 8, 10), (6, 8,−10) ∈ A, à òî÷êà 0, 5(6, 8, 10)+
0, 5(6, 8,−10) /∈ A.

1.36. Ïóñòü x1, . . . , xk � öåíòðû êðóãîâ è

Ai = {x ∈ R2 | ‖x− xi‖ 6 ‖x− xj‖ äëÿ âñåõ j 6= i}.
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Òàê êàê Ai � ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïëîñêîñòåé, òî Bi =
Ai∩K ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè. Ïðè ýòîì, â êàæäîì
èç ìíîæåñòâ Bi ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäèí êðóã � êðóã ñ öåíòðîì â
òî÷êå xi.

1.37. Ïóñòü a ∈ A, h ∈ Rn, h 6= 0. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ l =
{a + th, t ∈ (−∞,∞)}. Òàê êàê ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî, òî ñóùå-
ñòâóþò α < 0 < β òàêèå, ÷òî òî÷êè a+ αh, a+ βh /∈ A. Åñëè áû ìíî-
æåñòâî Rn \A áûëî âûïóêëûì, òî âñå òî÷êè îòðåçêà [a+αh, a+ βh]
äîëæíû ïðèíàäëåæàòü Rn \ A. Òî÷êà a äàííîãî îòðåçêà ìíîæåñòâó
íå ïðèíàäëåæèò.

1.38. Äàííîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ìîöêèíà
([19], C. 90).

1.39. Äà.
1.40. Ïóñòü

A = {(x1, x2, x2) ∈ R3
∣∣ x2

1 − 2x1x3 + x2
2 6 0, x1 > 0}.

Ìíîæåñòâî A ïðåäñòàâèìî â âèäå

A = {x ∈ R3
∣∣ (Mx, x) 6 0} ∩ {x ∈ R3

∣∣∣ x1 > 0},

ãäå ìàòðèöà M èìååò âèä

M =

 1 0 −1
0 1 0
−1 0 0


Òàê êàê ìàòðèöà M íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî â ñèëó çàäà÷è
1.6 ìíîæåñòâî A âûïóêëîå è, êðîìå òîãî, îíî çàìêíóòî. Ïóñòü B �
ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà A íà ïëîñêîñòü X10X2. Ïîêàæåì, ÷òî B = {x ∈
R3
∣∣ x1 > 0}∪{(0, 0)}. Òî÷êè âèäà (0, x2) ïðè x2 6= 0 íå ïðèíàäëåæàò

B òàê êàê òî÷êè âèäà (0, x2, x3) íå ïðèíàäëåæàò A. Ïóñòü x1 > 0,

òîãäà òî÷êà
(
x1, x2,

x2
1+x2

2

2x1

)
∈ A è ïîýòîìó (x1, x2) ∈ B.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî B íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
1.41. Äà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Òîãäà ñó-

ùåñòâóþò x, y ∈ A,α ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî z = αx + (1 − α)y /∈ A. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðÿìóþ l, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç x, y. Òîãäà A ∩ l íå ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

1.42. Åñëè A êîìïàêòíî, òî A çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî. Ïîýòîìó
A ∩ l çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíî.
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Ïóñòü òåïåðü A∩l êîìïàêòíî. Äîêàæåì, ÷òî A îãðàíè÷åíî. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî A íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è ïóñòü a ∈ A. Òîãäà ïî
òåîðåìå 1.4 ñóùåñòâóåò h 6= 0, ÷òî a + th ∈ A äëÿ âñåõ t > 0 è, ñëå-
äîâàòåëüíî, A∩ {a+ th

∣∣ t ∈ R1} íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Çíà÷èò
A îãðàíè÷åíî. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîñòü A.

1.43. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëûé êîìïàêò ñ íåïóñòîé
âíóòðåííîñòüþ ãîìåîìîðôåí øàðó.

1.44. Ïóñòü γm =
m∑
j=1

αj , bm = 1
γm

m∑
j=1

αjaj . Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû

1.2, bm ∈ A äëÿ âñåõ m è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bm ñõîäèòñÿ ê a. Â ñèëó
çàìíóòîñòè A ïîëó÷àåì a ∈ A.

1.47. Ïóñòü x, y ∈ A, γ ∈ [0, 1]. Òîãäà

x = αa1 = (1− α)a2, y = βb1 = (1− β)b2,

ãäå a1, b1 ∈ A1, a2, b2 ∈ A2, α, β ∈ [0, 1]. Ïîýòîìó

γx+ (1− γ)y = γ(αa1) + (1− γ)(βb1) =

= γ(1− α)a2 + (1− γ)(1− β)b2.

Îáîçíà÷èì γ0 = γα+ (1− γ)β, òîãäà γ0 ∈ [0, 1] è
γ(1− α) + (1− γ)(1− β) = 1− γ0. Ïîëó÷àåì

γx+ (1− γ)y = γ0

[γα
γ0
a1 +

(1− γ)β

γ0
b1

]
∈ γ0A1,

γx+ (1− γ)y =

= (1− γ0)
[γ(1− α)

1− γ0
a2 +

(1− γ)(1− β)

1− γ0
b2

]
∈ (1− γ0)A2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

γx+ (1− γ)y ∈ γ0A1, γx+ (1− γ)y ∈ (1− γ0)A2

è ïîýòîìó γx+ (1− γ)y ∈ A.
1.48. Íåò. Ïóñòü A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ y > 0}, B = {(0, 0)}. Òîãäà
A ∪B âûïóêëîå ìíîæåñòâî, íî A ∩B = ∅.

1.49. 1. A =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x2 + y2 6 1

}
∪{(x, 0)

∣∣ x > 0}.
1.50. Íåò. Ïóñòü A = {0}, B = {1}.
1.51. Äîêàæåì, ÷òî (A ∪ B) + (A ∩ B) ⊂ A + B. Âîçüìåì x ∈

(A ∪B) + (A ∩B). Òîãäà x = u+ v, ãäå u ∈ A ∪B, v ∈ A ∩B.
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Ïóñòü u ∈ A. Òàê êàê v ∈ B, òî x = u + v ∈ A + B. Àíàëîãè÷íî,
åñëè u ∈ B.

Âêëþ÷åíèå A+B ⊂ (A ∪B) + (A ∩B) äîêàçàíî â [24, Ñ. 97].

1.53. B = {(x, y)
∣∣∣ x, y ∈ [−1; 1]} \ {(1; 0)}.

1.58. Íåò. Ïóñòü M = {x ∈ R2 : ‖x‖ = 2} ∪ {x ∈ R2 : ‖x‖ = 1},
z ∈ R2 òàêîé, ÷òî ‖z‖ = 1. Òîãäà Λ(z) = {2, 3}.

1.59. Äà. Åñëè Λ(z) ïóñòî èëè ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî ÷èñëà, òî
ìíîæåñòâî âûïóêëî. Ïóñòü λ1, λ2 ∈ Λ(z). Òîãäà λ1z ∈ M, λ2z ∈ M.
Ïîýòîìó äëÿ âñåõ ψ, ‖ψ‖ = 1 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

(λ1z, ψ) 6 c(M,ψ), (λ2z, ψ) 6 c(M,ψ).

Ïóñòü α ∈ [0, 1]. Óìíîæèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà α, âòîðîå óìíîæèì
íà 1− α è ñëîæèì ïîëó÷èâøèåñÿ íåðàâåíñòâà. Ïîëó÷èì

((αλ1 + (1− α)λ2)z, ψ) 6 c(M,ψ).

Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ψ, òî (αλ1 +
(1 − α)λ2)z ∈ M è, ñëåäîâàòåëüíî, αλ1 + (1 − α)λ2 ∈ Λ(z), îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî Λ(z) âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

1.70. Ïóñòü H 6= S1(0) ⊂ Rn, p ∈ S1(0), p /∈ H. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî

A = {x ∈ Rn, | (p, x) 6 0}.
Òîãäà A íå ÿâëÿåòñÿ H-âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

2.1. coA = {x2 + bx+ c
∣∣ c > 4b2}.

2.4. Íåò. Ïóñòü

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y = 0} ∪ {(0, 1)}.

Òîãäà

coA = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y ∈ [0, 1)} ∪ {(0, 1)}.

2.5. Íåò. Ïóñòü A = {a}, B = {b}, a 6= b, a, b ∈ Rn.
2.6. Íåò. Ïóñòü A = {(−1; 0), (1; 0)}, B = {(0; 0)}.
2.10. Ïóñòü σ = {t0 = a < t1 < · · · < tk−1 < tk = b} ðàçáèåíèå

îòðåçêà [a, b]. Ðàññìîòðèì

S(σ, f) =
1

b− a

k∑
i=1

f(τi)∆i, τi ∈ [ti−1, ti], ∆i = ti − ti−1.
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Òàê êàê
k∑
i=1

∆i

b− a
= 1 è ∆i > 0, òî S(σ, f) ∈ coA äëÿ ëþáîãî ðàçáèå-

íèÿ σ è ëþáîãî íàáîðà òî÷åê τi. Ìíîæåñòâî coA ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò-
íûì. Òàê êàê ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà, òî

f0 = lim
diamσ→0

S(σ, f)

è ïîýòîìó f0 ∈ coA.
2.11. Íåò. Ïóñòü A = (−2,−1] ∪ [1, 2).
2.12. Íåò. Ïóñòü A = {± 1

n , n ∈ N}.
2.13. Ðàññìîòðèì âûïóêëóþ îáîëî÷êó âñåõ äàííûõ òî÷åê. Ïî-

ëó÷èì ìíîãîóãîëüíèê. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå äàííûå òî÷êè
ÿâëÿþòñÿ åãî âåðøèíàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü òî÷êà A, êîòîðàÿ
íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé. Ðàññìîòðèì òî÷êó B, ÿâëÿþùóþñÿ âåðøèíîé.
Ïðîâåäåì âñå äèàãîíàëè èç âåðøèíû B. Äèàãîíàëè ðàçäåëÿò ìíîãî-
óãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê, êîòîðîì ïðè-
íàäëåæèò òî÷êà A. Òîãäà òî÷êà A è âåðøèíû äàííîãî òðåóãîëüíèêà
íå ìîãóò áûòü âåðøèíàìè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå.

2.14. Ìîæåò.
2.15. Îáîçíà÷èì òî÷êè A,B,C,D,E. Ðàññìîòðèì èõ âûïóêëóþ

îáîëî÷êó. Åñëè îíà ïÿòèóãîëüíèê èëè ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî âñå äîêà-
çàíî. Ïóñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì ABC. Òàê
êàê òî÷êè D,E íå ìîãóò ëåæàòü íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà (òîãäà
òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé), òî îíè íàõîäÿòñÿ âíóòðè òðå-
óãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ADB,ADC,BDC. Òîãäà òî÷-
êà E ëåæèò âíóòðè îäíîãî èç íèõ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà íàõîäèòñÿ
âíóòðè ABD. Ïðîäîëæèì DC äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ AB è ïóñòü òî÷êà
K ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ. Òî÷êà E ëåæèò âíóòðè îäíîãî èç
òðåóãîëüíèêîâ ADK èëè KDB. Åñëè òî÷êà E ëåæèò âíóòðè òðå-
óãîëüíèêà AKD, òî ÷åòûðåõóãîëüíèê AEDC ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

2.16. Âîçüìåì ïðÿìóþ l, íå ïàðàëëåëüíóþ íèêàêîé ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç äâå îòìå÷åííûå òî÷êè. Ïðîâåäåì 401 ïðÿìóþ ïàðàë-
ëåëüíî l òàê, ÷òîáû â êàæäîé èç 400 ïîëîñ ìåæäó ñîñåäíèìè ïðÿìû-
ìè íàõîäèëîñü ðîâíî 5 îòìå÷åííûõ òî÷åê. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è 2.15.
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2.17. Ðàññìîòðèì òî÷êó

a =
1

n

k∑
i=1

(λai + (1− λ)h(ai)).

Èìååì a ∈ Aλ. Òàê êàê h � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî

a =
λ

n

k∑
i=1

ai +
(1− λ)

n

k∑
i=1

h(ai) =

=
λ

n

k∑
i=1

ai +
(1− λ)

n

k∑
i=1

ai =
1

n

k∑
i=1

ai.

2.18. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 2.17.
2.19. Ðàññìîòðèì âûïóêëóþ îáîëî÷êó âñåõ òî÷åê. Ïîëó÷èì íåêî-

òîðûé ìíîãîóãîëüíèê. Ïóñòü AB � ïðîèçâîëüíàÿ ñòîðîíà ýòîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà. Ñðåäè îñòàâøèõñÿ òî÷åê âûáåðåì òî÷êó C, èç êîòîðîé
îòðåçîê AB âèäåí ïîä íàèáîëüøèì óãëîì. Îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ
îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC è áóäåò èñêîìîé.

2.20. 2. Íåò. Ïóñòü f(x) = 1− x2, a = 0,K = {−2, 2}.
2.21. A = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}.
2.23. Ïóñòü x ∈ ∂(coA). Òîãäà ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè òî÷êà x

ïðåäñòàâèìà â âèäå

x = α1a1 + · · ·+ αn+1an+1, ãäå αj > 0,

n+1∑
j=1

αj = 1, aj ∈ A.

Åñëè αk = 0 ïðè íåêîòîðîì k, òî âñå äîêàçàíî. Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå
αj > 0. Ïî òåîðåìå 5.1 ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü H = {x

∣∣ (p, x) =

γ}, îïîðíàÿ ê coA â òî÷êå x, A ⊂ {x
∣∣ (p, x) 6 γ}. Åñëè ak /∈ H ïðè

íåêîòîðîì k, òî

(p, x) =

n+1∑
j=1

(p, aj) < γ

è ïîýòîìó x /∈ H. Çíà÷èò âñå aj ∈ H è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè an+1 −
a1, . . . , a2−a1 ëåæàò â ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ñîîòâåòñòâóþùåì
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H. Ïîýòîìó îíè ëèíåéíî çàâèñèìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
β2, . . . , βn+1, îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþùèåñÿ â íóëü è òàêèå, ÷òî

β2(a2 − a1) + · · ·+ βn+1(an+1 − a1) = 0.

Òîãäà ïðè ëþáîì µ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

x = (α1 − µ(β2 + · · ·+ βn+1))a1 + · · ·+ (αn+1 + µβn+1)an+1.

Âûáèðàÿ µ òàê, ÷òîáû âñå êîýôôèöèåíòû áûëè íåîòðèöàòåëüíû è
õîòÿ áû îäèí èç íèõ îáðàòèëñÿ â íóëü, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå x â
âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè íå áîëåå, ÷åì n òî÷åê ìíîæåñòâà A.

2.24. Â ñèëó òåîðåìû 2.2 z ∈ co(A ∪ B) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò a1, . . . , as ∈ A, b1, . . . , bm ∈ B, íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà λ1, . . . , λs, µ1, . . . , µm, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1 è òàêèå, ÷òî

z = λ1a1 + · · ·+ λsas + µ1b1 + · · ·+ µmbm.

Îáîçíà÷èì λ = λ1 + · · · + λs. Òîãäà µ1 + · · · + µs = 1 − λ. Ñ÷èòàåì,
÷òî λ ∈ (0, 1). Èìååì

λ1a1 + · · ·+ λsas = λ
(λ1

λ
a1 + · · ·+ λs

λ
as

)
,

µ1b1 + · · ·+ µmbm = (1− λ)
( µ1

1− λ
b1 + · · ·+ µm

1− λm
bm

)
,

ïðè÷åì â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ A,B

a =
λ1

λ
a1 + · · ·+ λs

λ
as ∈ A, b =

µ1

1− λ
b1 + · · ·+ µm

1− λm
bm ∈ B.

Ïîýòîìó z = λa+ (1− λ)b.
2.25. 1. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü ìåòîäîì îòïðîòèâíîãî.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà ai ∈ IntcoA. Òîãäà ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè
ñóùåñòâóþò òî÷êè ak, al, am ∈ A òàêèå, ÷òî ai ∈ Intco{ak, al, am}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç n(x, y, z) � ÷èñëî òî÷åê èç A, ðàñïîëîæåííûõ â
Intco{x, y, z}. Èìååì

n(ak, al, am) = n(ak, al, ai) + n(al, am, ai) + n(al, ak, ai) + 1.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, òàê êàê ñëåâà ÷åòíîå ÷èñëî, à ñïðà-
âà � íå÷åòíîå.
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2. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
2.26. a). Íåò, ïóñòü A = [0, 1), B = [0, 1]; b). Äà.
2.28. a). Äà. A ⊂ coA, ïîýòîìó A ⊂ coA. Ñëåäîâàòåëüíî, A ⊂ coA.

Òàê êàê coA ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, òî coA ⊂ coA.
b). Íåò. Ïóñòü A = {(x, y) ∈ R2 : y = 0} ∪ {(0, 1)}. Òîãäà A = A,

coA = {(x, y) ∈ R2 : y ∈ [0, 1)} ∪ {(0, 1)},
coA = {(x, y) ∈ R2 : y ∈ [0, 1]}.

2.34. Äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ Kj âçÿòü ìíîæåñòâà

Kj = {x ∈ A : ρ(x, ∂A) >
1

j
è ‖x‖ 6 j}.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà Kj çàìêíóòû è îãðàíè÷åíû è ïîýòîìó êîì-
ïàêòíû. Äîêàæåì, ÷òî Kj ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè. Îáî-
çíà÷èì Lj = {x ∈ A : ρ(x, ∂A) > 1

j }. Äîêàæåì, ÷òî Lj � âûïóêëûå
ìíîæåñòâà. Ïóñòü x1, x2 ∈ Lj . Òîãäà D0

1
j

(x1) ⊂ A è D0
1
j

(x2) ⊂ A. Òàê

êàê A ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, òî â A ëåæèò è âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà D0

1
j

(x1), D0
1
j

(x2). Ïîýòîìó ìíîæåñòâà Lj âûïóêëûå. Ìíî-

æåñòâî Kj áóäåò âûïóêëûì êàê ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.
2.37. Ïóñòü A = {(0, 1)}, B = {(−1, 0)}.
3.1. 3x2 + x3 + 2x4 = 0. Äîñòàòî÷íî ñðåäè íåðàâåíñòâ, çàäàþùèõ

A, íàéòè òî, êîòîðîå íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òî÷êè.
3.2. Íåò. Ïóñòü

A = {(x, 0) ∈ R2
∣∣ x ∈ [−1, 1]}, B = {(0, y) ∈ R2

∣∣ y ∈ [−1, 1].

3.5. Ïóñòü A1 ∩A2 = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, A1, A2 ñòðîãî îòäåëèìû.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò p ∈ Rn, p 6= 0, µ ∈ R1 òàêèå, ÷òî

(p, x) < µ äëÿ âñåõ x ∈ A1,

(p, x) > µ äëÿ âñåõ x ∈ A2.

Ïóñòü x ∈ A1, y ∈ A2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : [0, 1]→ R1

f(t) = t(p, x) + (1− t)(p, y).

Èìååì f(0) = (p, y) > µ, f(1) = (p, x) < µ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
t0 ∈ (0, 1), ÷òî f(t0) = µ. Òàê êàê x, y ∈ A1 ∪ A2 è A1 ∪ A2 âûïóêëî,
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òî t0x+(1−t0)y ∈ A1∪A2. Ïóñòü t0x+(1−t0)y ∈ A1, òîãäà (p, t0x+(1−
t0)y) < µ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàíåå äîêàçàííîìó ðàâåíñòâó (p, t0x +
(1 − t0)y) = µ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò, ÷òî A1, A2

èìåþò îáùèå òî÷êè.
3.6. Íåò. Ïóñòü A,B ñòðîãî îòäåëèìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-

ñòâóþò p ∈ Rn, p 6= 0, α ∈ R1 òàêèå, ÷òî

(p, a) < α äëÿ âñåõ a ∈ A, (p, b) > α äëÿ âñåõ b ∈ B.

Ïóñòü a ∈ coA, òîãäà a =
k∑
j=1

βjaj , ãäå aj ∈ A, βj > 0,
k∑
j=1

βj = 1.

Ïîýòîìó

(p, a) =

k∑
j=1

βj(p, aj) <

k∑
j=1

βjα = α.

Àíàëîãè÷íî, (p, b) > α, òî åñòü ìíîæåñòâà coA, coB îòäåëèìû.
3.7. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 3.6.
3.8. Ïóñòü z ∈ A. Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü

H =
{
x
∣∣ x1

z1
+
x2

z2
+ · · ·+ xn

zn
= n

}
,

è ïóñòü u � âåðøèíà, áëèæàéøàÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Òîãäà u ∈
H− = {x |

n∑
i=1

xi

zi
6 n}. Ïîýòîìó

n∑
i=1

xi
zi

6 n. Òàê êàê zi, ui > 0, òî

ui > nzi.
3.9. à) a ∈ [0, 2

3 ]; á) a ∈ [0, 2
3 ).

3.10. Ïóñòü êàæäûé èõ ìíîãîóãîëüíèêîâ A,B,C ìîæíî îòäåëèòü
îò äâóõ äðóãèõ. Äîêàæåì, ÷òî èõ íåëüçÿ ïåðåñå÷ü îäíîé ïðÿìîé.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: X,Y, Z � òî÷êè A,B,C, ëåæàùèå íà îäíîé
ïðÿìîé. Òîãäà îäíà èç òî÷åê ëåæèò ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè. Ïóñòü Y
ëåæèò ìåæäó X,Z. Ñëåäîâàòåëüíî, B íåëüçÿ îòäåëèòü îò A è C, òàê
êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà Y, äîëæíà áûòü îòäåëåíà îò òî÷åê
A,C.

Ïóñòü òåïåðü ìíîãîóãîëüíèêè íåëüçÿ ïåðåñå÷ü îäíîé ïðÿìîé. Îò-
ìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå A∩B ∩C = ∅. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå
âûïóêëûå îáîëî÷êè òî÷åê X ∈ A, Y ∈ B,Z ∈ C è äëÿ êàæäîãî òðå-
óãîëüíèêà XY Z íàéäåì âûñîòó èç âåðøèíû Y. Âûáåðåì òðåóãîëü-
íèê, ó êîòîðîãî ýòà âûñîòà íàèìåíüøàÿ. Ïóñòü ýòî áóäåò òðåóãîëü-
íèê X0Y0Z0. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âûñîòå è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
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ñåðåäèíó âûñîòû, íå ïåðåñåêàåò ìíîãîóãîëüíèêè B,A,C, òàê êàê â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàë áû òðåóãîëüíèê ñ ìåíüøåé âûñîòîé,
âûõîäÿùåé èç Y0.

3.11. Ïóñòü A = B = C = R2. Òîãäà A è B ðàçäåëÿþòñÿ ìíîæå-
ñòâîì C.

3.12. Åñëè A � âûïóêëîå, çàìíóòîå ìíîæåñòâî è b /∈ A, òî A è
{b} îòäåëèìû ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè.

Äëÿ êàæäîãî b /∈ A îáîçíà÷èì ÷åðåç Hb çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî (A ⊂ Hb), îïðåäåëÿåìîå ãèïåðïëîñêîñòüþ H, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò
A è {b}. Äîêàæåì, ÷òî

A =
⋂
b/∈A

Hb,

îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà A. Òàê êàê ïðè êàæ-
äîì b /∈ A âûïîëíåíî A ⊂ Hb, òî A ⊂

⋂
b/∈A

Hb.

Ïóñòü y ∈
⋂
b/∈A

Hb è ïðåäïîëîæèì, ÷òî y /∈ A. Òîãäà y è A ñòðî-

ãî îòäåëèìû è ïîýòîìó y /∈ Hy, à, ñëåäîâàòåëüíî, y /∈
⋂
b/∈A

Hb, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó òî÷êè y.
3.13. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òî÷êà x ∈ Rn è òî÷êè a1, a2 ∈ A òàêèå,

÷òî

‖x− a1‖ = ‖x− a2‖ = min
a∈A
‖x− a‖. (15.65)

Ðàññìîòðèì òî÷êó y = 0, 5(a1 + a2). Îòìåòèì, ÷òî y ∈ A. Òîãäà

‖y − x‖ = 0, 5‖(x− a1) + (x− a2)‖ =

0, 5
√
‖x− a1‖2 + 2(x− a1, x− a2) + ‖x− a2‖2 < ‖x− a1‖,

òàê êàê

2(x− a1, x− a2) < ‖x− a1‖2 + ‖x− a2‖2.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (15.65).
3.14. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà A è Rn \ A îò-

äåëèìû, òî åñòü ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü H òàêàÿ, ÷òî

A ⊂ H−, B = Rn \A ⊂ H+.
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Ìíîæåñòâî B îòêðûòî. Ñëåäîâàòåëüíî, B = IntB ⊂ IntH+. Ïîýòîìó
H− = Rn \

(
IntH+

)
⊂ Rn \B = A. Ïîëó÷èëè H− = A.

3.15. Íåò. Ïóñòü A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x2 + (y + 1)2 6 1}. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî p = (p1, p2) � èñêîìûé. Ðàññìîòðèì q = (p2,−p1 + ε), ãäå
ε > 0 òàêîå, ÷òî −p1 +ε < 0. Òîãäà òî÷êà z = 2(p1−ε)

‖q‖2 (p2,−p1 +ε) ∈ A,
íî (p, z) = 2(p1−ε)p2ε

‖q‖2 > 0.

3.16. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà A è IntRn+ îòäå-
ëèìû. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò p ∈ Rn, p 6= 0, γ ∈ R1 òàêèå, ÷òî

(p, x) 6 γ äëÿ âñåõ x ∈ A, (p, y) > γ äëÿ âñåõ y ∈ Rn+.

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 òî÷êà y = (ε, . . . , ε) ∈ IntRn+, ïîýòîìó (p, y) > γ.
Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0+, ïîëó÷àåì
γ 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x ∈ A âûïîëíåíî (p, x) 6 γ 6 0.

3.17. A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y 6 0}, B = {(0, y) ∈ R2

∣∣ y > 0}.
3.18. A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ y 6 0}, B = {(0, y) ∈ R2
∣∣ y > 0}.

3.19. Íåò. Ïóñòü

A =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3
∣∣ x2

1 − 2x1x3 + x2
2 6 0, x1 > 0

}
,

B =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3
∣∣ x1 = 0, x2 = 1

}
.

Òîãäà A ∩ B = ∅. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé âåêòîð p = (p1, p2, p3)
ñóùåñòâóåò. Çàôèêñèðîâàâ òî÷êó a ∈ A, ïîëó÷èì, ÷òî íåðàâåíñòâî
(p, a) < (p, b) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ b ∈ B. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåðà-
âåíñòâî (p, a) < p2 + p3x3 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x3. Çíà÷èò x3 = 0.
Çàôèêñèðóåì òî÷êó b ∈ B. Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (p, a) < (p, b) ñïðà-
âåäëèâî äëÿ âñåõ a ∈ A. Áåðåì a =

(
1, t, t

2+1
2

)
è ïîëó÷àåì, ÷òî íåðà-

âåíñòâî p1 + p2t < p2 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ t. Ïîýòîìó p2 = 0. Òîãäà
ïðè a = (0, 0, 0), b = (0, 1, 1) ïîëó÷àåì (p, a) = (p, b), ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò ïðàâèëó âûáîðà âåêòîðà p.

3.20. 5.
3.27. Ïóñòü a ∈ A. Òîãäà

‖a− b‖2 = ‖b− a0 + a0 − a‖2 =

= ‖b− a0‖2 + ‖a− a0‖2 + 2(a0 − b, a− a0) > ‖b− a0‖2.

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî a0 � ïðîåêöèÿ òî÷êè b íà ìíîæåñòâî A.
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3.28. Òàê êàê A � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî â ñèëó òåî-
ðåìû 3.3 è çàäà÷è 3.27. òî÷êà a0 � ïðîåêöèÿ òî÷êè b íà ìíîæåñòâî
A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ a ∈ A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(a0 − b, a− a0) > 0. (15.66)

Ïóñòü a ∈ A, a 6= a0. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ l = {a0 + t(a− a0), t ∈ R1},
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè a, a0. Òàê êàê A � àôôèííîå ìíîæåñòâî,
òî l ⊂ A. Ïóñòü a1 = 2a0 − a. Òîãäà äëÿ a1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
(15.66). Èìååì (a0 − b, a1 − a0) > 0.

(a0 − b, a1 − a0) = (a0 − b, a0 − a) > 0.

Îòñþäà (a0 − b, a0 − a) 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (a0 − b, a− a0) = 0.
4.1. Íåò. Ïóñòü

A = {(x, y) ∈ R2 | x = 1, y ∈ [−1, 1]},
B = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1]}.

Òîãäà riB = IntB, riA = {(x, y) ∈ R2 | x = 1, y ∈ (−1, 1)} è riA∩ riB =
∅.

4.4. Ïóñòü A = {(x, y)
∣∣ x > 0, y > 0} ∪ {(0, 0)},

B = {(x, 0)
∣∣ x ∈ R1}. Òîãäà ri(A ∩B) = {(0, 0)}, riA ∩ riB = ∅.

4.7. Äà. Èç çàäà÷è 3.14 ñëåäóåò, ÷òî A ïîëóïðîñòðàíñòâî. Ïîýòî-
ìó affA = Rn.

4.11. Íåò. Ïóñòü A = [−1, 0], B = [0, 1].
4.16. Íåò. Ïóñòü

A = {x ∈ R2 |x1 ∈ (0, 1), x2 ∈ (0, 1)} ∪ {0},
B = {x ∈ R2 | x1 ∈ [0, 1], x2 = 0}.

Òîãäà (A ∩B) = {0}, A ∩B = B.
4.17. Ïóñòü x ∈ riA ∩ riB, y ∈ A ∩ B. Ïî óñëîâèþ, riA ∩ riB 6= ∅.

Îïðåäåëèì zλ = λa + (1 − λ)b, λ ∈ (0, 1). Òîãäà â ñèëó òåîðåìû
4.4 zλ ∈ riA, zλ ∈ riB. Êðîìå òîãî lim

λ→+0
zλ = b. Ïîýòîìó â ñèëó

ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà òî÷êè b áóäåì èìåòü

A ∩B ⊂ riA ∩ riB ⊂ A ∩B ⊂ A ∩B.
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Òàê êàê ëåâîå è ïðàâîå ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò, òî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
ðàâåíñòâî.

5.1. 2x1 + 2x2 − x3 − 2 = 0.
5.3. Âçÿòü γ = sup

a∈A
(p, a).

5.4. Íåò. Ïóñòü A = {x, y) ∈ R2
∣∣ xy > 1, x > 0}. Òîãäà A ⊂

H+ = {z ∈ R2 | (p, z) > 0, p = (1, 0)}. Îäíàêî ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü
H = {(x, y) | y = α} íå ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé.

5.6. a) Íåò. Ïóñòü A � êðóã â R2. Ïðîåêöèÿ A íà ëþáóþ ãèïåð-
ïëîñêîñòü (ïðÿìóþ) � îòðåçîê.

5.7. Ðàññìîòðèì òî÷êè x1, x2, x3, x4 � âåðøèíû òåòðàýäðà ìàêñè-
ìàëüíîãî îáúåìà, âïèñàííîãî â äàííîå òåëî A. Òîãäà ïëîñêîñòü H,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îäíó èç òî÷åê ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè H1, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òðè îñòàâøèåñÿ òî÷êè áóäåò îïîðíîé ïëîñêîñòüþ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè áû ïëîñêîñòüH ñîäåðæàëà âíóòðåííþþ òî÷êó òåëà,
òî íà ãðàíèöå òåëà ìîæíî áûëî áû íàéòè òî÷êó z, ðàññòîÿíèå îò êî-
òîðîé äî ïëîñêîñòè H1 áûëî áû áîëüøå, ÷åì îò äàííîé òî÷êè, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èëî ìàêñèìàëüíîñòè îáúåìà òåòðàýäà.

5.8. 1. Ðàññìîòðèì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé a.
×åðåç êàæäûå äâå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ïðîâåäåì äóãó îêðóæíî-
ñòè ðàäèóñîì a ñ öåíòðîì â òðåòüåé âåðøèíå. Ìíîæåñòâî A, îãðàíè-
÷åííîå äóãàìè îêðóæíîñòåé, èñêîìîå.

5.9. 2. Ïóñòü A � ãèïåðïëîñêîñòü â Rn. Òîãäà A íå èìååò ðåãó-
ëÿðíûõ òî÷åê.

5.10. Ïóñòü H1 = {x
∣∣ (p1, x) = α1}, H2 = {x

∣∣ (p2, x) = α2} �
îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè ê ìíîæåñòâó A â òî÷êå a0. Ñ÷èòàåì, ÷òî

A ⊂ {x
∣∣ (p1, x) 6 α1}, A ⊂ {x

∣∣ (p2, x) 6 α2}.

Òîãäà ãèïåðïëîñêîñòü âèäà H = {x
∣∣ (q, x) = γ}, ãäå q = αp1 + βp2,

γ = αα1 + βα2, α > 0, β > 0 áóäåò îïîðíîé ê A â òî÷êå a0.
5.11. Íåò. Ïóñòü A = A1 ∩A2, ãäå

A1 = {(x1, x2) | (x1 + 1)2 + x2
2 6 2},

A2 = {(x1, x2) | (x1 − 1)2 + x2
2 6 2}.

Â òî÷êàõ (0;±1) A èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî îïîðíûõ ãèïåðïëîñêî-
ñòåé.

5.12. Äà. Ïóñòü Hk = {x
∣∣ (pk, x) = γk}(‖pk‖ = 1) � ãèïåðïëîñ-

êîñòü, îïîðíàÿ ê A â òî÷êå ak. Ñ÷èòàåì, ÷òî A ⊂ {x
∣∣ (pk, x) 6 γk}.
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Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk} îãðàíè÷åíà, òî èç íåå ìîæíî âû-
áðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñ÷èòàåì, ÷òî pk ñõîäèòñÿ
ê p. Îòìåòèì, ÷òî ‖p‖ = 1. γk = (pk, ak), ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{γk} îãðàíè÷åíà è, ñëåäîâàòåëüíî, èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùó-
þñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñ÷èòàåì, ÷òî γk → γ.

Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü H = {x
∣∣ (p, x) = γ}. Äîêàæåì, ÷òî

îíà ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê ìíîæåñòâó A â òî÷êå a.
1. Ïîêàæåì, ÷òî a ∈ H. Òàê êàê ak ∈ Hk, òî (pk, ak) = γk. Ïåðå-

õîäÿ â ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì (p, a) = γ.
2. Ïîêàæåì, ÷òî A ⊂ H− = {x

∣∣ (p, x) 6 γ}. Âîçüìåì òî÷êó x ∈ A.
Òîãäà äëÿ âñåõ k ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (pk, ak) 6 γk. Ïåðåõîäÿ
â óêàçàííûõ íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì (p, x) 6 γ è ïîýòîìó
x ∈ H−.

5.13. Ïóñòü A � àôôèííîå ìíîæåñòâî, H � ãèïåðïëîñêîñòü,
îïîðíàÿ ê A â òî÷êå a. H = {x

∣∣ (p, x) = γ}, A ⊂ H− = {x
∣∣ (p, x) 6 γ}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà b ∈ A òàêàÿ, ÷òî b /∈ H. Òîãäà
(p, b) < γ è ïîýòîìó (p, b−a) < 0. Òàê êàê A � àôôèííîå ìíîæåñòâî,
òî a + t(b − a) ∈ A äëÿ âñåõ t ∈ R1. Çíà÷èò äëÿ âñåõ t ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî (p, a + t(b − a)) 6 γ. Îòêóäà äëÿ âñåõ t ïîëó÷àåì íåðà-
âåíñòâî (p, t(b− a)) 6 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðè t→ −∞ ëåâàÿ
÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê +∞.

5.16. Ïóñòü H = {x | (p, x) = γ} è A ⊂ {x | (p, x) 6 γ}. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ òî÷êà as /∈ A, òîãäà (p, as) < γ è

(p, a) = α1(p, a1) + · · ·+ αk(p, ak) < γ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî a ∈ H.
5.17. Åñëè n 6 4, òî ýòî î÷åâèäíî. Ïóñòü n > 5. Âîçüìåì n

ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë t1, . . . , tn. Äëÿ êàæäîãî
j ðàññìîòðèì òî÷êó Aj = (tj , t

2
j , t

3
j , t

4
j ). Ïóñòü A = co{A1, . . . , An}.

Âîçüìåì òî÷êè Al, Am è äîêàæåì, ÷òî Al, Am ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè
ìíîãîãðàííèêà A, à îòðåçîê [Al, Am] ÿâëÿåòñÿ åãî ðåáðîì. Ðàññìîò-
ðèì ìíîãî÷ëåí

P (t) =
( t
tl
− 1
)2( t

tm
− 1
)2

.

Òîãäà P (tl) = P (tm) = 0, P (t) > 0 äëÿ âñåõ t /∈ {tl, tm}. Ïðåäñòàâèì
P â âèäå

P (t) = a4t
t + a3t

3 + a2t
2 + a1t+ 1.
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Ïîëó÷àåì, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü a4x4 + a3x3 + a2x2 + a1x1 + 1 = 0
ñîäåðæèò òî÷êè Al, Am à âñå îñòàëüíûå òî÷êè Aj ëåæàò â ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå a4x4 + a3x3 + a2x2 + a1x1 + 1 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåð-
ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî A ïî îòðåçêó [Al, Am]. Çíà÷èò ýòîò
îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì, à åãî êîíöû � âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà
A.

6.1. à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà a 6= 0 òàêàÿ, ÷òî
a ∈ K ∩ K∗. Òàê êàê a ∈ K∗, òî â ñèëó òåîðåìû 6.2 (a, x) 6 0 äëÿ
âñåõ x ∈ K. Îòêóäà 0 < (a, a) 6 0.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K + K∗ 6= Rn è ïóñòü a ∈ Rn \ (K + K∗).
K+K∗ � âûïóêëûé êîíóñ, ïîýòîìó {a} è K+K∗ îòäåëèìû, ïðè÷åì
ìîæíî ñ÷èòàòü, îòäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò (çàäà÷à 6.31). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò q 6= 0 òàêîé, ÷òî

(q, x+ p) 6 0 äëÿ âñåõ x ∈ K, p ∈ K∗.

Çàôèêñèðóåì x, p. Ïóñòü α > 0. Òîãäà (q, αx+ p) 6 0 äëÿ âñåõ α > 0.
Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè α→ 0+, ïîëó÷àåì
(q, p) 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (q, p) 6 0 äëÿ âñåõ p ∈ K∗ è ïîýòîìó
q ∈ (K∗)∗ = K∗∗ = K.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî q ∈ K∗. Ïîëó÷èëè, ÷òî q ∈ K ∩ K∗,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó a) äàííîé çàäà÷è.

6.4. K∗ = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y − 3x 6 0, y + 5

4x 6 0}.
6.6. Ñì. çàäà÷ó 6.8.
6.7. K∗ = {(x, y)

∣∣ 3x2 − 2xy − 5y2 6 0, y 6 0}.
6.8. Íåò. Ïóñòü A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ (x − 1)2 + y2 6 1}. Òîãäà
conA = {(x, y) ∈ R2

∣∣ x > 0} ∪ {(0; 0)}.
6.10. Íåò. Ïóñòü

K = {(x, y)
∣∣ x > 0, y > 0} ∪ {(x, y)

∣∣ x 6 0, y 6 0}.

6.12. Íåò. Ïóñòü A = B = {1}. Òîãäà

con(A×B) = {(λ, λ) | λ > 0},
conA× conB = {(x, y) ∈ R2

∣∣ x > 0, y > 0}.

6.14. Íåò. Ïóñòü A = {(0; 1)}, B = {(1; 0)}. Òîãäà

con(A+B) = {(λ, λ)
∣∣ λ > 0},

conA+ conB = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x > 0, y > 0}.
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6.20. Äà. K = Rn.
6.23. Ïóñòü K = {(x, y)

∣∣ x > 0, y ∈ R1}. Òîãäà K+K = K, coK =

{(x, y)
∣∣ x > 0, y ∈ R1}.

6.24. Ïóñòü K � âûïóêëûé êîíóñ, x, y ∈ K. Òîãäà 0, 5x+0, 5 ∈ K,
ïîýòîìó x+ y = 2(0, 5x+ 0, 5y) ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî, K +K ⊂ K.

Ïóñòü K + K ⊂ K,x, y ∈ K,α ∈ (0, 1). Òîãäà αx, (1 − α)y ∈ K.
Ïîýòîìó αx+ (1− α)y ∈ K +K ⊂ K.

6.25. Èç çàäà÷è 6.24 ñëåäóåò, ÷òî K+K ⊂ K. Ïóñòü x ∈ K, òîãäà
x = 0, 5x+ 0, 5x ∈ K +K è ïîýòîìó K ⊂ K +K.

6.26. 2. Îòìåòèì, ÷òî x ∈ K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-
íåíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

x− 1− x2 6 0, x2 − x3 6 0, . . . , xn−1 − xn 6 0.

Âçÿâ â êà÷åñòâå

a1 = (1,−1, 0, . . . , 0), a2 = (0, 1,−1, 0, . . . , 0), . . . ,

an−1 = (0, . . . , 0, 1,−1),

ïîëó÷èì íóæíîå ïðåäñòàâëåíèå.
6.28. Íåò. Ïóñòü

K1 =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3
∣∣ x2

1 − 2x1x3 + x2
2 6 0, x1 > 0

}
,

K2 =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3
∣∣ x1 = x2 = 0

}
.

Òîãäà

K1 +K2 =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3
∣∣ x1 > 0

}
∪
{

(0, 0, x3) ∈ R3
∣∣ x3 ∈ R1

}
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y = (y1, y2, y3) ∈ R3, ïðè÷åì y1 > 0. Òîãäà,

åñëè y3 > y21+y22
2y1

, òî y ∈ K1 è ïîýòîìó y ∈ K1 +K2.

Åñëè y3 <
y21+y22

2y1
, òî y = u+ v, ãäå u ∈ K1, v ∈ K2,

u =
(
y1, y2,

y2
1 + y2

2

2y1

)
, v =

(
0, 0, y3 −

y2
1 + y2

2

2y1

)
.

6.30. Òàê êàê A,B îòäåëèìû, òî ñóùåñòâóþò p ∈ Rn, p 6= 0,
γ ∈ R1 òàêèå, ÷òî

(p, x) > γ äëÿ âñåõ x ∈ A, (p, y) 6 γ äëÿ âñåõ y ∈ B.
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Åñëè (p, x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ A èëè γ = 0, òî ãèïåðïëîñêîñòü H =
{(p, x) = 0} ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Ïóñòü (p, x) 6= 0 ïðè íåêîòîðîì x ∈ A. Òàê êàê αx ∈ A äëÿ âñåõ
α > 0, òî (p, αx) > γ. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó
ïðè α→ 0+, ïîëó÷àåì, ÷òî γ 6 0.

Åñëè (p, x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ A, òî ãèïåðïëîñêîñòü H èñêîìàÿ.
Ïóñòü γ < 0 è (p, x0) < 0 ïðè íåêîòîðîì x0 ∈ A. Òîãäà (p, αx0) 6 γ
äëÿ âñåõ α > 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê lim

α→+∞
(p, αx0) = −∞.

6.32. Ïóñòü x ∈ K, ñëåäîâàòåëüíî, (x, y) 6 0 äëÿ âñåõ y ∈ K∗.
Ïîýòîìó x ∈ K∗∗. Çíà÷èò K ⊂ K∗∗.

Äîêàæåì, ÷òî K∗∗ ⊂ K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò a ∈ K∗∗
òàêîå, ÷òî a /∈ K. Ïîýòîìó K è {a} ñòðîãî îòäåëèìû. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð p inRn è ÷èñëî γ òàêèå, ÷òî

(p, x) > γ äëÿ âñåõx ∈ K, γ > (p, a). (15.67)

Âçÿâ x = 0, ïîëó÷àåì γ < 0. Èç (15.67) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âåêòîðà
p0 = p

γ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

(p0, x) < 1 äëÿ âñåõ x ∈ K, 1 < (p0, a). (15.68)

Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ (15.68) ñëåäóåò, ÷òî p0 ∈ K∗. Òàê êàê a ∈ K∗∗,
òî (p0, a) 6 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó íåðàâåíñòâó (15.68). Ñëå-
äîâàòåëüíî, K∗∗ ⊂ K.

6.33. Ïóñòü z ∈ K1 + K2, òîãäà z = x + y, ãäå x ∈ K1, y ∈ K2.
Èìååì

z = x+ y = α
(x
α

)
+(1− α)

( y

1− α

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ αK1 + (1− α)K2.
Ïóñòü z ∈ αK1+(1−α)K2. Òîãäà z = αx+(1−α)y, x ∈ K1, y ∈ K2.

Òàê êàê x1 = αx ∈ K1, y1 = (1− α)y ∈ K2, òî z = x1 + y1 ∈ K1 +K2.
6.34. Èç çàäà÷ 2.24 è 6.33 ñëåäóåò, ÷òî

co(K1 ∪K2) =

=
⋃

α∈[0,1]

(
αK1 + (1− α)K2) =


K1 +K2, åñëè α ∈ (0, 1),

K1, åñëè α = 1,

K2, åñëè α = 0.
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Òàê êàê K1 ⊂ K1 +K2,K2 ⊂ K1 +K2, òî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
6.36. Ñì. [21].

6.46. Ïóñòü x =
m∑
j=1

λjaj . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λj 6= 0 äëÿ âñåõ j.

Åñëè a1, . . . , am ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî a1, . . . , am ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà ñóùåñòâóþò α1, . . . , αm íå
ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî è òàêèå, ÷òî

0 = α1a1 + α2a2 + . . .+ αmam. (15.69)

Åñëè âñå αj íåïîëîæèòåëüíû, òî óìíîæèì ðàâåíñòâî (15.69) íà (-1).
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè αj åñòü ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî d ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x = (λ1 − dα1)a1 + . . .+ (λm − dαm)am.

Ïóñòü

d = min
i:αi>0

λi
αi

=
λs
αs
.

Èìååì d > 0. Êðîìå òîãî, γi = λi−dαi > 0 äëÿ âñåõ i è γs = 0. Òî÷êà
x â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïðåäñòàâëåíà â âèäå

x = γ1a1 + . . .+ γs−1as−1 + γs+1as+1 + . . .+ γmam.

Òàêèì îáðàçîì â ïðåäñòàâëåíèè òî÷êè x êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ óìåíü-
øèëîñü õîòÿ áû íà 1. Åñëè ýòè âåêòîðû a1, . . . , as−1, as+1, . . . , am ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè íåò, ïîâòîðÿåì ðàññóæäå-
íèÿ.

6.47. Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ
çàäà÷è 6.46 è òîãî ôàêòà, ÷òî â Rn ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì n ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.

6.48. Ïóñòü y ∈ (A + K)∗. Òîãäà (y, a + b) 6 1 äëÿ âñåõ a ∈ A,
b ∈ K. Òàê êàê 0 ∈ K, òî ïîëó÷àåì, ÷òî (y, a) 6 1 äëÿ âñåõ a ∈ A.
Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ A∗.

Òàê êàê K êîíóñ, òî (y, a + λb) 6 1 âñåõ a ∈ A, b ∈ K, λ > 0.
Çàôèêñèðóåì a, b. Òîãäà íåðàâåíñòâî

(y, b) 6
1− (y, a)

λ
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ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ λ > 0. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê
ïðåäåëó ïðè λ→ +∞, ïîëó÷àåì (y, b) 6 0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè b,
ïîëó÷àåì, ÷òî y ∈ K∗.

Ïóñòü y ∈ A∗ ∩ K∗. Òîãäà (y, a) 6 1 äëÿ âñåõ a ∈ A è (y, b) 6 0
äëÿ âñåõ b ∈ K. Ïîýòîìó (y, a+ b) 6 1 äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ K. Çíà÷èò
y ∈ (A+K)∗.

6.50. Ñì. [13, ëåììà 3.6., c.37].
7.1. 1. Äà. 2.Äà. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî y ∈ A ⊂ D‖y−x0‖(x0).

Òî÷êà y ÿâëÿåòñÿ âûñòóïàþùåé äëÿ øàðà D‖y−x0‖(x0), ïîýòîìó îíà
áóäåò è âûñòóïàþùåé äëÿ A. 3. Íå âñåãäà. Ïóñòü A � âûïóêëûé
êîìïàêò ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ è x0 ∈ IntA. Òîãäà y = x0.

7.2. Íåò. Ïóñòü K = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y ∈ (0, 1)

}
∪{(0, 1)}. Òîãäà K

èìååò åäèíñòâåííóþ êðàéíþþ òî÷êó (0, 1), íî êîíóñîì íå ÿâëÿåòñÿ.
7.3. Ïóñòü

A = co
(
{x ∈ R3

∣∣ x2
1 + x2

2 = 1, x3 = 0}∪

∪{x ∈ R3
∣∣ x1 = 1, x2 = 0, x3 ∈ [−1, 1]}

)
.

Òîãäà òî÷êà (1; 0; 0) ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà êðàéíèõ
òî÷åê, à ñàìà êðàéíåé òî÷êîé íå ÿâëÿåòñÿ.

7.4. Íåò. Ïóñòü A = D1(0), L � ïðîåêòèðîâàíèå íà îñü OX. Òîãäà
L(estA) = [−1, 1], est(LA) = {−1, 1}.

7.8. a ∈ R1. Òî÷êà x(a) áóäåò êðàéíåé òî÷êîé äëÿ ìíîæåñòâà A
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x(a) ñòðîãî îòäåëèìà îò co{x1, x2, x3, x4},
òî åñòü êîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð p = (p1, p2, p3) òàêîé, ÷òî
(p, x(a)) > (p, xj) äëÿ âñåõ j = 1, 2, 3, 4. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó

p1(1− a) + p2 + 4p3 < 0

p1(1− a)− 2p3 < 0

−p1a− 2p2 + 5p3 < 0

0 < p1a+ p2 − p3

èëè


2p2 < −8p3 − 2(1− a)p1

2p2 > p1(1− a)

2p2 > p1a− 5p3

2p2 > 2p3 − 2p1a

.

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâìåñòíà
ñèñòåìà

p1(1− a) < −8p3 − 2p1(1− a)

p1a− 5p3 < −8p3 − 2(1− a)p1

2p3 − 2p1a < −8p3 − 2p1(1− a)

èëè


p3 < p1

3−3a
8

p3 < p1
a−2

3

p3 < p1
4−a
10

.
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Âèäíî, ÷òî p1 = 0, p2 = 3, p3 = −1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ïðè
ëþáîì a.

7.9 k = 1. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 7.7.
7.10 1, 2. Âåðíî.
7.11. Äà. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 7.5
7.13. Ïóñòü A = co{D1((−2; 0)), D1((2; 0))}. Òîãäà òî÷êà (2; 1) ÿâ-

ëÿåòñÿ êðàéíåé, íî íå ÿâëÿåòñÿ âûñòóïàþùåé.
7.14. 1). ei, i = 1, . . . , n, ãäå ei � ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ Rn; 2). Ïóñòü j ∈ {0, . . . , n−1}, òîãäà òî÷êà x = (x1, . . . , xn)
òàêàÿ, ÷òî x1 = · · · = xj = 0, xj+1 = · · · = xn = 1

n−j áóäåò êðàéíåé
òî÷êîé.

7.15. 2. Òî÷êà 0 áóäåò êðàéíåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñè-
ñòåìà Gx = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî åñòü òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà rangG = n.

7.16. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ïðÿìóþ l, èìååò âèä
ax1−x3 + 1 = 0. Åñëè a = 0, òî òî÷êà (1, 1, 1) ïðèíàäëåæèò è êîíóñó,
è ïëîñêîñòè. Åñëè a 6= 0, òî îáùåé äëÿ êîíóñà è ïëîñêîñòè òî÷êîé
áóäåò, íàïðèìåð, òî÷êà ( 1

a , a, 1).
7.18. Ïóñòü

A = {x ∈ R3 | x1 = x2 = 0}, H = {x ∈ R3 | x3 = 0}.

Òîãäà A∩H = {(0; 0; 0)}, íî òî÷êà (0; 0; 0) íå ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé
ìíîæåñòâà A.

7.19. Íåò. Ïóñòü A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x > 0, y ∈ R1}, b = (0, 0).

Òîãäà A ∪ {b} = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x > 0}.

7.20. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà b ∈ estM, íî
b /∈ {a1, . . . , ak}. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 7.1 ìíîæåñòâî M \ {b} ÿâ-
ëÿåòñÿ âûïóêëûì è, ïðè ýòîì, aj ∈ M \ {b}. Ñëåäîâàòåëüíî, M =
co{a1, . . . , ak} ⊂M \ {b}. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

7.22. A∩H êîìïàêò è ïîýòîìó est(A∩H) 6= ∅. Ïóñòü z ∈ est(A∩
H). Äîêàæåì, ÷òî z ∈ estA. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z /∈ estA, z = 0, 5(u+
v), u, v ∈ A, u 6= v.ÏóñòüH = {x

∣∣ (p, x) = α} èA ⊂ H− = {x
∣∣ (p, x) 6

α}. Èìååì

α = (p, z) = 0, 5(p, u) + 0, 5(p, v) 6 α.

Ñëåäîâàòåëüíî, (p, u) = (p, v) = α. Ïîëó÷èëè, ÷òî u, v ∈ A ∩ H.
Çíà÷èò z /∈ est(A ∩H). Ïðîòèâîðå÷èå.
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7.24. {x
∣∣ (Gx, x) = α}.

7.25. Ïóñòü z ∈ estC. Òîãäà z = u+v, ãäå u ∈ A, v ∈ B. Äîêàæåì,
÷òî u ∈ estA, v ∈ estB. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u /∈ estA. Òîãäà u =
0, 5(u1 + u2), u1, u2 ∈ A, u1 6= u2. Ïîëó÷àåì

z = 0, 5(u1 + u2) + v = 0, 5
[
(u1 + v) + (u2 + v)

]
,

ïðè÷åì u1 + v, u2 + v ∈ C è u1 + v 6= u2 + v. Çíà÷èò z /∈ estC. Ïðîòè-
âîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî v ∈ estB.

Ïóñòü A = [0,∞), B = (−∞, 0]. Òîãäà A + B = R1 è ïîýòîìó
∅ = estC 6= estA+ estB = {0}.

7.26. Îòìåòèì, ÷òî âñåãäà estA ⊂ ∂A. Äîêàæåì, ÷òî ∂A ⊂ estA.
Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü H îïîðíóþ ê A â òî÷êå z. Ñ÷èòàåì, ÷òî
H = {x

∣∣ (p, x) = α}, A ⊂ H− = {x
∣∣ (p, x) 6 α}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

z /∈ estA. Òîãäà z = 0, 5(u+ v), u, v ∈ A, u 6= v,

α = (p, z) = 0, 5(p, u) + 0, 5(p, v) 6 α.

Çíà÷èò (p, u) = (p, v) = α è ïîýòîìó u, v ∈ H, à, ñëåäîâàòåëüíî,
[u, v] ⊂ ∂A. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ∂A ⊂ estA.

7.27. Ïóñòü L : R2 → R1, Lz = z1, ãäå z = (z1, z2) ∈ R2, A =
{(0, y)

∣∣ y ∈ R1}. Òîãäà LA = {0} = est(LA), íî ëþáàÿ òî÷êà x ∈
(L)−1(0) /∈ estA = ∅.

7.28. A = co
{{

(0, 1,±1)
}
∪
{

(x1, x2, x3)
∣∣ x2

1 + x2
2 = 1, x3 = 0

}}
.

7.29. A = co{(±1, 0), (0,±1)}, K = {(x, 0)
∣∣ x ∈ R1}.

7.30. Ïóñòü y ∈ B, òîãäà y = a + x, ãäå a ∈ A, x ∈ K. Òàê êàê
K êîíóñ, òî 2x ∈ K è ïîýòîìó a + 2x ∈ B. Êðîìå òîãî, a ∈ B(a =
a + 0). Îòñþäà y = 0, 5a + 0, 5(a + 2x). Åñëè x 6= 0, òî a 6= a + 2x è,
ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà y íå ìîæåò áûòü êðàéíåé.

Ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè y ∈ estB, òî y = a + 0, ãäå a ∈ A. Òàê êàê
A ⊂ B, òî y ∈ estA.

7.34. Ëèáî óâåëè÷èòñÿ íà 1, ëèáî íå èçìåíèòñÿ, ëèáî óìåíüøèòñÿ.
Ïðè ýòîì óâåëè÷åíèå áîëåå ÷åì íà 1 íåâîçìîæíî.

7.35. Ëèáî óìåíüøèòñÿ íà 1, ëèáî íå èçìåíèòñÿ, ëèáî óâåëè÷èòñÿ.
8.1. Ïóñòü a1, . . . , an � çàäàííûå òî÷êè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

Ai = {x ∈ R2 | ‖x− ai‖ 6 1}.

Ai � âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ëþáûå òðè èç êîòîðûõ ïåðå-
ñåêàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Õåëëè âñå ìíîæåñòâà Ai èìåþò
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îáùóþ òî÷êó. Ïóñòü a ∈
⋂
i

Ai. Òîãäà ‖a − ai‖ 6 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå a ñîäåðæèò âñå òî÷êè ai.
8.2. Ïóñòü {H+

i }i∈I � çàìêíóòûå ïîëóïðîñòðàíñòâà òàêèå, ÷òî
A ⊂

⋃
i∈I

H+
i . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Bi = A\H+

i . Òîãäà Bi âûïóêëûå

ìíîæåñòâà. Äîêàæåì, ÷òî
⋂
i∈I

Bi = ∅. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû z ∈⋂
i∈I

Bi, òî z ∈ Bi äëÿ âñåõ i. Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ A è äëÿ âñåõ i

z /∈ H+
i , ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû óñëîâèþ çàäà÷è. Èç òåîðåìû Õåëëè

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ J ⊂ I, |J | 6 n+ 1, ÷òî⋂
j∈J

Bj = ∅. Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî A ⊂
⋂
j∈J

H+
j .

8.3. Êàæäûé ïÿòèóãîëüíèê íå ñîäåðæèò ðîâíî äâå âåðøèíû ñå-
ìèóãîëüíèêà, ïîýòîìó ëþáûå òðè ïÿòèóãîëüíèêà èìåþò îáùóþ âåð-
øèíó, à çíà÷èò, ïåðåñåêàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèìà òåîðåìà
Õåëëè.

8.4. Äîêàæåì, ÷òî ëþáûå òðè òî÷êè ìíîæåñòâà A ìîæíî íàêðûòü
êðóãîì ðàäèóñà r =

√
3

3 d. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå òðè òî÷êè ìíî-
æåñòâà A è ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ.
Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò d. Åñëè
òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé èëè òóïîóãîëüíûé, òî êðóã, ïîñòðîåí-
íûé íà åãî áîëüøåé ñòîðîíå êàê íà äèàìåòðå, áóäåò ñîäåðæàòü òðå-
óãîëüíèê. Ïóñòü òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé. Îäèí èç åãî óãëîâ α
íå ìåíüøå π

3 . Òîãäà ðàäèóñ îïèñàííîãî êðóãà íå ïðåâîñõîäèò

d

sinα
6

d

sin π
3

=

√
3

3
d.

Äàëåå ïðîâîäèì ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷è 8.1.

8.5. Äîñòàòî÷íîñòü. Êàæäîé ôóíêöèè f âèäà
f(x) = ax2 + bx + c ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó (a, b, c) ∈ R3 è
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

Ak = {(a, b, c) | |f(xk)− F (xk)| < ε}.
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Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà Ak âûïóêëû. Ïóñòü

(a1, b1, c1), (a2, b2, c2) ∈ Ak, α ∈ [0, 1],

f1(x) = a1x
2 + b1x+ c1, f2(x) = a2x

2 + b2x+ c2,

f(x) = ax2 + bx+ c = αf1(x) + (1− α)f2(x).

Òîãäà

|F (xk)− f(xk)| =
= |αF (xk) + (1− α)F (xk)− (αf1(xk) + (1− α)f2(xk)| =

= |α(F (xk)− f1(xk)) + (1− α)(F (xk)− f2(xk))| 6
6 α|F (xk)− f1(xk)|+ (1− α)|F (xk)− f2(xk)| <

< αε+ (1− α)ε = ε.

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå ÷åòûðå ìíîæåñòâà èç íàáîðà
{Ak}nk=1 ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Õåëëè âñå ìíîæåñòâà
{Ak}nk=1 èìåþò îáùóþ òî÷êó (â, b̂, ĉ).

Ôóíêöèÿ f(x) = âx2 + b̂x+ ĉ è áóäåò èñêîìîé.
8.8. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èäååé òåîðåìû 8.4.
8.9. Åñëè áû ëþáûå äâà îòðåçêà ïåðåñåêàëèñü, òî ïî òåîðåìå Õåë-

ëè âñå îòðåçêè èìåëè áû îáùóþ òî÷êó.
8.11. Ñì. çàäà÷ó 8.2.
9.1. a) Íåò. Ôóíêöèÿ g íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ g(λϕ) = λg(ϕ)

äëÿ âñåõ λ > 0.
9.2. 5) c(A,ϕ) = 0, 5

(
|ϕ1 + ϕ2|+ |ϕ1 − ϕ2|

)
;

6) c(A,ϕ) =

{
R
√
ϕ2

1 + ϕ2
2, ϕ2 > 0;

R|ϕ1|, ϕ2 < 0;

7) c(A,ϕ) =
m∑
i=1

|(ai, ϕ)|.

9.3. 1) A = co{(−1, 1), (1,−1)}, 2) A = co{(−1,−1), (1, 1)},
3) A = {(x1, x2)

∣∣ x1 ∈ [−2, 2], x2 ∈ [−3, 3]},
4) A = D1(0) + {(x1, x2)

∣∣ x1 ∈ [−1, 1], x2 ∈ [−1, 1]},
5) A = {(x1, x2)

∣∣ x2
1 + x2

2 6 1, x2 > 0}.
9.4. Ðàäèóñ R è öåíòð x0 îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è R =

max
x0∈A

min
‖ϕ‖=1

[
c(A,ϕ)− (x0, ϕ)

]
.

9.5. ‖a1 − a2‖ 6 r1 + r2.
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9.7. Òàê êàê a ∈ IntcoA, òî Dε(a) ⊂ coA ïðè íåêîòîðîì ε > 0.
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ϕ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

c(Dε(a), ϕ) = (a, ϕ) + ε‖ϕ‖ 6 c(coA,ϕ) = c(A,ϕ).

Çíà÷èò äëÿ ëþáîãî ϕ 6= 0 âåðíî

(a, ϕ) < (a, ϕ) + ε‖ϕ‖ 6 c(A,ϕ).

9.8. c(A,ϕ) =
√

(2ϕ1)2 + (3ϕ2)2 + (4ϕ3)2. Ìíîæåñòâî A ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå A = LD1(0), ãäå L =

2 0 0
0 3 0
0 0 4

 Òàê êàê L∗ = L,

òî c(A,ϕ) = c(LD1(0), ϕ) = c(D1(0), L∗ϕ) = c(D1(0), Lϕ).
9.9 Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ϕ 6= 0 ìíîæåñòâî

Aϕ ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, ïðè÷åì Aϕ = Aλϕ ïðè λ > 0. Îñòàëîñü
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 9.9.

9.10. a) Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 9.7 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∑
i

ϕi
∂c

∂ϕi
(A,ϕ) = c(A,ϕ).

Äèôôåðåíöèðóÿ äàííîå ðàâåíñòâî ïî ϕj , ïîëó÷èì

∂c

∂ϕj
(A,ϕ) =

∂c

∂ϕj
(A,ϕ) +

∑
i

ϕi
∂

∂ϕj

( ∂c
∂ϕi

(A,ϕ)
)
,

îòêóäà ñëåäóåò a).
9.14. Â ñèëó çàäà÷è 1.51 èìååì

A+B = (A ∪B) + (A ∩B).

Ïîýòîìó

c(A+B,ϕ) = c(A ∪B,ϕ) + c(A ∩B,ϕ) =

= max{c(A,ϕ), c(B,ϕ)}+ c(A ∩B,ϕ).

Îòñþäà

c(A ∩B,ϕ) = c(A+B,ϕ)−max{c(A,ϕ), c(B,ϕ)} =

= c(A,ϕ) + c(B,ϕ)−max{c(A,ϕ), c(B,ϕ)} =

= min{c(A,ϕ), c(B,ϕ)}.
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9.20. Ïóñòü ϕ ∈ Rn. Ðàññìîòèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè íàèáîëüøå-
ãî çíà÷åíèÿ (x, ϕ) ïî âñåì x ∈ E. Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
ñóùåñòâóåò è äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, ϕ) = (x, ϕ) + λ(Q−1(x− a), (x− a)).

Òîãäà
∂L

∂x
= ϕ+ 2λQ−1(x− a) = 0,

îòêóäà

x = a− 1

2λ
Qϕ.

Ïîäñòàâëÿÿ x â ðàâåíñòâî (Q−1(x − a), (x − a)) = 1, ïîëó÷èì
(Qϕ,ϕ) = 4λ2. Ñëåäîâàòåëüíî, λ = ± 1

2

√
Qϕ,ϕ). Òîãäà x∗ = a ±

Qϕ√
(Qϕ,ϕ)

. Èñêîìîìó ìàêñèìóìó îòâå÷àåò çíàê ïëþñ. Ïîýòîìó

c(E,ϕ) = (x∗, ϕ) = (a, ϕ) +
√

(Qϕ,ϕ).

10.1. ‖a1 − a2‖+ |r1 − r2|.
10.2. a) Ïóñòü b0 ∈ B. Äîêàæåì, ÷òî ρ(b0, A) 6 h(A,B). Èç îïðå-

äåëåíèÿ h(A,B) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
B ⊂ Dh(A,B)+ε(0)+A.Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò c ∈ Dh(A,B)+ε(0) è a0 ∈ A,
òàêèå, ÷òî b0 = c + a0, èëè c = b0 − a0. Îòñþäà äëÿ ëþáîãî ε > 0
âåðíî ‖c‖ = ‖b0 − a0‖ 6 h(A,B) + ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(b0, A) = inf
a∈A
‖b0 − a‖ 6 ‖b0 − a0‖ 6 h(A,B) + ε.

Çíà÷èò ρ(b0, A) 6 h(A,B). Ïóñòü b ∈ B, òîãäà

ρ(q, A) = inf
a∈A
‖q − a‖ = inf

a∈A
‖q − b+ b− a‖ 6

6 ‖q − b‖+ inf
a∈A
‖b− a‖ 6 ‖q − b‖+ h(A,B).

Èòàê, äëÿ ëþáîãî b ∈ B ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ(q, A) 6 ‖q − b‖+ h(A,B),

îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

ρ(q, A) 6 inf
b∈B
‖q − b‖+ h(A,B), èëè ρ(q, A) 6 ρ(q,B) + h(A,B).

211



10.3. Äîêàæåì 2). Îáîçíà÷èì r1 = h(A1, A2), r2 = h(B1, B2).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

A1 ⊂ A2 +Dr1+ ε
2
(0), B1 ⊂ B2 +Dr2+ ε

2
(0).

Çíà÷èò, A1 +B1 ⊂ A2 +B2 +Dr1+r2+ε(0). Àíàëîãè÷íî,

A2 ⊂ A1 +Dr1+ ε
2
(0), B2 ⊂ B1 +Dr2+ ε

2
(0)

è ïîýòîìó A2 + B2 ⊂ A1 + B1 + Dr1+r2+ε(0). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

h(A1 +B1, A2 +B2) 6 r1 + r2 + ε,

îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
10.10. Âåðíî. Ïóñòü a ∈ A. Òàê êàê Ak → A, òî äëÿ êàæäîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî Nm > Nm−1

òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ k > Nm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî h(Ak, A) < 1
m

è ïîýòîìó äëÿ òàêèõ k âûïîëíåíî A ⊂ Ak + D0
1
m

(0). Çíà÷èò a ∈
Ak+D 1

m
(0).Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîêà k 6 N1, òî ak ∈ Ak âûáèðàåì ïðîèçâîëüíî. Äëÿ N1 < k 6
N2 âûáåðåì ak ∈ Ak òàê, ÷òîáû ‖ak − a‖ < 1. Åñëè N2 < k 6 N3 âû-
áèðàåì ak ∈ Ak òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî ‖ak − a‖ < 1

2 è
òàê äàëåå. Äëÿ êàæäîãî k,Nj < k 6 Nj+1 âûáåðåì ak, ÷òîáû âûïîë-
íÿëîñü íåðàâåíñòâî ‖ak − a‖ < 1

j . Ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ak} ñõîäèòñÿ â a. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå âûïóêëîñòè íå èñïîëüçîâà-
ëîñü.

10.11. Âåðíî. Ïóñòü ak ∈ Ak è ak → a. Òàê êàê Ak → A, òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N(ε), ÷òî äëÿ âñåõ k > N(ε) âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

h(Ak, A) <
ε

2
, ‖ak − a‖ <

ε

2
.

Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò. ÷òî Ak ⊂ A + D0
ε
2
. Ïîýòîìó ak ∈

A + D0
ε
2
. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî k > N(ε) ñóùåñòâóåò a0

k ∈ A,
÷òî ‖ak − a0

k‖ < ε
2 . Òîãäà ‖a

0
k − a‖ < ε. Ïîýòîìó a0

k → a è, â ñèëó
çàìêíóòîñòè A, ïîëó÷àåì a ∈ A.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå âûïóêëîñòè íå ïîòðåáîâàëîñü.
10.12. Âåðíî. Ïóñòü a, b ∈ A,α ∈ [0, 1]. Â ñèëó çàäà÷è 10.10

ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak}, {bk} òàêèå, ÷òî ak, bk ∈ Ak
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äëÿ âñåõ k è ak → a, bk → b. Òàê êàê ìíîæåñòâà Ak âûïóêëû, òî
αak + (1 − α)bk ∈ Ak äëÿ âñåõ k è, êðîìå òîãî, αak + (1 − α)bk →
αa + (1 − α)b. Â ñèëó çàäà÷è 10.11 òî÷êà αa + (1 − α)b ∈ A. Çíà÷èò
ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

10.15. Äîêàæåì, ÷òî ρ(x1,M2) = ρ(x2,M1) äëÿ âñåõ x1 ∈ M1,
x2 ∈ M2. Ïîëàãàåì r1 = ρ(x1,M2), r2 = ρ(x2,M1). Åñëè y2 ∈ M2 è
y1 = x2 + (x1 − y2), òî y1 ∈M1( çàìå÷àíèå 4.2). Ïîýòîìó

r2 = inf
y∈M1

‖x2 − y‖ 6 ‖y1 − x2‖ = ‖y2 − x1‖.

Òàê êàê íåðàâåíñòâî ñòïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî y2 ∈M2, òî

r2 6 inf
y2∈M2

‖x1 − y2‖ = r1.

Àíàëîãè÷íî, r1 6 r2. Çíà÷èò r1 = r2.

10.16. f(x) = ρ(x,A)−ρ(x,B)
ρ(x,A)+ρ(x,B) .

10.18. Ïóñòü ε > 0, A = Rn \D ε
2
(0). Òîãäà A + Dε(0) = Rn è

h(A,A+Dε(0)) = h(A,Rn) = ε
2 < ε.

10.19. Íåò. Ïóñòü D ⊂ K(Rn), a, b /∈ D, a 6= b, A = D ∪ {a},
B = D ∪ {b}. Òîãäà ∆(A,B) = 0, íî A 6= B.

10.22. Äà. Íàïðèìåð, ïóñòü A = {x ∈ [0, 1], x − ðàöèîíàëüíî},
B = {x ∈ [0, 1], x− èððàöèîíàëüíî}.

11.3. Íåò. Ïóñòü m = n+ 1. Âçÿâ c = −ai ïðè íåêîòîðîì i, ïîëó-
÷èì íàáîð, íå îáðàçóþùèé ïîëîæèòåëüíîãî áàçèñà.

11.4. Íåò. Ïóñòü a1 = (1, 1), a2 = (−1, 1), a3 = (0,−1),
c = (−2, 0).

11.5. Äà, ÿâëÿþòñÿ.
12.1. Íåò. Ïóñòü A = [0, 2], B = {−1; 1}, C = [−1, 1].
12.2. Íåò. Ïóñòü A = R2, B = {0}, C = R2

+.
12.4. Ñì. [1].
12.7. D√2(−1; 0) ∩D√2(1; 0).
12.8. Ñì. [1].
12.11. Ïóñòü n = 2 è

A = D1(0; 0), B = co{(0; 0), (1; 0)}.

Òîãäà A ∗ B = D1(0; 0) ∩D1((−1; 0).
12.14. A = Rn, B = {b}, C = {c}, b 6= c.
12.15. A = R1, α = β = 1.

213



12.16. α = 2, β = 1, A = {1, 1} ⊂ R1.
12.17. 1.

S(A,A
∗
B +B) =

= {ϕ ‖ϕ‖ = 1, c(A,ϕ) = c(A
∗

(A
∗
B +B) + (A

∗
B +B), ϕ)} =

= {ϕ
∣∣ ‖ϕ‖ = 1, c(A,ϕ) = c(A

∗
B +B,ϕ) = S(A,B).

2. S(A,B) = {(1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1)}.
3. Ïóñòü ϕ ∈ S(A,B). Òîãäà

c(A,ϕ) = c(A
∗
B +B), ϕ) = c(A

∗
B,ϕ) + c(B,ϕ),

ïîýòîìó c(A ∗ B +B,ϕ) = c(A,ϕ)− c(B,ϕ).
12.18. 1. Ïóñòü x ∈ K ∗ K, òîãäà x + K ⊂ K. Òàê êàê 0 ∈ K, òî

x ∈ K. Ïîëó÷èëè, ÷òî K ∗ K ⊂ K. Åñëè α > 0, òî αx+αK ⊂ αK. Òàê
êàê αK = K, òî αx+K ⊂ K. Ïîýòîìó αx ∈ K ∗ K. Ñëåäîâàòåëüíî,
K ∗ K � êîíóñ.

Âîçüìåì x, y ∈ K ∗ K,α, β > 0. Òîãäà αx, βy ∈ K ∗ K. Ïîýòîìó
αx+K ⊂ K, βy +K ⊂ K. Çíà÷èò

αx+ βy +K = αx+ (βy +K) ⊂ αx+K ⊂ K.

Â ñèëó òåîðåìû 6.1 K ∗ K � âûïóêëûé êîíóñ.
2. Òàê êàê êîíóñ K âûïóêëûé, òî ïî òåîðåìå 6.1 äëÿ ëþáûõ x, y ∈

K âûïîëíåíî x+y ∈ K. Îòñþäà x+K ⊂ K. Ïîýòîìó x ∈ K ∗ K. Ñëå-
äîâàòåëüíî, K ⊂ K ∗ K. Èñïîëüçóÿ ïóíêò 1, ïîëó÷àåì K = K ∗ K.

12.19. Òàê êàê Q ïîëíîñòüþ âûìåòàåò Dr(0), òî ôóíêöèÿ

f(ϕ) = r‖ϕ‖ −

√√√√ n∑
i=1

λ2
iϕ

2
i

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. f ∈ C2
(
Rn \ {0}

)
, ïîýòîìó (f ′′(x)h, h) > 0 äëÿ

âñåõ x, h ∈ Rn, x 6= 0. Âçÿâ x = (0, . . . , 0, 1), h = (1, 0, . . . , 0), ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå.

12.20. Ïóñòü z ∈ A ∗ εD1(0) = A ∗ Dε(0). Òîãäà z + Dε(0) ⊂ A.

Ïîýòîìó ρ(z,Rn \A) > ε. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà èìååì

ρ(z,Rn \B) > ρ(z,Rn \A)− ρ(Rn \A,Rn \B) > 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ B. Òàêèì îáðàçîì, A ∗ Dε(0) ⊂ B.
12.25. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî A+ ty ⊂ A äëÿ âñåõ t > 0.

Ïóñòü x ∈ A ∗ B. Òîãäà

B + (x+ ty) = (B + x) + ty ⊂ A+ ty ⊂ A.

Ñëåäîâàòåëüíî, x+ ty ∈ A ∗ B. Çíà÷èò y ∈ 0+(A ∗ B).
13.6. Ïóñòü xk → x0, yk ∈ F (xk), yk → y0. Òàê êàê ôóíêöèÿ g

íåïðåðûâíà, òî g(xk, yk) → g(x0, y0) è g(x0, y0) > 0, â ñèëó óñëîâèÿ
g(xk, yk) > 0. Ïîýòîìó y0 ∈ F (x0).

13.9.
b∫
a

Dr(t)(a(t))dt = DR(x0), R =
b∫
a

r(s)ds, x0 =
b∫
a

a(s)ds.

13.10.

1∫
0

F (t)dt =

= {x ∈ R2
∣∣ (x, ϕ) 6

1∫
0

√
a2

1(t)ϕ2
1 + a2

2(t)ϕ2
2dt äëÿ âñåõ ϕ, ‖ϕ‖ = 1}.

13.11.
1∫
0

F (t)dt =
{

(x1, x2)
∣∣ x2

1 + x2
2 6

(
t2

2

)2

, x2 > 0
}
.

13.12.
1∫
0

F (t)dt =
{

(x1, x2)
∣∣ |x1|+ |x2| 6 t2

2

}
.

13.13.
T∫
0

F (t)dt = DT (0).

215



13.14.

h
( 1∫

0

F (s)ds,

1∫
0

G(s)ds
)

= max
‖ϕ‖=1

∣∣∣c( 1∫
0

F (s)ds, ϕ
)
−c
( 1∫

0

G(s)ds, ϕ
)∣∣∣=

= max
‖ϕ‖=1

∣∣∣ 1∫
0

c(F (s), ϕ)ds−
1∫

0

c(G(s), ϕ)ds
∣∣∣6

6 max
‖ϕ‖=1

1∫
0

∣∣c(F (s), ϕ)− c(G(s), ϕ)
∣∣ds 6

6

1∫
0

max
‖ϕ‖=1

∣∣c(F (s), ϕ)− c(G(s), ϕ)
∣∣ds =

1∫
0

h(F (s), G(s))ds.

13.15. Íåò. Ïóñòü F : R1 → Ω(R1),

F (x) =

{
{0}, åñëè x > 0,{
± 1
x

}
, åñëè x > 0.

Òîãäà

coF (x) =

{
{0}, åñëè x > 0,[
− 1
x ,

1
x

]
, åñëè x > 0.

13.16. Ïóñòü e = (1, 0, . . . , 0), H = {te
∣∣ t > 0}.

Fk(t) =

{
H, åñëè t ∈

[
0, 1

k

]
,

{0}, åñëè t ∈
(

1
k , 1
]
.

Òîãäà lim
k→∞

Fk(t) = {0} ïðè âñåõ t > 0, à lim
k→∞

1∫
0

Fk(s)ds = H.

13.17. Ñì. [24, ñ.96].
14.1. Íåò. Ïóñòü f(x) = x3, òîãäà äëÿ ëþáîãî t M(t) = (−∞, 3

√
t]

� âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
14.6. Äà. 1. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü,

÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m, ëþáûõ x1, . . . , x2m ∈ A ñïðàâåäëèâî
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íåðàâåíñòâî

f
( 1

2m
(x1 + · · ·+ x2m

)
6

1

2m

(
f(x1) + · · ·+ f(x2m)

)
(15.70)

2. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (15.70),
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, ëþáûõ
x1, . . . , xm ∈ A ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f
(x1 + · · ·+ xm

m

)
6
f(x1) + · · ·+ f(xm)

m
. (15.71)

3. Ïóñòü x, y ∈ A,α ∈ [0, 1]. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
3à. ×èñëî α ðàöèîíàëüíî, òîãäà α = k

m , ïðè÷åì k 6 m. Ïîýòîìó

f(αx+ (1− α)y) = f
( k
m
x+

m− k
m

y
)

= f
(kx+ (m− k)y

m

)
.

×èñëèòåëü äðîáè kx+(m−k)y
m ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììûm ñëà-

ãàåìûõ (k ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ x, è (m − k) ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ y).
Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (15.71), ïîëó÷àåì

f
(kx+ (m− k)y

m

)
6

6
1

m

(
kf(x) + (m− k)f(y)

)
= αf(x) + (1− α)f(y).

3á. ×èñëî α èððàöèîíàëüíî. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ [0, 1] è ñõîäÿùàÿñÿ ê α. Â ñèëó
ïóíêòà 3à èìååì

f(αkx+ (1− αk)y) 6 αkf(x) + (1− αk)f(y).

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå â ïðåäåëó ïðè k → +∞ è èñïîëü-
çóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f , ïîëó÷àåì

f(αx+ (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y),

òî ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
14.7. Ïóñòü x, y ∈ A,α ∈ [0, 1]. Òîãäà

f(αx+ (1− α)y) = lim
k→∞

fk(αx+ (1− α)y) 6

6 lim
k→∞

(
αfk(x) + (1− α)fk(y)

)
=

= α lim
k→∞

fk(x) + (1− α) lim
k→∞

fk(y) = αf(x) + (1− α)f(y).
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14.8. Íåò. Ïóñòü A = {x ∈ Rn | ‖x‖ < 2, },

f(x) =

{
0, ‖x‖ 6 1,

+∞, 1 < ‖x‖ < 2.

Òîãäà epif = D1(0)× [0,∞) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
14.9. Ðàññìîòðèì ∆(h) = ρ2(x+ h)− ρ2(x). Òàê êàê

ρ2(x) 6 ‖x− πA(x+ h)‖2, òî

∆(h) > ‖x+ h− πA(x+ h)‖2 − ‖x− πA(x+ h)‖2 =

= ‖h‖2 + 2(x− πA(x+ h), h).

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè x è x+ h, ïîëó÷èì

∆(h) 6 ‖x+ h− πA(x)‖2 − ‖x− πA(x)‖2 =

= ‖h‖2 + 2(x− πA(x), h).

Òàê êàê ‖πA(u)− πA(v)‖ 6 ‖u− v‖, òî

∆(h) = 2(x− πA(x), h) + o(‖h‖).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f = ρ2 äèôôåðåíöèðóåìà è gradf(x) =
2(x− πA(x)).

14.11. A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y 6 − 1

x , x > 0}, f(x, y) = y.
14.12. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 14.14.
14.13. Ïóñòü A = {(x, y) | x2 + y2 6 1}.

f(x, y) =

 0, åñëè x2 + y2 < 1,
1

1 + ϕ
, åñëè x2 + y2 = 1,

ãäå ϕ ∈ (0, 2π] � ïîëÿðíûé óãîë òî÷êè (x, y).
14.14. Ïóñòü estA = {a1, . . . , ak}, max

i
f(ai) = f(aj). Èç òåîðåìû

Êðåéíà-Ìèëüìàíà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A ñóùåñòâóþò
αi > 0,

∑
i

αi = 1 è òàêèå, ÷òî x =
∑
i

αiai. Èç âûïóêëîñòè ôóíêöèè f

ïîëó÷àåì

f(x) = f
(∑
i

αiai
)
6
∑
i

αif(ai) 6 f(aj).
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Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ôóíêöèè f äîñòèãàåòñÿ â êðàéíåé òî÷êå aj .

14.16. Äà. Ïóñòü x, y ∈ X,α ∈ [0, 1]. Òîãäà

f(x) 6 max{f(x), f(y)}, f(y) 6 {f(x), f(y)}.

Ïîýòîìó

f(αx+ (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y) 6

6 αmax{f(x), f(y)}+ (1− α) max{f(x), f(y)} = max{f(x), f(y)}.

14.16a. Ïóñòü f êâàçèâûïóêëà íà X è β ∈ R1 òàêîå, ÷òî Xβ 6= ∅.
Ïóñòü x1, x2 ∈ Xβ . Òîãäà

f(αx1 + (1− α)x2) 6 max{f(x1), f(x2)} 6 β.

Ñëåäîâàòåëüíî, αx1 + (1− α)x2 ∈ Xβ äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1]. Çíà÷èò Xβ

� âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Ïóñòü òåïåðü Xβ � âûïóêëîå ìíîæåñòâî äëÿ êàæäîãî β. Âîçüìåì

x1, x2 ∈ X. Ñ÷èòàåì, ÷òî f(x1) 6 f(x2). Âçÿâ β = f(x2), ïîëó÷èì, ÷òî
αx1 +(1−α)x2 ∈ Xβ äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1] â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà
Xβ . Ïîýòîìó

f(αx1 + (1− α)x2) 6 β = max{f(x1), f(x2)}

äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, f � êâàçèâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.
14.16b. Èìååì

Xβ = {x ∈ X | f(x) 6 β} =

= {x | (c, x) + d > 0, (a, x) + b 6 β
(
(c, x) + d

)
=

= {x | (c, x) + d > 0} ∩ {x | (a− cβ, x) 6 b− βd}.

Ïîýòîìó Xβ âûïóêëî, êàê ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.
14.17. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òàê êàê f

íåîãðàíè÷åíà íà A, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà z ∈ A òàêàÿ, ÷òî f(z) >
M. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ IntA è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
òî÷åê x(α) = αy + (1 − α)z, α ∈ [0, 1]. Òàê êàê x(α) ∈ IntA ïðè
α > 0, x(0) = z, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, òî äëÿ äëÿ âñåõ α, áëèçêèõ
ê íóëþ, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî f(x(α)) > M.
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14.18. Íåò. Ïóñòü A = [0, 1]× [0,∞),

f(x, y) =

{
0, åñëè x 6= 1,

y, åñëè x = 1.

14.20. Òàê êàê
n∑
i=1

f(xi) =
n∑
i=1

f(xπ(i)), è
n∑
i=1

f(yi) =
n∑
i=1

f(yπ(i)), òî

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

x1 > x2 > . . . > xn, y1 > y2 > . . . > yn è xi 6= yi äëÿ âñåõ i.

Îáîçíà÷èì

Dk =
f(xk)− f(yk)

xk − yk
, Xk =

k∑
i=1

xi, Yk =

k∑
i=1

yi.

Ïî óñëîâèþ Xk > Yk, k = 1, . . . , n−1, Xn = Yn. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 14.2
èìååì Dk > Dk+1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

n−1∑
k=1

(Xk − Yk)(Dk −Dk+1) + (Xn − Yn)Dn > 0.

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ

n∑
k=1

akbk =

n−1∑
k=1

Ak(bk − bk+1) +Anbn, ãäå Ak =

k∑
i=1

ai,

ïîëó÷àåì
n∑
k=1

(xk − yk)Dk > 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

14.21. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 14.20. Âåêòîð
x = (a1, a3, a5, . . . , a2n−1) ìàæîðèðóåò âåêòîð
y = (a2, a4, a6, . . . , a2n, a), ãäå a = a1−a2+a3−a4+· · ·+a2n−1. Ïîýòîìó
n∑
i=1

f(xi) >
n∑
i=1

f(yi). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(a2) + · · ·+ f(a2n) + f(a) 6 f(a1) + · · ·+ f(a2n−1),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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14.22. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
a1 > a2 > . . . > an. Ïóñòü S = a1 + a2 + · · ·+ an. Òîãäà

(a1, a2, . . . , an) �
(S
n
,
S

n
, . . . ,

S

n

)
.

Ôóíêöèÿ f(x) =
1

x
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà (0,∞) è ïîýòîìó, â ñèëó

ðåçóëüòàòà çàäà÷è 14.20, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
n∑
i=1

f(ai) >
n∑
i=1

f
(S
n

)
,

1

a1
+ · · ·+ 1

an
>

1

S/n
+ · · ·+ 1

S/n
=
n2

S
.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà S, ïîëó÷àåì òðåáóå-
ìîå.

14.23. Ïóñòü f : R1 → R1,

f(x) =

{
1, x > 0,

0, x < 0.

f � êâàçèâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü u = −1, v = 1, α = 0; 75. Òîãäà
z = 0; 5. Íåðàâåíñòâî f(u) < f(v) âåðíî, à íåðàâåíñòâî f(z) < f(v)
íå âûïîëíÿåòñÿ.

14.24. Ïóñòü A = {(x, y) | |x|+ |y| 6 2},

f(x, y) =

{
1, |x|+ |y| = 1,

0, |x|+ |y| 6= 1.

14.25. f : R2 → R1, f(x, y) = −xy. Âçÿâ u = (1; 1),

v = (−0, 5;−0, 5), α =
1

3
èìååì f(u) < f(v), z = (0; 0), f(v) < f(0).

Êðîìå òîãî f(z) = f(0) > max{f(u), f(v)}.
14.26. Ïóñòü 0 6 t1 < t2.

a) t2− t1 < h. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 14.11 äëÿ òî÷åê t1, t2, t1 + h è
t2, t1 + h, t2 + h. Ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

−f(t1 + h) + f(t1)

h
6
−f(t1 + h) + f(t2 + h)

t1 + h− t2
,

−f(t1 + h) + f(t2)

t1 + h− t2
6
−f(t2 + h) + f(t2)

h
.
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Îòñþäà èìååì

−f(t1 + h) + f(t1)

h
6
−f(t2 + h) + f(t2)

h
, èëè g(t1) > g(t2).

b) t2 − t1 > h. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå σ îòðåçêà [t1, t2] âèäà

t1 = τ1 < τ2 < · · · < τs = t2,

ïðè÷åì τj+1 − τj < h. Íà îñíîâàíèè ïóíêòà a) áóäåì èìåòü

g(τ1) > g(τ2) > . . . > g(τs) = g(t2).

14.27. Åñëè y = 0, íåðàâåíñòâî âåðíî. Ïóñòü y > 0. Âîñïîëüçóåì-
ñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 14.26. Âîçüìåì h = y ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
g(t) = f(t+ y)− f(t). Ïî ðàíåå äîêàçàííîìó, g íå âîçðàñòàåò. Çíà÷èò,
äëÿ âñåõ x > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

g(x) 6 g(0), èëè f(x+ y)− f(x) 6 f(y)− f(0),

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
14.28. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 14.11, ïîëàãàÿ z = 0. Ïîëó÷àåì,

÷òî åñëè x > y, òî

f(y)− f(0)

y − 0
6
f(x)− f(0)

x− 0
, èëè g(y) 6 g(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
14.29. 1) Íåò. Ïóñòü f(x) = x, x ∈ (0,∞). 2) Äà.
14.30. f(x) = const.

14.36. Íåò. f(x1, x2) = −x
1
2
1 · x

3
4
2 : R2

+ → R1 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ, íî íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êàê ôóíêöèÿ
äâóõ ïåðåìåííûõ.

14.37. ε1 + · · ·+ εn 6 1.
14.41 Ôóíêöèÿ f ∈ C2{(x, y)|x > 0, y > 0} è ìàòðèöà f ′′(z) íåîò-

ðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà {x > 0, y > 0}. Ïîýòîìó f âûïóêëà íà
äàííîì ìíîæåñòâå. Åñëè α ∈ (0, 1), z1 = (0, 0), z2 = (x, y), ïðè÷åì
x > 0, y > 0, òî

f(αz2 + (1− α)z1) =
αx2

y
= αf(z2) + (1− α)f(z1).
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Ñëåäîâàòåëüíî, f âûïóêëà íà ìíîæåñòâå A.
14.44. Íå âñåãäà. Ïóñòü

f(x) =

{
x, x ∈ [−1, 0],

−x, x ∈ [0, 1].

14.45. à) Íå âñåãäà. Ïóñòü

A = co{(x1, x2, x3)
∣∣ (x1 − 1)2 + x2

2 = 1, x3 = 1} ∪ {(0, 0, 0)}.

Òîãäà

A1 = {(x1, x2)
∣∣ (x1 − 1)2 + x2

2 =6 1},
f(x1, x2) = min{x3

∣∣ (x1, x2, x3) ∈ A}.

Îòñþäà f(0, 0) = 0, f(1 + cosϕ, sinϕ) = 1. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ϕ →
π èìååì (1 + cosϕ, sinϕ) → (0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, f íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0, 0).

14.52. Îáîçíà÷èì

r(s) = f(sx1 + (1− s)x2)− f(x2)− s[f(x2)− f(x1)].

Â ñèëó âûïóêëîñòè r èìååì r(s) 6 0 äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1]. Ïðè ýòîì
r(0) = r(1) = r(t) = 0. Äîêàæåì, ÷òî r(s) = 0 äëÿ âñåõ s ∈ (0, 1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò τ ∈ (0, 1) äëÿ êîòîðîãî r(τ) < 0.

Ïóñòü τ > t. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

t =
t

τ
· τ +

(
1− t

τ

)
·0,

ïðè÷åì t
τ ∈ (0, 1). Ñîãëàñíî òåîðåìå 14.6 ôóíêöèÿ f(x2 + s(x1 − x2))

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïî s ôóíêöèåé. Ïîýòîìó âûïóêëîé ÿâëÿåòñÿ è
ôóíêöèÿ r. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 = r(t) 6
t

τ
r(τ) +

(
1− t

τ

)
·r(0) =

t

τ
r(τ) < 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü òåïåðü τ < t. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

t =
1− t
1− τ

· τ +
t− τ
1− τ

· 1.
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Ïîýòîìó, â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè r èìååì

0 = r(t) 6
1− t
1− τ

· r(τ) +
t− τ
1− τ

· r(1) =
1− t
1− τ

· r(τ) < 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò r(s) = 0 äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1], ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

14.53. Íå âñåãäà. Ïóñòü f : R1 → R1, f(x) = x. Òîãäà A0 = {x ∈
R1 : f(x) 6 f(0)} = (−∞, 0].

14.58. Ñì. [13, ëåììà 4.1., c.42].
14.59. Ñì. [13, ëåììà 4.4., c.48].
14.60. Ïóñòü x ∈ R1, y ∈ {1, 2}, ϕ(x, 1) = x, ϕ(x, 2) = −x. Òîãäà

f(x) = inf
y
ϕ(x, y) =

{
−x, åñëè x > 0,

x, åñëè x < 0

íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà R1.
14.61. Ïóñòü f : Rn → R1, f(x) = ‖x‖2. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíî âûïóêëîé íà Rn, òàê êàê ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

‖αx1 + (1− α)x2‖2 = α‖x1‖2 + (1− α)‖x2‖2 − α(1− α)‖x1 − x2‖2.

14.62. f : R1 → R1, f(x) = ex � ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, íå
ÿâëÿþùàÿñÿ ñèëüíî âûïóêëîé.

15.5.

F (t) =
{

(x, y), x2 + y2 6 1, y − tx 6 0
}
, ξ = (1, 1).

Òîãäà λ(t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1), λ(1) =
√

2
2 .

15.6. Ïóñòü

M = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x2 + y2 6 1, y > 0} ∪ {(0, 0)}.

Òîãäà

M = {(x, y) ∈ R2,
∣∣ x2 + y2 6 1, y > 0},

µM (1, 0) = +∞, µM (1, 0) = 1.

15.7. Ïóñòü

M = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x2 + y2 6 4} \ {(x, 0), x ∈ [1, 2]}.

Òîãäà µM (2, 0) = 2, µM (2, 0) = 1.
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