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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Áóðíîå ðàçâèòèå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, íåîáõîäèìîñòü
ñîçäàíèÿ ñðåäñòâ îáðàáîòêè è ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè è, êðîìå òî-
ãî, íåîáõîäèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé íà êîìïüþ-
òåðå ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî â ó÷åáíûå ïëàíû ðàçëè÷íûõ íàïðàâëå-
íèé ïîäãîòîâêè âêëþ÷åíû íîâûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, â ÷àñòíî-
ñòè, äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà.

Òåîðåòè÷åñêèå ðàçäåëû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè äîñòàòî÷íî
ïîëíî ïðåäñòàâëåíû â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå. Îäíàêî, èìååòñÿ íåêî-
òîðûé íåäîñòàòîê òàêèõ çàäà÷, êîòîðûå áûëè áû ïîëåçíû äëÿ ñòó-
äåíòîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ìàòåìàòèêàìè. Ó÷åáíîå ïîñîáèå íàöåëåíî
íà íà÷àëüíîå èçó÷åíèå íàèáîëåå ïðîñòûõ ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìà-
òåìàòèêè.

Ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ãðàôàì [9]. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå
êðàòêî èçëîæåíà èíôîðìàöèÿ î ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëàõ, àêñèîìàõ
è ðàâíîñèëüíîñòÿõ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Òðåòèé ïàðàãðàô ñîäåæðèò îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíî-
æåñòâ [17]: ìîùíîñòü ìíîæåñòâà, ïîäìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä
íèìè. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå îïðåäåëåíû ñî÷åòàíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâèÿ, îòîáðàæåíèÿ è îòíîøåíèÿ, èõ ñâÿçü ñ êîìáèíàòîðèêîé. Ïÿ-
òûé ïàðàãðàô ðàññêàçûâàåò î òîì, êàê ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñî-
÷åòàíèé è ðàçìåùåíèé.

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû òðè ïðàâèëà êîìáèíàòîðè-
êè è çàäà÷è [7], â ñåäüìîì � ñïîñîáû ðàñ÷åòà êîëè÷åñòâà èíôîð-
ìàöèè [41], â âîñüìîì � ýëåìåíòû òåîðèè êîäèðîâàíèÿ [19], â äå-
âÿòîì � ïîçèöèîííûå èãðû è èãðû íèì [26]. Áîëåå ïîäðîáíî ñ
òåîðèåé èãð ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â [1�6,8, 10�16,18,20�40].

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ íåìàòåìàòè÷åñêèõ ñïå-
öèàëüíîñòåé. Îñâîèòü èçëîæåííûé ìàòåðèàë ìîæåò ëþáîé èíòå-
ðåñóþùèéñÿ ìàòåìàòèêîé ÷åëîâåê. Ïîäõîäèò äëÿ óãëóáëåííîãî
èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ïåòðîâó Íèêîëàþ Íèêàí-
äðîâè÷ó è Ìàðêîâó Èâàíó Êîíñòàíòèíîâè÷ó çà âíèìàíèå è ïî-
ìîùü â ðàáîòå.
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� 1. Ãðàôû

Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, íåêîòîðûå èç
êîòîðûõ ñîåäèíåíû ëèíèÿìè. Òî÷êè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðà-
ôà, à ñîåäèíÿþùèå ëèíèè � ðåáðàìè. Êàæäîå ðåáðî ñîåäèíÿåò
ðîâíî äâå âåðøèíû. Ïðèìåðàìè ãðàôîâ ìîãóò ñëóæèòü: ëþáàÿ
êàðòà äîðîã, ñõåìà ìåòðî, ýëåêòðîñõåìà, ÷åðòåæ ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ãðàôû ìîãóò áûòü ñâÿçíûìè, íàïðèìåð, ãðàô íà ðèñóíêå 1 �
ñâÿçíûé, èëè íåñâÿçíûìè, íàïðèìåð, ãðàô íà ðèñóíêå 2 � íåñâÿç-
íûé. Ãðàô íà ðèñóíêå 2 èìååò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Ðèñ. 1. Ñâÿçíûé ãðàô

Ðèñ. 2. Íåñâÿçíûé ãðàô

Ãðàôû ìîãóò èìåòü èçîëèðîâàííûå âåðøèíû, íàïðèìåð, ãðàô,
èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 3, íåñâÿçíûé, èìååò äâå èçîëèðîâàííûå
âåðøèíû � N è M .

Ñòåïåíüþ (èëè ïîðÿäêîì) âåðøèíû íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðå-
áåð, èñõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû. Âåðøèíà íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé,

åñëè èç íåå âûõîäèò ÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð, è íå÷åòíîé, åñëè èç íåå
âûõîäèò íå÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð.
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Ðèñ. 3. M è N � èçîëèðîâàííûå âåðøèíû

Â ãðàôå, èçîáðàæåííîì íà ðèñóíêå 3, âåðøèíà A èìååò ñòå-
ïåíü 1, âåðøèíà B � ñòåïåíü 2. Âåðøèíà B � ÷åòíàÿ, A � íå÷åò-
íàÿ. Â ãðàôå, èçîáðàæåííîì íà ðèñóíêå 1, âñå âåðøèíû êðîìå
îäíîé èìåþò ñòåïåíü 1, à âåðøèíà â öåíòðå èìååò ñòåïåíü 6.

Ïðèìåð 1. Â äåðåâíå äåâÿòü äîìîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ó Ïåòðà
ñîñåäè Èâàí è Àíòîí, Ìàêñèì ñîñåä Èâàíó è Ñåðãåþ, Âèêòîð �
Äèìå è Íèêèòå, Åâãåíèé � ñîñåä Íèêèòû, à áîëüøå ñîñåäåé â ýòîé
äåðåâíå íåò (ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ äâîðû, ó êîòîðûõ åñòü îáùèé
ó÷àñòîê çàáîðà). Ìîæåò ëè Ïåòð îãîðîäàìè ïðîáðàòüñÿ ê Íèêèòå
çà ÿáëîêàìè?

Ðåøåíèå. Âûïèøåì èìåíà æèòåëåé è ñîåäèíèì ñîñåäåé ëè-
íèÿìè:

Ñåðãåé � Ìàêñèì � Èâàí � Ïåòð � Àíòîí

Äèìà � Âèêòîð � Íèêèòà � Åâãåíèé

Èç ñõåìû-ðèñóíêà âèäíî, ÷òî íèêàêîé ïóòü íå âåäåò îò Ïåò-
ðà ê Íèêèòå. Ãðàô ïîëó÷èëñÿ íåñâÿçíûé. Èìååò äâå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè. Ïåòð è Íèêèòà íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿç-
íîñòè.

Îòâåò: íåò, íå ìîæåò.
Ïðèìåð 2. Â êîìïàíèè âñåãî 50 êîìïüþòåðîâ, íåêîòîðûå

ïàðû ñîåäèíåíû ñåòåâûìè øíóðêàìè. Îò êàæäîãî êîìïüþòåðà
äîëæíî îòõîäèòü ïî âîñåìü øíóðêîâ. Ñêîëüêî ïîíàäîáèòüñÿ ñå-
òåâûõ øíóðêîâ?

Ðåøåíèå: óìíîæàåì ÷èñëî âåðøèí (êîìïüþòåðû) íà ÷èñëî
ðåáåð (ñåòåâûå øíóðêè) è äåëèì ïîïîëàì, òàê êàê îäíî ðåáðî ñî-
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åäèíÿåò äâå âåðøèíû 50 ∗ 8/2 = 200.
Îòâåò: 200 ñåòåâûõ øíóðêîâ.
Ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû ìîæíî ðàñ-

êðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû ðåáðà ñîåäèíÿëè òîëüêî ïàðû âåð-
øèí ðàçíîãî öâåòà.

Íàïðèìåð, êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì äâóäîëüíîãî ãðàôà:
åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà öâåòà ÷åðåç îäíó. À âîò êàê
íè êðàñü âåðøèíû ïÿòèóãîëüíèêà, îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâå ñî-
ñåäíèå âåðøèíû îäíîãî öâåòà.

Ïðèìåð 3. Íà äåíü ñèñòåìíîãî àäìèíèñòðàòîðà êàæäàÿ èç
10 ñîòðóäíèö êîìïàíèè ïîäàðèëà ïî ñåòåâîìó øíóðêó âîñüìè ñî-
òðóäíèêàì (òàê êàê èõ âñåãäà íå õâàòàåò). Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé
àäìèíèñòðàòîð ïîëó÷èë ïî ïÿòü øíóðêîâ. Ñêîëüêî âñåãî àäìèíè-
ñòðàòîðîâ â êîìïàíèè?

Ðåøåíèå: Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ¾ðåáåð¿: êàæäàÿ èç 10 ñî-
òðóäíèö ïîäàðèëà ïî 8 øíóðêîâ, ïîýòîìó âñåãî áûëî ïîäàðåíî 80
øíóðêîâ. Ïîñêîëüêó êàæäûé àäìèíèñòðàòîð ïîëó÷èë ïî 5 øíóð-
êîâ, òî âñåãî áûëî 16 àäìèíèñòðàòîðîâ.

Îòâåò: 16 àäìèíèñòðàòîðîâ.
Åñëè â äâóäîëüíîì ãðàôå n áåëûõ âåðøèí, è âñå îíè èìåþò

ñòåïåíü s, òî âñåãî â ãðàôå ns ðåáåð.

×èñëî ðåáåð ðàâíî ñóììå ñòåïåíåé âñåõ áåëûõ âåðøèí ( à òàê-

æå ðàâíî ñóììå ñòåïåíåé âñåõ ÷åðíûõ âåðøèí).

Ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ. Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ãðà-
ôà ðàâíà óäâîåííîìó êîëè÷åñòâó ðåáåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî êîíöîâ âñåõ ðåáåð.
Îíî ðàâíî ñóììå ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí. Ïîñêîëüêó ó êàæäîãî ðåá-
ðà äâà êîíöà, òî êîëè÷åñòâî ðåáåð âäâîå ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî
èõ êîíöîâ.

Íàçâàíèå òåîðåìû ïðîèçîøëî îò òàêîé çàäà÷è. Â êîìïàíèè
íåêîòîðûå ëþäè ïîæàëè ðóêè äðóã äðóãó. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî ëþäåé, ñäåëàâøèõ íå÷åòíîå ÷èñëî ðóêîïîæàòèé, ÷åòíî.

Ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ îñòàåòñÿ âåðíîé, äàæå åñëè ìû ðàç-
ðåøàåì ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó ñ ñàìîé ñîáîé, èëè ðåáðà,

8



ñîåäèíÿþùèå óæå ñîåäèíåííûå ðåáåðîì âåðøèíû. Äà âåäü è ïàðà
çíàêîìûõ ñîâåðøàåò îáû÷íî ìíîãî ðóêîïîæàòèé!

Ñëåäñòâèå. ×èñëî íå÷åòíûõ âåðøèí ãðàôà âñåãäà ÷åòíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ðàâíà óäâî-

åííîìó êîëè÷åñòâó ðåáåð, òî åñòü äîëæíà áûòü ÷åòíîé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â íåé äîëæíî áûòü ÷åòíîå ÷èñëî íå÷åòíûõ ñëàãàåìûõ.

Ïóòåì â ãðàôå îò âåðøèíû A äî âåðøèíû B íàçîâåì òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð ãðàôà, â êîòîðîé êàæäûå äâà ñîñåäíèõ
ðåáðà èìåþò îáùóþ âåðøèíó, è íèêàêîå ðåáðî íå âñòðå÷àåòñÿ áî-
ëåå îäíîãî ðàçà, A � íà÷àëî ïóòè, B � êîíåö.

Öèêëîì íàçûâàåòñÿ ïóòü, ó êîòîðîãî íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäà-
þò.

Ãðàô, ó êîòîðîãî êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ ëþáîé
äðóãîé âåðøèíîé, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì.

Ïðèìåð 4. Ñêîëüêî ðåáåð â ïîëíîì ãðàôå: ñ ïÿòüþ âåðøèíà-
ìè; ñ øåñòüþ âåðøèíàìè; ñ n âåðøèíàìè?

Ðåøåíèå: Ëþáàÿ èç ïÿòè (èç øåñòè) âåðøèí ñâÿçàíà ñî âñå-
ìè îñòàëüíûìè, òî åñòü ñ ÷åòûðüìÿ (èëè ïÿòüþ). Êàæäîå ðåáðî
ñ÷èòàåòñÿ äâàæäû, òàê êàê ó íåãî åñòü íà÷àëî è êîíåö. Ïîëó÷àåì
îáùåå ÷èñëî ðåáåð 5 ∗ (5− 1)/2 = 10 ( 6 ∗ (6− 1)/2 = 15 ).

Â îáùåì ñëó÷àå n ∗ (n− 1)/2.
Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáîé åãî âåðøèíû íàé-

äåòñÿ ïóòü, ñâÿçûâàþùèé åå ñ ëþáîé äðóîé âåðøèíîé ýòîãî ãðàôà.
Íà ðèñóíêå 1 ñâÿçíûé ãðàô, íà ðèñóíêàõ 2 è 3 � íåñâÿçíûå

ãðàôû. Íà ðèñóíêå 2 íåñâÿçíûé ãðàô ñ öèêëîì (äâà öèêëà).
Íåñâÿçíûé ãðàô ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé, íåñâÿçàííûõ

ìåæäó ñîáîé. Ýòè ÷àñòè íàçûâàþò êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè.
Ïðèìåð 5. Â òðèäåâÿòîì öàðñòâå ëèøü îäèí âèä òðàíñïîðòà

� êîâåð-ñàìîëåò. Èç ñòîëèöû âûõîäèò 21 êîâðîëèíèÿ, à èç ãîðîäà
Äàëüíèé � îäíà, à èç âñåõ îñòàëüíûõ � ïî 20. Äîêàæèòå, ÷òî èç
ñòîëèöû ìîæíî äîëåòåòü â Äàëüíèé (âîçìîæíî ñ ïåðåñàäêàìè).

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ãðàôà êîâðîëè-
íèé, ñîäåðæàùóþ ñòîëèöó. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îíà ñîäåðæèò
è ãîðîä Äàëüíèé. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü â êîìïîíåíòå
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ñâÿçíîñòè ãîðîäà Äàëüíåãî íåò. Òîãäà â íåé èç îäíîé âåðøèíû
(ñòîëèöû) âûõîäèò 21 ðåáðî, à èç âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí � ïî
20 ðåáåð. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ãðàôå ðîâíî îäíà íå÷åòíàÿ âåð-
øèíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå î êîëè÷åñòâå íå÷åòíûõ âåðøíè
ãðàôà.

Ãðàô, êîòîðûé ìîæíî íàðèñîâàòü, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò
áóìàãè è ïðîâîäÿ êàæäîå ðåáðî îäèí ðàç, íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì.
Ïðèìåð ýéëåðîâà ãðàôà ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 4, ïðèìåð íåéýëåðî-
âà ãðàôà � íà ðèñóíêå 5:

Ðèñ. 4. Ýéëåðîâ ãðàô

Ðèñ. 5. Íåýéëåðîâ ãðàô

Ïðèìåð 6. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü ãðàô, èçîáðàæåííûé à) íà
ðèñóíêå 4; á) íà ðèñóíêå 5, íå îòðûâàÿ êàðàíäàø îò áóìàãè è
ïðîâîäÿ êàæäîå ðåáðî ðîâíî îäèí ðàç?

Ðåøåíèå: Ðàçäåëèì âñå âåðøèíû íà òðè òèïà: íà÷àëüíàÿ, êî-
íå÷íàÿ è ïðîìåæóòî÷íûå.

Ïîñêîëüêó èç êàæäîé ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíû ìû âûõîäèì
ñòîëüêî æå ðàç, ñêîëüêî âõîäèì, ñòåïåíü ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíû
äîëæíà áûòü ÷åòíîé. Â ãðàôå íà ðèñóíêå 5 âñå âåðøèíû èìåþò
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íå÷åòíóþ ñòåïåíü 3, ïîýòîìó åãî íåëüçÿ íàðèñîâàòü, íå îòðûâàÿ
êàðàíäàøà îò áóìàãè.

Â ãðàôå íà ðèñóíêå 4 åñòü äâå âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè.
Íåñëîæíî ïðèäóìàòü, êàê íàðèñîâàòü åãî, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà
îò áóìàãè, åñëè íà÷èíàòü è çàêàí÷èâàòü â íå÷åòíîé âåðøèíå.

Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ýéëåðîâ ãðàô äîëæåí èìåòü

íå áîëåå äâóõ íå÷åòíûõ âåðøèí. Ïðè ýòîì ãðàô íå ìîæåò èìåòü
ðîâíî îäíó íå÷åòíóþ âåðøèíó, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî íå÷åòíûõ
âåðøèí äîëæíî áûòü ÷åòíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ýéëåðîâ ãðàô ìî-
æåò èìåòü ëèáî äâå íå÷åòíûå âåðøèíû, ëèáî íå èìåòü èõ âîâñå.
Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ëþáîé òàêîé ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿ-

åòñÿ ýéëåðîâûì.

Ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ íàçûâàåòñÿ äåðåâîì. Íà ðèñóíêå 6
ïðèâåäåí ïðèìåð äåðåâà.

Ðèñ. 6. Äåðåâî

Òàêèì îáðàçîì, â äåðåâå íåâîçìîæíî, ïåðåäâèãàÿñü ïî ðåáðàì
è íå ïðîõîäÿ ïî îäíîìó ðåáðó äâà èëè áîëåå ðàç, âåðíóòüñÿ â
èñõîäíóþ âåðøèíó.

Òåîðåìà 1. Â ëþáîì äåðåâå ( â êîòîðîì áîëåå îäíîé âåðøèíû)

åñòü âåðøèíà, èç êîòîðîé âûõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó è ïîé-
äåì ïî ëþáîìó âûõîäÿùåìó èç íåå ðåáðó â äðóãóþ âåðøèíó. Åñëè
èç íîâîé âåðøèíû áîëüøå ðåáåð íå âûõîäèò, òî îñòàíåìñÿ â íåé, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå èäåì ïî ëþáîìó äðóãîìó ðåáðó äàëüøå. Â ýòîì
ïóòåøåñòâèè ìû íèêîãäà íå ñìîæåì ïîïàñòü â âåðøèíó, â êîòîðîé
óæå áûëè, òàê êàê ýòî áû îçíà÷àëî íàëè÷èå öèêëà. Ïîñêîëüêó ó
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ãðàôà êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí, òî íàøå ïóòåøåñòâèå îáÿçàòåëüíî
çàêîí÷èòñÿ. È çàêîí÷èòüñÿ îíî ìîæåò òîëüêî â âèñÿ÷åé âåðøèíå.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: V � êîëè-
÷åñòâî âåðøèí ãðàôà, E � êîëè÷åñòâî ðåáåð.

Òåîðåìà 2. Â äåðåâå êîëè÷åñòâî âåðøèí íà 1 áîëüøå êîëè÷å-

ñòâà ðåáåð V = E + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äåðåâî, ñîäåðæàùåå E ðåáåð.

Ïî òåîðåìå 1 â íåì åñòü âèñÿ÷àÿ âåðøèíà. Óäàëèì åå âìåñòå ñ
âûõîäÿùèì èç íåå ðåáðîì. Îñòàâøèéñÿ ãðàô � òîæå äåðåâî, è ó
íåãî òîæå åñòü âèñÿ÷àÿ âåðøèíà. Óäàëèì è åå âìåñòå ñ èñõîäÿùèì
ðåáðîì. Ïîâòîðèì ýòó îïåðàöèþ E ðàç è ïîëó÷èì ãðàô, ñîñòîÿ-
ùèé èç îäíîé âåðøèíû (âåäü ïîëó÷åííûé ãðàô óæå íå ñîäåðæèò
ðåáåð è ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì). Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî
âåðøèí èçíà÷àëüíî áûëî ðàâíî E + 1.

Òåîðåìà 3. Èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî óäàëèòü ÷àñòü

ðåáåð (íå óäàëÿÿ âåðøèí) òàê, ÷òîáû îñòàëîñü äåðåâî.

Åãî íàçûâàþò îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà èëè êàðêàñîì ãðàôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñâÿçíûé ãðàô, íå ÿâëÿþùèé-
ñÿ äåðåâîì. Òîãäà â íåì åñòü öèêë. Åñëè èç öèêëà óäàëèòü ëþáîå
ðåáðî, òî ãðàô îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì. Áóäåì óäàëÿòü ðåáðà èç öèê-
ëîâ, ïîêà öèêëû åñòü. Â èòîãå ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ
� äåðåâî.

Èòàê, ãðàô � ýòî ïàðà (V,E), ãäå V � ìíîæåñòâî âåðøèí
ãðàôà, E � ìíîæåñòâî ïàð (u, v), ãäå u, v ∈ V.

Äâà ãðàôà (V1, E1) è (V2, E2) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : V1 −→ V2, òàêàÿ, ÷òî (u, v) ∈ E1, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà (f(u), f(v)) ∈ E2.

Ïóòü � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí è ðåáåð v1, e1, v2,
e2, . . . , en−1, vn, ãäå ei = (vi, vi+1). Âîîáùå ãîâîðÿ, âåðøèíû
è ðåáðà ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, à ïóòè, â êîòîðûõ êàæäàÿ âåðøèíà
âñòðå÷àåòñÿ ëèøü îäèí ðàç, íàçûâàþò ïðîñòûìè. Íî ÷àñòî, èñ-
ïîëüçóÿ òåðìèí ïóòü, ïîäðàçóìåâàþò ïðîñòîé ïóòü.

Öèêë � ýòî ïóòü, â êîòîðîì ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ
ïåðâîé. Àíàëîãè÷íî ïðîñòîìó ïóòè ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïðî-
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ñòîãî öèêëà.

Íà ðèñóíêå 7 ïðèâåäåí ïðèìåð èçîìîðôíûõ ãðàôîâ:

Ðèñ. 7. Èçîìîðôíûå ãðàôû

� 2. Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ è ëîãèêà âûñêàçûâàíèé

Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé èçó÷àåò ñèìâîëû, ïîñòðîåííûå èç íèõ
ôîðìóëû, ïðàâèëà çàïèñè è ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìóë è äðóãèå ìà-
òåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, ïîëó÷àþùèåñÿ àáñòðàãèðîâàíèåì ïîâåñò-
âîâàòåëüíûõ ïðåäëîæåíèé (âûñêàçûâàíèé) åñòåñòâåííîãî ÿçûêà,
êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ äâóì çàêîíàì � ¾çàêîíó èñêëþ÷åííîãî òðå-
òüåãî¿ è ¾çàêîíó ïðîòèâîðå÷èÿ¿.

Çàêîí ïðîòèâîðå÷èÿ. Âûñêàçûâàíèå è åãî îòðèöàíèå îäíî-
âðåìåííî èñòèííûìè áûòü íå ìîãóò.

Çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî. Êàæäîå âûñêàçûâàíèå ëè-
áî èñòèííî, ëèáî ëîæíî, è òðåòüåé âîçìîæíîñòè íå ñóùåñòâóåò.

Ñèìâîëû � îáû÷íî ýòî áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà (ìîãóò
áûòü ñ èíäåêñàìè), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àáñòðàêòíûìè îáðàçàìè
âûñêàçûâàíèé, íàçûâàþò âûñêàçûâàòåëüíûìè ñèìâîëàìè èëè,
åñëè íåò îïàñíîñòè íåäîðàçóìåíèé, òàêæå âûñêàçûâàíèÿìè.

×àñòü ëîãèêè, èçó÷àþùàÿ ïðàâèëüíîñòü çàïèñè è ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ôîðìóë, íàçûâàåòñÿ ñèíòàêñèñîì.

×àñòü ëîãèêè, èçó÷àþùàÿ èñòèííîñòü âûñêàçûâàíèé, íàçûâà-
åòñÿ ñåìàíòèêîé.

×àñòü ëîãèêè, èçó÷àþùàÿ ôóíêöèè, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è
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îáëàñòü çíà÷åíèé êîòîðûõ äâóýëåìåíòíû (îáû÷íî ýòî ìíîæåñòâî
{0, 1} ), íàçûâàþò àëãåáðîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû:
∧ � ëîãè÷åñêîå È, êîíúþíêöèÿ;
∨ � ëîãè÷åñêîå ÈËÈ, äèçúþíêöèÿ;
¬ � ëîãè÷åñêîå ÍÅ, îòðèöàíèå;
⇒ � ¾ñëåäóåò¿, ¾âëå÷åò¿, èìïëèêàöèÿ;
⇔ � ¾òîãäà è òîëüêî òîãäà¿, ýêâèâàëåíöèÿ.
Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû-

ñêàçûâàòåëüíûõ ñèìâîëîâ, ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ è äîïîëíèòåëü-
íûõ ñèìâîëîâ ¾îòêðûâàþùàÿ ñêîáêà¿ (è ¾çàêðûâàþùàÿ ñêîáêà¿),
îïðåäåëÿåìûå ðåêóðñèâíî:

1. êàæäûé âûñêàçûâàòåëüíûé ñèìâîë åñòü ôîðìóëà;
2. åñëè A, B äâå ôîðìóëû, òî ôîðìóëàìè áóäóò òàêæå
(A ∨B), (A ∧B), ¬A, (A⇒ B), (A⇔ B);
3. äðóãèõ ôîðìóë, êðîìå ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ 1,2, íåò.
Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû ïî ïðèîðèòåòó ðàñïîëàãàþòñÿ â ñëåäóþ-

ùåì ïîðÿäêå ∧, ∨, ⇒, ⇔ .
(A ∧B) ∨ C = A ∧B ∨ C;
A ∨ (B ∧ C) = A ∨B ∧ C;
(A ∧B)⇒ C = A ∧B ⇒ C;
A⇒ (B ∧ C) = A⇒ B ∧ C;
(A ∨B)⇔ C = A ∨B ⇔ C;
A⇔ (B ⇒ C) = A⇔ B ⇒ C.
Àêñèîìàìè â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé íàçûâàþò ôîðìóëû
1. A⇒ (B ⇒ A);
2. (A⇒ B)⇒ ((A⇒ (B ⇒ C))⇒ (A⇒ C));
3. (A⇒ B)⇒ A;
4. (A⇒ B)⇒ B;
5. (A⇒ B)⇒ ((A⇒ C)⇒ (A⇒ (B ∧ C)));
6. A⇒ (A ∨B);
7. B ⇒ (A ∨B);
8. (A⇒ C)⇒ ((B ⇒ C)⇒ ((A ∧B)⇒ C));
9. (A⇒ ¬B)⇒ (B ⇒ ¬A);
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10. ¬¬A⇒ A.
Åñëè âûñêàçûâàíèå p èñòèííî, òî ïèøóò p = 1, à åñëè ëîæíî,

òî p = 0. Ïðîöåññ ïðèäàíèÿ èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ âûñêàçûâà-
òåëüíûì ñèìâîëàì è ôîðìóëàì íàçûâàåòñÿ èíòåðïðåòàöèåé.

Òàáëèöà, â êîòîðîé âûïèñàíû èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ôîðìó-
ëû â çàâèñèìîñòè îò èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â íåå âû-
ñêàçûâàòåëüíûõ ñèìâîëîâ, íàçûâàåòñÿ òàáëèöåé èñòèííîñòè ôîð-
ìóëû. Òàáëèöû èñòèííîñòè ïðîñòåéøèõ ôîðìóë:

a b a ∧ b

1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

p ¬p
1 0
0 1

a b a⇒ b

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

a b a ∨ b

1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

a b a⇔ b

1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Äâå ôîðìóëû, èìåþùèå îäèíàêîâûå òàáëèöû èñòèííîñòè, íàçû-
âàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.

Ïåðåñòàíîâî÷íûé çàêîí: a ∧ b = b ∧ a, a ∨ b = b ∨ a; çàêîí
èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî: ¬¬a = a; çàêîí ïîãëîùåíèÿ: a ∧ a = a,
a ∨ a = a.

Çàêîíû äå-Ìîðãàíà: ¬(a ∧ b) = ¬a ∨ ¬b; ¬(a ∨ b) = ¬a ∧ ¬b.
Èìïëèêàöèÿ ÷åðåç êîíúþíêöèþ è îòðèöàíèå: a⇒ b = ¬a ∨ b.

Ýêâèâàëåíöèþ ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç èìïëèêàöèþ è êîíúþíê-
öèþ: a⇔ b = (a⇒ b) ∧ (b⇒ a).

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè íåêîòîðûå ïàðàëëåëè ìåæäó
îïåðàöèåé íàä ìíîæåñòâàìè ∪ � îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ, è ëî-
ãè÷åñêîé îïåðàöèåé ÈËÈ ∨, à òàêæå ìåæäó îïåðàöèåé íàä ìíî-
æåñòâàìè ∩ � ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ, è ëîãè÷åñêîé îïåðàöèåé
È ∧.

Ïðåäèêàòíûìè ñèìâîëàìè íàçûâàþò ñèìâîëû, ÿâëÿþùèåñÿ
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àáñòðàêöèÿìè ïîâåñòâîâàòåëüíûõ ïðåäëîæåíèé, êîòîðûå ìîãóò
êàñàòüñÿ íåèçâåñòíûõ ïðåäìåòîâ � ïðåäèêàòîâ.

Åñëè ïðåäèêàò êàñàåòñÿ n íåèçâåñòíûõ ïðåäìåòîâ, òî åãî
íàçûâàþò n -ìåñòíûì èëè n -àðíûì. Âûñêàçûâàíèå ÿâëÿåòñÿ 0-
ìåñòíûì ïðåäèêàòîì. Ïðåäèêàòíûìè ñèìâîëàìè îáû÷íî ÿâëÿþò-
ñÿ áóêâû ëàòèíñêãî àëôàâèòà, ïîñëå êîòîðûõ â ñêîáêàõ ñòîÿò
íåèçâåñòíûå, êîòîðûõ êàñàåòñÿ ýòîò ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, ê ïðè-
ìåðó, Q(x1, x2, . . . , xn), P (x).

Êðîìå ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ ¬, ∨, ∧, ⇒, ⇔, èñïîëüçóåìûõ
ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, â ëîãèêå ïðåäèêà-
òîâ èñïîëüçóþò òàêæå êâàíòîðû: ∀ � ¾äëÿ âñåõ¿, ∃ � ¾ñóùå-
ñòâóåò¿.

Äâå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëü-
íûìè, åñëè îíè ïðèíèìàþò îäíî è òî æå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå
ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè. Ðàâíîñèëüíîñòè:
¬∀xF (x) = ∃x¬F (x),
¬∃xF (x) = ∀x¬F (x),
∀x(F (x) ∧G(x)) = ∀xF (x) ∧ ∀xG(x),
∃x(F (x) ∨G(x)) = ∃xF (x) ∨ ∃xG(x),
H ∧ ∃xF (x) = ∃x(H ∧ F (x)),
H ∨ ∀xF (x) = ∀x(H ∨ F (x)),
H ⇒ ∃xF (x) = ∃x(H ⇒ F (x)),
H ⇒ ∀xF (x) = ∀x(H ⇒ F (x)),
∃xF (x)⇒ H = ∀x(F (x)⇒ H),
∀xF (x)⇒ H = ∃x(F (x)⇒ H),
∀x∀yF (x, y) = ∀y∀xF (x, y),
∃x∃yF (x, y) = ∃y∃xF (x, y),
ãäå H � âûñêàçûâàíèå èëè ïðåäèêàò, êîòîðûé íå èìååò ñâî-

áîäíîé ïåðåìåííîé x.
Çàäà÷à. Â ñåìüå åñòü Èâàí Ñèäîðîâè÷, Ñèäîð Èâàíîâè÷, Ñè-

äîð Ïåòðîâè÷, Ïåòð Ñèäîðîâè÷, Ïåòð Ïåòðîâè÷. Îäèí èç íèõ ñåé-
÷àñ ñìîòðèò òåëåâèçîð, åãî îòåö äðåìëåò, áðàò ÷èòàåò ãàçåòó, à
äåòè óøëè ãóëÿòü. Êàê çîâóò òîãî, êòî ñìîòðèò òåëåâèçîð?

Ðåøåíèå. Ñèäîð Èâàíîâè÷ � îòåö Èâàíà Ñèäîðîâè÷à è Ïåòðà
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Ñèäîðîâè÷à. Ó Ïåòðà Ñèäîðîâè÷à � äâà ñûíà: Ñèäîð Ïåòðîâè÷
è Ïåòð Ïåòðîâè÷, à çíà÷èò, Ïåòð Ñèäîðîâè÷ ñìîòðèò òåëåâèçîð!

� 3. Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè

Ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿþò êàê ìûñëèìîå îáúåäèíåíèå îáúåê-
òîâ â îäíó ñîâîêóïíîñòü, êîòîðóþ ìîæíî èìåíîâàòü, ïðîèçâîäèòü
íàä íåé êàêèå-òî äåéñòâèÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü
è ìíîæåñòâî ÿâëÿþòñÿ ñèíîíèìàìè, îíè ðàçëè÷àþòñÿ ñôåðàìè
óïîðòåáëåíèÿ. Â ìàòåìàòèêå ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ñëîâî ¾ìíî-
æåñòâî¿. Ïðè íà÷àëüíîì èçó÷åíèè ìíîæåñòâ ïîëüçóþòñÿ èíòóè-
òèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì î íèõ, ïðåäñòàâëåíèåì, êîòîðîå ñîçäàåòñÿ
ïðèìåðàìè: ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë, ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ ãðóïïû, ìíîæåñòâî òàáëèö, ìíîæåñòâî
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òî, èç ÷åãî ñîñòîèò ìíîæåñòâî, íàçûâàþò ýëåìåíòàìè ìíî-

æåñòâà. Óòâåðæäåíèå, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A,
ìîæíî çàïèñàòü ñèìâîëüíî: a ∈ A. Äâà ìíîæåñòâà ðàâíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ.
Ñèìâîëüíî óñëîâèå ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ A, B çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: A = B ⇔ ∀x(x ∈ A⇔ x ∈ B).

Ìíîæåñòâà çàäàþò ïåðå÷íåì ýëåìåíòîâ, çàêëþ÷åííûì â ôè-
ãóðíûå ñêîáêè: A = {1, 2, 3}. Èíîãäà óäîáíî ìíîæåñòâî A îïðå-
äåëèòü êàê ÷àñòü äðóãîãî ìíîæåñòâà B, ñîñòîÿùóþ èç òåõ ýëå-
ìåíòîâ èç B, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò êàêîìó-òî îïðåäåëåííîìó
óñëîâèþ. Ìíîæåñòâî 2Z ÷åòíûõ ÷èñåë ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé
2Z = {n ∈ Z | n = 2k äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z}.

Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ ïó-
ñòûì è îáîçíà÷àåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì: ∅. Ìíîæåñòâî, ñî-
äåðæàùåå âñå òå ýëåìåíòû, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â êîíòåêñòå ïðî-
âîäèìûõ ðàññóæäåíèé, íàçûâàþò óíèâåðñàëüíûì è îáû÷íî îáî-
çíà÷àþò U.

Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, åñëè ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå. Ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî
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N ∪ {0} ðàâíîìîùíû, òàê êàê ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòèõ ìíîæåñòâ
ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå: 0 7→ 1,
1 7→ 2, 2 7→ 3, . . . n 7→ n+ 1, . . .

Ïóñòîå ìíîæåñòâî è n -ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íàçûâàþòñÿ êî-
íå÷íûìè. Âñå îñòàëüíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íûìè.

Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà â íåì ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî A,
A ⊂ M, òàêîå, ÷òî ìåæäó ýëåìåíòàìè A è M ìîæíî óñòà-

íîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ìíîæåñòâà, ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà-
çûâàþò ñ÷åòíûìè. Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íû. Ìíîæåñòâà,
ðàâíîìîùíûå èíòåðâàëó (0, 1) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íàçûâàþò
êîíòèíóàëüíûìè. Åñëè ìíîæåñòâî A êîíòèíóàëüíî, òî ãîâîðÿò,
÷òî îíî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïðÿ-
ìîé, ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ìíîæåñòâî òî÷åê â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå êîíòèíóàëüíû.

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíî-
æåñòâà B, òî ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæå-
ñòâà B è ïèøóò A ⊆ B. Åñëè ïðè ýòîì â B åñòü ýëåìåíòû, íå
ëåæàùèå â A, òî ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíî-
æåñòâîì ìíîæåñòâà B, è ïèøóò A ⊂ B.

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíî-
æåñòâîì ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåò-
ñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Êàæäîå ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñàìîãî ñåáÿ, è â
êàæäîì ìíîæåñòâå A åñòü ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî: A ⊆ A, ∅ ⊆ A.

Îáúåäèíåíèåì (ðèñ. 8) ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî A ∪B = {x ∈ A èëè x ∈ B}.

Â îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ ëåæàò òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ëåæàò
õîòÿ áû â îäíîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ. Îáúåäèíåíèåì
ìíîæåñòâ {1, 2, 3} è {3, 4, 5, 6} áóäåò ìíîæåñòâî {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Ïåðåñå÷åíèåì (ðèñ. 9) ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
A ∩ B = {x ∈ A è x ∈ B}. Â ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâ ëåæàò îáùèå
äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ ýëåìåíòû. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ {1, 2, 3, 4}
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A B

Ðèñ. 8. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B

A B

Ðèñ. 9. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B

è {3, 4, 5, 6} áóäåò ìíîæåñòâî {3, 4}.
Ðàçíîñòüþ (ðèñ. 10) äâóõ ìíîæåñòâ A, B íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî A\B = {x ∈ A è x /∈ B}.
Ðàçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

ëåæàò â ïåðâîì ìíîæåñòâå, íî íå ëåæàò âî âòîðîì. Íàïðèìåð,
{1, 2, 3, 4}\{3, 4, 5, 6} = {1, 2}.

Ðàçíîñòü U\A äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàþò äîïîë-
íåíèåì ìíîæåñòâà A (ðèñ. 11)

Åñëè ðàññóæäåíèÿ êàñàëèñü öåëûõ ÷èñåë, òî óíèâåðñàëüíûì
ìíîæåñòâîì áóäåò ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë, è äîïîëíåíèåì
ìíîæåñòâà íå÷åòíûõ ÷èñåë áóäåò ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë. Äî-
ïîëíåíèå ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àþò A.

Ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ (ðèñ. 12) ìíîæåñòâ A, B íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî A4B = (A\B) ∪ (B\A).

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç ýëåìåí-
òîâ ýòèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ëåæàò òîëüêî â îäíîì èç íèõ, íàïðè-
ìåð, {1, 2, 3, 4} 4 {3, 4, 5, 6} = {1, 2, 5, 6}.

Ðàññìîòðèì äèàãðàììû Ýéëåðà-Âåííà äëÿ òðåõ ìíîæåñòâ.
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A B

Ðèñ. 10. Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B

A

Ðèñ. 11. Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A, B, C âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå ðàâåíñòâà:

A ∪A = A; A ∪ U = U ; A ∪∅ = A;
A ∩A = A; A ∪B = B ∪A; A ∩ U = A;
A ∩∅ = ∅; A\A = ∅; A\∅ = A;
∅\A = ∅; A\U = ∅; ∅ = U ;

U = ∅; A4∅ = A; A ∩B = B ∩A;
(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);
A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).
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A B

Ðèñ. 12. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B

Çàäà÷à. Ïî èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 13 äèàãðàììå Ýéëå-
ðà�Âåííà îïèøèòå ìíîæåñòâî, çàäàííîå øòðèõîâêîé.

A

B

C

Ðèñ. 13. Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà (ïðèìåð)

Îòâåò: Çàäàííîå øòðèõîâêîé ìíîæåñòâî ìîæíî îïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì A ∪ (B ∩ C).

Àíàëîãè÷íîå çàäàíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ: ïî èçîá-
ðàæåííîé íà ðèñóíêå 14 äèàãðàììå îïèøèòå ìíîæåñòâî, çàäàííîå
øòðèõîâêîé.
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A

B

C

Ðèñ. 14. Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà (çàäà÷à)

� 4. Îòîáðàæåíèÿ

Âçÿâ äâà ýëåìåíòà a ∈ A, b ∈ B, A, B � ïðîèçâîëüíûå
ìíîæåñòâà, ìû ïîëó÷àåì ïàðó (a, b). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ
ïàð îáðàçóåò ìíîæåñòâî, êîòîðîå íàçûâàþò ïðÿìûì ïðîèçâåäå-
íèåì ìíîæåñòâ A è B è îáîçíà÷àþò A × B. Òàêèì îáðàçîì,
A × B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}. Åñëè A = {1, 2, 3}, è B = {x, y},
òî A×B = {(1, x), (1, y), (2, x), (2, y), (3, x), (3, y)}.

Ïîäìíîæåñòâà C ⊆ A× B íàçûâàþò ñîîòâåòñòâèÿìè (ìåæäó
ýëåìåíòàìè A è B ). Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ A è B îçíà÷àåò îáðàçîâàòü êàêèå-
òî ïàðû, ïåðâûé ýëåìåíò â êîòîðûõ áåðåòñÿ èç A, à âòîðîé � èç
ìíîæåñòâà B.

Ñîîòâåòñòâèå íàçûâàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, åñëè âûïîëíÿ-
þòñÿ äâà óñëîâèÿ: äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà èç A ñóùåñòâóåò è ïðè-
òîì åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç B, íàõîäÿùèéñÿ ñ íèì â çàäàííîì
ñîîòâåòñòâèè; äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà èç B ñóùåñòâóåò è ïðèòîì
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç A, íàõîäÿùèéñÿ ñ íèì â çàäàííîì ñî-
îòâåòñòâèè.

Ñîîòâåòñòâèå f ⊆ A × B ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ A è
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B íàçûâàþò îòîáðàæåíèåì (èç A â B ), åñëè äëÿ êàæäîãî a ∈ A
ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííûé ýëåìåíò b ∈ B òàêîé, ÷òî
(a, b) ∈ f. Òî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì èç A â B, ñèìâîëü-
íî çàïèñûâàåòñÿ òàê: f : A −→ B, à òî, ÷òî (a, b) ∈ f, ìîæíî

ïåðåäàòü îäíîé èç çàïèñåé b = f(a), a
f7→ b.

Îòîáðàæåíèå èç ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà â ÷èñëîâîå íàçûâàþò
ôóíêöèåé; îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà âåêòîðîâ âî ìíîæåñòâî âåê-
òîðîâ íàçûâàþò îïåðàòîðîì; îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà âåêòîðîâ
â ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò ôóíêöèîíàëîì.

Îòîáðàæåíèå f : A −→ B íàçûâàþò èíúåêòèâíûì (èëè îòîá-
ðàæåíèåì ¾â¿), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A èç f(x) = f(y) ñëåäóåò,
÷òî x = y. Îòîáðàæåíèå f : R −→ R, x 7→ f(x) = 2x ÿâëÿåòñÿ
èíúåêòèâíûì, à îòîáðàæåíèå f : R −→ [−1, 1], x 7→ f(x) = sinx
íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.

Îòîáðàæåíèå f : A −→ B íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì (èëè
îòîáðàæåíèåì ¾íà¿), åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ B íàéäåòñÿ ýëåìåíò
x ∈ A òàêîé, ÷òî f(x) = y.

Îòîáðàæåíèå f : R −→ R, x 7→ f(x) = 2x íå ÿâëÿåòñÿ ñþðú-
åêòèâíûì, à îòîáðàæåíèå f : R −→ [−1, 1], x 7→ f(x) = sinx
ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è èíúåêòèâ-
íûì, è ñþðúåêòèâíûì íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì. Îòîáðàæåíèå
f : R −→ R, x 7→ f(x) = 2x+ 3 ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì.

Äëÿ äâóõ îòîáðàæåíèé f : A −→ B, g : B −→ C îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå h : A −→ C, x 7→ h(x) = g(f(x)). Ýòî îòîáðàæåíèå
íàçûâàþò êîìïîçèöèåé (èëè ñóïåðïîçèöèåé) îòîáðàæåíèé g è f
è îáîçíà÷àþò h = g◦f. Äëÿ çàäàííûõ îòîáðàæåíèé f, g : R −→ R,
x 7→ f(x) = x+1, x 7→ g(x) = x2 êîìïîçèöèÿ (g◦f)(x) = (x+1)2,
(f ◦ g)(x) = x2 + 1.

Íà êàæäîì ìíîæåñòâå M îïðåäåëåíî òîæäåñòâåííîå (èëè
åäèíè÷íîå) îòîáðàæåíèå idM : M −→ M, idM(x) = x.

Åñëè äëÿ äâóõ îòîáðàæåíèé f : A −→ B, g : B −→ C âûïîë-
íÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ: f ◦ g = idB, g ◦ f = idA, òî îòîáðàæåíèÿ f,
g îáðàòèìû, îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ
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g, à îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ f.
Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà

íàçûâàþò îòíîøåíèåì. Ïðèìåðû: ìåíüøå èëè ðàâíî 6; áîëüøå
èëè ðàâíî >; ñòðîãî ìåíüøå <; ñòðîãî áîëüøå >; ðàâíî =; ýê-
âèâàëåíòíî ∼ .

Îñíîâíûå ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà 6 (ìåíüøå èëè ðàâíî)
íà ìíîæåñòâå M :

1) ðåôëåêñèâíîñòü: a 6 a äëÿ ëþáîãî a ∈M ;
2) àíòèñèììåòðè÷íîñòü: èç a 6 b è b 6 a ñëåäóåò a = b äëÿ

ëþáûõ a, b ∈M ;
3) òðàíçèòèâíîñòü: èç a 6 b è b 6 c ñëåäóåò a 6 c äëÿ ëþáûõ

a, b, c ∈M.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå M çàäàíî îòíîøåíèå 6

(ìåíüøå èëè ðàâíî). Ýëåìåíò a ∈ M íàçûâàåòñÿ âåðõíåé (ñîîò-
âåòñòâåííî, íèæíåé) ãðàíüþ äëÿ ïîäìíîæåñòâà A ⊆M, åñëè äëÿ
ëþáîãî x ∈M ìîæíî íàïèñàòü x 6 a (ñîîòâåòñòâåííî, a 6 x ).

Ýëåìåíò a ∈ M íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé (ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî÷íîé íèæíåé) ãðàíüþ äëÿ ïîäìíîæåñòâà A ⊆ M, åñëè îí
ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ (ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåé ãðàíüþ) ýòîãî
ïîäìíîæåñòâà, è äëÿ ëþáîé äðóãîé âåðõíåé ãðàíè (ñîîòâåòñâåí-
íî, íèæíåé ãðàíè) b ∈M ìîæíî íàïèñàòü a 6 b (ñîîòâåòñòâåííî,
b 6 a ).

Ýëåìåíò a ∈ M íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî,
ìèíèìàëüíûì) âî ìíîæåñòâå M, åñëè äëÿ ëþáîãî b ∈M ìîæíî
íàïèñàòü, ÷òî èç a 6 b ñëåäóåò a = b (ñîîòâåòñòâåííî, èç b 6 a
ñëåäóåò a = b ).

Íàèáîëüøèé (ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøèé) ýëåìåíò a âî ìíî-
æåñòâå M îáëàäàåò ñâîéñòâîì x 6 a (ñîîòâåòñòâåííî, a 6 x )
äëÿ ëþáîãî x ∈M.

� 5. Êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé è ðàçìåùåíèé

Åñëè ìíîæåñòâî èìååò n > 0 ýëåìåíòîâ, òî êîëè÷åñòâî åãî
r -ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, r > 0, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Cr

n (òàê-
æå íàçûâàåìîå êîëè÷åñòâîì ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî r ýëå-
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ìåíòîâ). Â êîíòåêñòå âû÷èñëåíèé ñëîâà ¾ïîäìíîæåñòâî¿ è ¾ñî÷å-
òàíèå¿ ÿâëÿþòñÿ ñèíîíèìàìè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî {1, 2, 3, 4} è
{4, 1, 2, 3} � ýòî îäíî è òî æå ñî÷åòàíèå.

Ïîñêîëüêó êàæäîå ìíîæåñòâî èìååò ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî, è
ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî åäèíñòâåííî, òî C0

n = 1 äëÿ ëþáîãî n > 0.
Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå è êîëè÷åñòâî îäíîýëåìåíò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ ñîâïàäàþò � ìåæäó ýëåìåíòàìè è îäíîýëåìåíò-
íûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå, îáðàçîâàâ ïàðû (a, {a}) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ýòî-
ãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó C1

n = n.
Åñëè r > n, òî r -ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ â n -ýëåìåíòíîì

ïîäìíîæåñòâå íåò, òî åñòü êîëè÷åñòâî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ ðàâ-
íî íóëþ: Cr

n = 0 äëÿ ëþáûõ 0 6 n 6 r. Â ïðîèçâîëüíîì n -
ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå A ( n > 0 ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîä-
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå n ýëåìåíòîâ: Cn

n = 1. Â îáùåì âèäå

Cr
n =

n!

r!(n− r)!
.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî:

Ck
n =

n

k
Ck−1
n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî:

n!

k!(n− k)!
= Ck

n =
n

k
Ck−1
n−1 =

n

k

(n− 1)!

(k − 1)!(n− 1− k + 1)!
= Ck

n.

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N è ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë a, b èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî (a+b)n = C0

na
n+C1

na
n−1b+ . . . +Cr

na
n−rbr+ . . . +Cn

nb
n.

Ýòó ôîðìóëó íàçûâàþò ¾áèíîì Íüþòîíà¿, ÷èñëà Cr
n � áèíîìè-

àëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðè n = 1, 2, 3 a + b = C0
1a

1 + C1
1b

1,
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 = C0

2a
2 + C1

2ab+ C2
2b

2,
(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 = a3 + C1

3a
2b+ C2

3ab
2 + b3.

Äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
Cr
n = Cr−1

n−1+Cr
n−1, n, r > 1. Äëÿ íåáîëüøèõ n, r êîëè÷åñòâî ñî-

÷åòàíèé èç n ïî r ìîæíî ñîñ÷èòàòü ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìîãî
òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ:
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C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

. . . . . . . . .
C0
n C1

n . . . . . . Cn−1
n Cn

n

Â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ êàæäûé êðàéíèé ýëåìåíò ðàâåí åäè-
íèöå, à êàæäûé íå êðàéíèé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñâîèõ äâóõ
âåðõíèõ ñîñåäåé. Ïåðâûå ïÿòü ñòðîê òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ èìåþò
âèä

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1

Çàäà÷à 2. Íàéòè ÷ëåíû, íå ñîäåðæàùèå x, â áèíîìèàëüíîì
ðàçëîæåíèè

(
x3 + 1

x3

)18
.

Ðåøåíèå: Â çàäàííîì áèíîìèàëüíîì ðàçëîæåíèè x íåò òîëü-
êî ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x3 è 1

x3 , òî åñòü ïðè òàêèõ êîýôôè-

öèåíòàõ, ÷òî n− r = r. Ïîýòîìó îòâåò C9
18 : C9

18 =
18!
9!9! = 48620.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî M. Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ çàïèñü íåñêîëü-
êèõ ýëåìåíòîâ èç M, â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò èç M ìîæåò
âñòðåòèòüñÿ ëèøü îäèí ðàç, è ïîðÿäîê çàïèñè ýëåìåíòîâ ñ÷èòà-
åòñÿ ñóùåñòâåííûì, íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì â
M. Ïðèìåðîì óïîðÿäî÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà åñòü ñîâîêóïíîñòü
èç òðåõ ñïîðòñìåíîâ, êîòîðûå âûñòóïàëè íà ñîðåâíîâàíèÿõ è çà-
íÿëè ïåðâîå, âòîðîå è òðåòüå ìåñòà.

Êîëè÷åñòâî r -ýëåìåíòíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ â n -
ýëìåíòíîì ìíîæåñòâå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ar

n è íàçûâàåòñÿ êî-

ëè÷åñòâîì ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî r. Êîãäà ðå÷ü èäåò
î ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâ, ñëîâî ¾ðàçìåùåíèå¿ ïîíèìàåòñÿ êàê ñè-
íîíèì ñëîâîñî÷åòàíèÿ ¾óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî¿. Ïðèìåð:
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{a, b, c}, {a, e, f}, {b, c, a}, {e, a, f}. Âñå ÷åòûðå âûïèñàííûõ ðàç-
ìåùåíèÿ ðàçíûå. Ïåðâîå è âòîðîå ðàçëè÷àþòñÿ ñîñòàâîì ýëåìåí-
òîâ, ïåðâîå è òðåòüå � ïîðÿäêîì ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ.

Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ïóñòîì ìíîæåñòâå íå îáñóæäàåòñÿ, à ïî-
ñêîëüêó ïóñòîå ìíîæåñòâî îäíî, òî A0

n = 1 ïðè ëþáîì n > 0.
Ñ÷èòàåòñÿ Ar

n = 0 ïðè r > n. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îäíîýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ âî ìíîæåñòâå M, M 6= ∅, ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è
ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì A1

n = n ïðè ïðîèçâîëüíîì n = 1, 2, . . . Â
îáùåì âèäå

Ar
n =

n!

(n− r)!

Çàäà÷à 3. Íàó÷íîå îáùåñòâî ñîñòîèò èç 25 ÷åëîâåê. Íàäî âû-
áðàòü ïðåçèäåíòà îáùåñòâà, âèöå-ïðåçèäåíòà, ó÷åíîãî ñåêðåòàðÿ è
êàçíà÷åÿ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò áûòü ñäåëàí ýòîò âûáîð,
åñëè êàæäûé ÷ëåí îáùåñòâà ìîæåò çàíèìàòü ëèøü îäèí ïîñò?

Ðåøåíèå: Â ýòîì ñëó÷àå íàäî íàéòè ÷èñëî ðàçìåùåíèé (áåç
ïîâòîðåíèé) èç 25 ýëåìåíòîâ ïî 4. Âåäü çäåñü èãðàåò ðîëü è òî, êòî
áóäåò âûáðàí â ðóêîâîäñòâî îáùåñòâà, è òî, êàêèå ïîñòû çàéìóò
âûáðàííûå (âûáîð: ïðåçèäåíò Èâàíîâ, âèöå-ïðåçèäåíò Òàòàðèíîâ,
ó÷åíûé ñåêðåòàðü Òèìîøåíêî, êàçíà÷åé Àëåêñååâ, îòëè÷àåòñÿ îò
âûáîðà: ïðåçèäåíò Àëåêñååâ, âèöå-ïðåçèäåíò Òèìîøåíêî, ó÷åíûé
ñåêðåòàðü Òàòàðèíîâ, êàçíà÷åé Èâàíîâ).

Ïîýòîìó îòâåò A4
25 = 25 ∗ 24 ∗ 23 ∗ 22 = 303600.

� 6. Òðè ïðàâèëà êîìáèíàòîðèêè

Ëîãè÷åñêóþ îñíîâó êîìáèíàòîðèêè ñîñòàâëÿþò òðè ïðàâèëà �
ïðàâèëî ñóììû, ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ è ïðàâèëî ðàâåíñòâà.

Ïðàâèëî ðàâåíñòâà. Êîãäà ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè A è
B ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, òî ýòè
ìíîæåñòâà èìåþò îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ.

Ïðàâèëî ñóììû. Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ B, C. Òîãäà êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå A ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êîëè÷åñòâ ýëå-
ìåíòîâ âî ìíîæåñòâàõ B è C. Ñèìâîëüíî ïðàâèëî ñóììû ìîæíî
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çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: A ∪B = ∅⇒ |A ∩B| = |A|+ |B|.
Åñëè íà áëþäå ëåæàò òðè àïåëüñèíà, òî âçÿòü îäèí àïåëüñèí

ìîæíî òðåìÿ ñïîñîáàìè (âçÿòü îäèí èç òðåõ àïåëüñèíîâ). Åñëè
íà äðóãîì áëþäå ëåæàò äâà ìàíãî, òî âûáðàòü îäíî ìàíãî ìîæ-
íî äâóìÿ ñïîñîáàìè (âçÿòü îäíî èç äâóõ ìàíãî). À âûáðàòü îäèí
ôðóêò ìîæíî ïÿòüþ ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü A, B, C � ìíîæåñòâà,
ïðè÷åì ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç âñåõ ïàð (x, y), ãäå x ∈ B,
y ∈ C. Òîãäà |A| = |B| ∗ |C|.

Ñêîëüêî ñëîâ, ñîäåðæàùèõ 6 áóêâ, ìîæíî ñîñòàâèòòü èç 33
áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà ïðè óñëîâèè, ÷òî ëþáûå äâå ñòîÿùèå ðÿ-
äîì áóêâû ðàçëè÷íû (íàïðèìåð, ñëîâî ¾êîðîâà¿ äîïóñêàåòñÿ, à
ñëîâî ¾êîëîññ¿ íåò)? Ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ íå òîëüêî ñëîâà, èìå-
þùèå ñìûñë, íî è òàêèå áåññìûñëåííûå, êàê ¾òðíàóê¿. Â ýòîì ñëó-
÷àå íà ïåðâîå ìåñòî ó íàñ 33 êàíäèäàòà. Íî ïîñëå òîãî êàê ïåðâàÿ
áóêâà áóäåò âûáðàíà, âòîðóþ ìîæíî âûáðàòü ëèøü 32 ñïîñîáàìè
� âåäü ïîâòîðÿòü ïåðâóþ áóêâó íåëüçÿ. Íà òðåòüå ìåñòî òîæå 32
êàíäèäàòà � ïåðâóþ áóêâó óæå ìîæíî óïîòðåáèòü, à âòîðóþ �
íåëüçÿ. Òàê æå óáåæäàåìñÿ, ÷òî íà âñå ìåñòà, êðîìå ïåðâîãî, èìå-
åòñÿ 32 êàíäèäàòà. À òàê êàê ÷èñëî ýòèõ ìåñò ðàâíî 5, òî ïîëó÷àåì
îòâåò 33 ∗ 325 = 1107296256.

Èìååòñÿ áëàíê, â êîòîðîì k ìåñò. Âñå ìåñòà âàêàíòíû. Èõ
íàäî çàïîëíèòü ýëåìåíòàìè. Íà êàæäîå ìåñòî ìîæíî ðàçìåñòèòü
ýëåìåíò îäíîãî èç n âèäîâ (ýëåìåíòîâ êàæäîãî âèäà äîñòàòî÷íîå
êîëè÷åñòâî, ïîýòîìó ýëåìåíòû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ). Äâà ñïîñîáà
ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, åñëè õîòÿ áû íà îäíîì ìåñòå â íèõ ñòîÿò
ðàçíûå ýëåìåíòû. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ çàïîëíèòü òàêîé
áëàíê?

Êàæäûé ñïîñîá çàïîëåíèÿ äàåò íàì òàê íàçûâàåìîå ðàçìåùå-
íèå ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k .×èñëî òàêèõ ðàçìåùå-

íèé îáîçíà÷àþò A
k
n. Èç ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ âûòåêàåò A

k
n = nk

� ïðîèçâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé âûáîð k ýëåìåíòîâ, êàæäûé
ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè (âåäü ýëåìåíòû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ),
ïîýòîìó ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü ðàçìåùåíèå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
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k ñîìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí n.
Äëÿ çàïèðàíèÿ ñåéôîâ è àâòîìàòè÷åñêèõ êàìåð õðàíåíèÿ áà-

ãàæà ïðèìåíÿþò ñåêðåòíûå çàìêè, êîòîðûå îòêðûâàþòñÿ ëèøü
òîãäà, êîãäà íàáðàíî íåêîòîðîå ¾òàéíîå ñëîâî¿ èëè òàéíûé íà-
áîð öèôð. Ýòî ñëîâî íàáèðàþò ñ ïîìîùüþ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
äèñêîâ, íà êîòîðûõ íàíåñåíû áóêâû èëè öèôðû.

Ïóñòü ÷èñëî áóêâ íà êàæäîì äèñêå ðàâíî 12, à ÷èñëî äèñêîâ
ðàâíî 5. Ñêîëüêî íåóäà÷íûõ ïîïûòîê ìîæåò áûòü ñäåëàíî ÷åëîâå-
êîì, íå çíàþùèì ñåêðåòíîãî ñëîâà è ïîäáèðàþùèì åãî íàóäà÷ó?

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è âèäíî, ÷òî ïîðÿäîê íàáèðàåìûõ áóêâ ñóùå-
ñòâåíåí. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó ïîäñ÷åòà ðàçìåùå-
íèé ñ ïîâòîðåíèÿìè. Òàê êàê ïî óñëîâèþ áóêâà íà êàæäîì äèñêå
ìîæåò áûòü íàáðàíà 12 ñïîñîáàìè, à äèñêîâ 5, òî ïîëó÷àåì, ÷òî
÷èñëî êîìáèíàöèé ðàâíî 125 = 248832. Çíà÷èò, íåóäà÷íûõ ïîïû-
òîê ìîæåò áûòü 248831.

Â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ÷èñëî ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñòå-
ïåíÿì ÷èñëà 10 , òî åñòü abc = a ∗ 102 + b ∗ 101 + c ∗ 100 (÷åðòà
ñâåðõó îáîçíà÷àåò, ÷òî ýòî ÷èñëî, çàïèñàííîå öèôðàìè a, b, c,
à íå ïðîèçâåäåíèå abc ), ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ 10 öèôð. Â n -
è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ÷èñëî ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñòåïåíÿì ÷èñ-
ëà n, òî åñòü abc = a ∗n2+ b ∗n1+ c ∗n0, ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ
n öèôð. Íàïðèìåð, ïðîãðàììèñòàì óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ øåñòíà-
äöàòèðè÷íîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ, â íåé 16 ¾öèôð¿: 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, 9, A = 10, B = 11, C = 12, D = 13, E = 14, F = 15.

Åñëè äîïóñòèòü çàïèñè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ íóëÿ, òî êàæäîå k -
çíà÷íîå ÷èñëî â n -è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ðàçìåùåíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè, ñîñòàâëåííîå èç k öèôð,
ïðè÷åì öèôðû áûâàþò n âèäîâ. Ïîëó÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷èñåë,
èìåþùèõ òàêóþ çàïèñü, ðàâíî nk. Íî äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå
ïðèìåíÿþò çàïèñåé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ íóëÿ. Ïîýòîìó èç nk íàäî
âû÷åñòü êîëè÷åñòâî ÷èñåë, n -è÷íàÿ çàïèñü êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ñ
íóëÿ. Åñëè îòáðîñèòü ó ýòèõ ÷èñåë ïåðâóþ öèôðó - íóëü, òî ïîëó-
÷èì (k − 1) -çíà÷íîå ÷èñëî (ìîæåò áûòü, òàêæå íà÷èíàþùååñÿ ñ
íóëÿ). Òàêèõ ÷èñåë ïî òîé æå ñàìîé ôîðìóëå áóäåò nk−1. Çíà÷èò,
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îáùåå êîëè÷åñòâî k -çíà÷íûõ ÷èñåë â n -è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ
ðàâíî nk − nk−1 = nk−1(n− 1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàéíûé íàáîð öèôð ê çàìêó èç çàäà÷è, èç-
ëîæåííîé âûøå, õîòÿò ïåðåäàòü â âèäå ñîîáùåíèÿ èç k çíàêîâ,
êàæäîå îäíîãî èç äâóõ âèäîâ: 0 èëè 1. Êàêîâî íàèìåíüøåå íóæ-
íîå äëÿ ýòîãî ÷èñëî çíàêîâ?

Ìû óæå çíàåì, ÷òî èç k òàêèõ çíàêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü 2k

ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé, êàæäàÿ � íåêîòîðîå äâîè÷íîå k -çíà÷íîå
÷èñëî. Êàæäîìó âîçìîæíîìó íàáîðó öèôð çàìêà äîëæíî ñîîò-
âåòñòâîâàòü ñâîå k -çíà÷íîå ÷èñëî, ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå ÷èñ-
ëî çíàêîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïåðåäàòü òðåáóåìóþ èí-
ôîðìàöèþ, äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
2k > 248832. Ýòî áóäåò ïðè k > 18. Èòàê, äëÿ ïåðåäà÷è òàêî-
ãî ¾ïàðîëÿ¿ ñ ïîìîùüþ çíàêîâ äâóõ âèäîâ íàäî èñïîëüçîâàòü íå
ìåíåå 18 çíàêîâ.

Ïîäîáíàÿ îöåíêà âàæíà, êîãäà ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè ñîïðÿ-
æåíà ñ áîëüøèìè òåõíè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè (íàïðèìåð, ïðè ïå-
ðåäà÷å ôîòîãðàôè÷åñêîãî ñíèìêà ñ êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ) è êàæ-
äûé çíàê èäåò ¾íà âåñ çîëîòà¿. Òîãäà ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü
ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè òàêîé ïåðåäà÷è è âûáèðàòü íàèáîëåå ýêî-
íîìíûå. Ýòè âîïðîñû èçó÷àþòñÿ â ðàçäåëå ìàòåìàòèêè, íàçûâàå-
ìîì òåîðèåé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.

� 7. Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè

Â 1928 ãîäó àìåðèêàíñêèé èíæåíåð Ð. Õàðòëè ïðåäëîæèë íà-
ó÷íûé ïîäõîä ê îöåíêå ñîîáùåíèé. Ïðåäëîæåííàÿ èì ôîðìóëà
èìåëà ñëåäóþùèé âèä: I = log2K, ãäå K � êîëè÷åñòâî ðàâíî-
âåðîÿòíûõ ñîáûòèé; I � êîëè÷åñòâî áèò â ñîîáùåíèè, òàêîå, ÷òî
ëþáîå èç K ñîáûòèé ïðîèçîøëî.

Èíîãäà ôîðìóëó Õàðòëè çàïèñûâàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
I = log2K = log2(

1
p) = − log2 p, òàê êàê êàæäîå èç K ñîáûòèé

èìååò ðàâíîâåðîÿòíûé èñõîä p = 1
K .

Çàäà÷à 1. Øàðèê íàõîäèòñÿ â îäíîé èç òðåõ óðí: A, B èëè
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C. Îïðåäåëèòü, ñêîëüêî áèò èíôîðìàöèè ñîäåðæèò ñîîáùåíèå î
òîì, ÷òî îí íàõîäèòñÿ â óðíå B.

Ðåøåíèå. Òàêîå ñîîáùåíèå ñîäåðæèò I = log2 3 = 1, 585 áèòà
èíôîðìàöèè. Íà ïðàêòèêå îêðóãëÿåì äî 2 áèò.

Íî íå âñå ñèòóàöèè èìåþò îäèíàêîâûå âåðîÿòíîñòè ðåàëèçà-
öèè. Íàïðèìåð, åñëè áðîñàþò íåñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó.

Â 1948 ãîäó àìåðèêàíñêèé èíæåíåð è ìàòåìàòèê Ê. Øåí-
íîí ïðåäëîæèë ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà èíôîðìà-
öèè äëÿ ñîáûòèé ñ ðàçëè÷íûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Åñëè I � êîëè-
÷åñòâî èíôîðìàöèè, K � êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ñîáûòèé, pi �
âåðîÿòíîñòè îòäåëüíûõ ñîáûòèé, òî êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè äëÿ
ñîáûòèé ñ ðàçëè÷íûìè âåðîÿòíîñòÿìè ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîð-
ìóëå: I = −

∑K
i=1 pi log2 pi.

Ôîðìóëó Õàðòëè òåïåðü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé ôîðìóëû Øåííîíà � ïðè ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîáûòèÿõ ïî-
ëó÷àåìîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè ìàêñèìàëüíî.

Çàäà÷à 2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàêîäèðîâàòü ñ
ïîìîùüþ 8 áèò?

Ðåøåíèå. I = 8 áèò, K = 2I = 28 = 256 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.
Ïðè ïåðåäà÷å è õðàíåíèè èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ

òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ èíôîðìàöèþ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ (öèôð, áóêâ, êîäîâ öâåòîâ òî÷åê èçîá-
ðàæåíèÿ), íå ðàññìàòðèâàÿ åå ñîäåðæàíèå.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî àëôàâèò (íàáîð ñèìâîëîâ çíàêîâîé ñèñòåìû) - ýòî
ñîáûòèå, òî ïîÿâëåíèå îäíîãî èç ñèìâîëîâ â ñîîáùåíèè ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îäíî èç ñîñòîÿíèé ñîáûòèÿ. Åñëè ïîÿâëåíèå
ñèìâîëîâ ðàâíîâåðîÿòíî, òî ìîæíî ðàññ÷èòàòü, ñêîëüêî áèò èí-
ôîðìàöèè íåñåò êàæäûé ñèìâîë. Èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü çíà-
êîâ îïðåäåëÿåòñÿ èõ êîëè÷åñòâîì â àëôàâèòå. ×åì èç áîëüøåãî
êîëè÷åñòâà ñèìâîëîâ ñîñòîèò àëôàâèò, òåì áîëüøåå êîëè÷åñòâî
èíôîðìàöèè íåñåò îäèí çíàê. Ïîëíîå ÷èñëî ñèìâîëîâ àëôàâèòà
ïðèíÿòî íàçûâàòü ìîùíîñòüþ àëôàâèòà.

Ìîëåêóëû ÄÍÊ (äåçîêñèðèáîíóêëåèíîâîé êèñëîòû) ñîñòîÿò
èç ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ (íóêëåîòèäîâ), êîòîðûå îá-
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ðàçóþò ãåíåòè÷åñêèé àëôàâèò. Èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü çíàêà
ýòîãî àëôàâèòà ñîñòàâëÿåò: 4 = 2I , òî åñòü I = 2 áèò.

Êàæäàÿ áóêâà ðóññêîãî àëôàâèòà (åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî å è ¼ -
îäèí è òîò æå ñèìâîë) íåñåò èíôîðìàöèþ 5 áèò, òàê êàê 32 = 2I .

� 8. Ýëåìåíòû òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Â òåîðèè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ÷åðåçâû÷àéíî âàæíûì ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ, îáåñïå÷è-
âàþùåå íàäåæíóþ ïåðåäà÷ó ïî êàíàëàì ñâÿçè ñ ¾øóìîì¿.

Ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè ñâîäèòñÿ ê ïåðåäà÷å ïî íåêîòîðîìó êà-
íàëó ñâÿçè ñèìâîëîâ íåêîòîðîãî àëôàâèòà. Îäíàêî â ðåàëüíûõ
ñèòóàöèÿõ ñèãíàëû ïðè ïåðåäà÷å ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ìîãóò èñêà-
æàòüñÿ, è ïåðåäàííûé ñèìâîë áóäåò âîñïðèíèìàòüñÿ íåïðàâèëüíî.
Íàïðèìåð, îäíà èç âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí ìîæåò áûòü ñâÿçàíà
ñ äðóãîé ÷åðåç ñïóòíèê. Êàíàë ñâÿçè â ýòîì ñëó÷àå ôèçè÷åñêè
ðåàëèçóåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ Çåì-
ëè è ñïóòíèêîì. Ýëåêòðîìàãíèòíûå ñèãíàëû, íàêëàäûâàÿñü íà
âíåøíåå ïîëå, ìîãóò èñêàçèòüñÿ è îñëàáèòüñÿ. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
íàäåæíîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè â òàêèõ ñèñòåìàõ ðàçðàáîòàíû
ýôôåêòèâíûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå êîäû ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

Ðàññìîòðèì îäíó èç òàêèõ ìîäåëåé, ñâÿçàííóþ ñ ãðóïïîâûìè
êîäàìè.

Àëôàâèò, â êîòîðîì çàïèñûâàþòñÿ ñîîáùåíèÿ, ñ÷èòàåì ñîñòî-
ÿùèì èç äâóõ ñèìâîëîâ {0, 1}. Îí íàçûâàåòñÿ äâîè÷íûì àëôàâè-
òîì. Òîãäà ñîîáùåíèå åñòü êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ
ýòîãî àëôàâèòà. Ñîîáùåíèå, ïîäëåæàùåå ïåðåäà÷å, êîäèðóåòñÿ ïî
îïðåäåëåííîé ñõåìå áîëåå äëèííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñèìâî-
ëîâ â àëôàâèòå {0, 1}. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ êîäîì
èëè êîäîâûì ñëîâîì.

Ïðè ïðèåìå ìîæíî èñïðàâëÿòü èëè ðàñïîçíàâàòü îøèáêè, âîç-
íèêøèå ïðè ïåðåäà÷å ïî êàíàëó ñâÿçè, àíàëèçèðóÿ èíôîðìàöèþ,
ñîäåðæàùóþñÿ â äîïîëíèòåëüíûõ ñèìâîëàõ. Ïðèíÿòàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ äåêîäèðóåòñÿ ïî îïðåäåëåííîé ñõåìå â ñî-
îáùåíèå, ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñîâïàäàþùåå ñ ïåðåäàííûì.
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Áëî÷íûé äâîè÷íûé (m,n) -êîä îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿ-
ìè E : {0, 1}m −→ {0, 1}n è D : {0, 1}n −→ {0, 1}m, ãäå m 6 n
è {0, 1}n � ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëè-
íû n. Ôóíêöèÿ E îïðåäåëÿåò ñõåìó êîäèðîâàíèÿ, à ôóíêöèÿ D
� ñõåìó äåêîäèðîâàíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñèñòåìû ñâÿçè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõåìû 15

Ðèñ. 15. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ñâÿçè

Çäåñü T � ¾ôóíêöèÿ îøèáîê¿; E è D âûáèðàþòñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû êîìïîçèöèÿ D ◦T ◦E áûëà ôóíêöèåé, ñ áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ áëèçêîé ê òîæäåñòâåííîé. Äâîè÷íûé (m,n) -êîä ñî-
äåðæèò 2m êîäîâûõ ñëîâ.

Êîäû äåëÿòñÿ íà äâà áîëüøèõ êëàññà: êîäû ñ îáíàðóæåíèåì
îøèáîê, êîòîðûå ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ îïðåäåëÿþò íàëè÷èå
îøèáêè â ïðèíÿòîì ñîîáùåíèè, è êîäû ñ èñïðàâëåíèåì îøèáîê,
êîòîðûå ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ìîãóò âîññòàíîâèòü ïîñëàííîå
ñîîáùåíèå.

Ïðèìåð 1. Êîä ñ ïðîâåðêîé ÷åòíîñòè. Ýòî ïðèìåð ïðîñòîãî
êîäà, ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ óêàçûâàþùèé íà íàëè÷èå îøèáêè.

Ïóñòü a = a1 . . . am � ñîîáùåíèå äëèíû m. Ñõåìà êîäèðî-
âàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì: E(a) = b = b1 . . . bm+1, ãäå
bi = ai ïðè i = 1, . . . ,m; bm+1 = 0, åñëè

∑m
i=1 bi � ÷åòíîå

÷èñëî; bm+1 = 1, åñëè
∑m

i=1 bi � íå÷åòíîå ÷èñëî.
Ñõåìà äåêîäèðîâàíèÿ: D(b) = c = c1 . . . cm, ãäå ci = bi ïðè

i = 1, . . . m. Íàïðèìåð, ïðè m = 2 E(00) = 000, E(01) = 011,
E(10) = 101, E(11) = 110. Î÷åâèäíî, ïîäðàçðÿäíàÿ ñóììà ëþáîé
êîäèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

∑m+1
i=1 bi äîëæíà áûòü ÷åòíîé,

òî åñòü b1+ . . . +bm+1 ≡ 0( mod 2). Åñëè
∑m+1

i=1 bi íå÷åòíàÿ,
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òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ ïðîèçîøëà îøèáêà.
Îäíàêî, åñëè

∑m+1
i=1 bi ÷åòíàÿ, òî ýòî åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî îøèáêè

íå áûëî. Ïîäðàçðÿäíàÿ ñóììà îñòàåòñÿ ÷åòíîé ïðè äâóõ îøèáêàõ
è âîîáùå ëþáîì ÷åòíîì èõ ÷èñëå.

Ïðèìåð 2. Êîä ñ òðîéíûì ïîâòîðåíèåì. Ýòî ïðèìåð âåñüìà
íåýêîíîìíîãî êîäà ñ èñïðàâëåíèåì îøèáîê.

Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ, òî åñòü ôóíêöèÿ E, îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì
îáðàçîì: êàæäîå ñîîáùåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè äëèíû m è
êàæäûé áëîê ïåðåäàåòñÿ òðèæäû.

Ñõåìà äåêîäèðîâàíèÿ, òî åñòü ôóíêöèÿ D, îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ïðèíÿòîå ñîîáùåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè äëè-
íû 3m, è â êàæäîì áëîêå èç òðåõ ñèìâîëîâ bi, bi+m, bi+2m, ïðè-
íèìàþùèõ çíà÷åíèå 0 èëè 1, âûáèðàåòñÿ òîò, êîòîðûé âñòðåòèë-
ñÿ áîëüøåå ÷èñëî ðàç (äâà èëè òðè ðàçà). Ýòîò ñèìâîë ñ÷èòàåòñÿ
i -ì ñèìâîëîì â äåêîäèðîâàííîì ñîîáùåíèè.

Áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü èçáûòî÷íîñòü ïîìîãóò ñëåäóþ-
ùèå ïðèìåðû. Ðàññêàçûâàþò, ÷òî îäíàæäû ðåäàêòîð ïðîâèíöè-
àëüíîé ãàçåòû ïîìåñòèë òàêîå ñîîáùåíèå î êîðîíàöèè Íèêîëàÿ
II: ¾Ìèòðîïîëèò âîçëîæèë íà ãîëîâó Åãî Èìïåðàòîðñêîãî Âåëè-
÷åñòâà âîðîíó¿. Íà äðóãîé äåíü áûëî äàíî èñïðàâëåíèå îïå÷àòêè:
âìåñòî ¾âîðîíó¿ ÷èòàòü ¾êîðîâó¿. Îäíàêî, è òàê ïîíÿòíî, ÷òî áû-
ëî âîçëîæåíî íà ãîëîâó.

Â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ îá ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî ñêàçàòü òàê.
Ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè îò êîððåñïîíäåíòà ãàçåòû ÷èòàòåëÿì
â òåêñòå âîçíèêëè èñêàæåíèÿ. Íî èçáûòî÷íîñòü ÿçûêà ïîçâîëÿåò
âûÿâèòü îøèáêó è îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïðàâèëüíûé îòâåò.

Èçáûòî÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî òó æå ñàìóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî
ïåðåäàòü, çàòðàòèâ ìåíüøå ñèìâîëîâ. Äîâîëüíî ÷àñòî èçáûòî÷-
íîñòü ñòàðàþòñÿ óñòðàíèòü, òàê êàê ýòî ïîçâîëÿåò ýêîíîìè÷íåå
ïåðåäàâàòü è ñîõðàíÿòü èíôîðìàöèþ (â êîìïüþòåðå, â ïàìÿòè
ìîáèëüíîãî òåëåôîíà è â äðóãèõ óñòðîéñòâàõ). Ôàéë ìåíüøåãî
îáúåìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí áûñòðåå è çàéìåò ìåíüøå ìåñòà íà
íîñèòåëå.

Ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíûé êëàññ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, íà-
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çûâàåìûõ àðõèâàòîðàìè, çàäà÷à êîòîðûõ � óìåíüøèòü îáúåì èí-
ôîðìàöèè, íå èñêàæàÿ åå.

Àðõèâàòîð äîëæåí ñæàòü ôàéë, íî òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî
ïðîèçâåñòè è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî åñòü ïî ñæàòîìó ôàé-
ëó âîññòàíîâèòü èñõîäíûé. Äëÿ ýòèõ ïðîãðàìì ðàçðàáîòàí ðÿä
ìàòåìàòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåøèòü äàííóþ çàäà-
÷ó. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ðàç-
íûõ âèäîâ èíôîðìàöèè îïòèìàëüíû ðàçíûå àëãîðèòìû ñæàòèÿ,
ó÷èòûâàþùèå îñîáåííîñòè äàííîãî òèïà èíôîðìàöèè. Ïðîãðàììà
äîëæíà ïðîàíàëèçèðîâàòü ñîäåðæèìîå ôàéëà è ïîäîáðàòü îïòè-
ìàëüíûå ïàðàìåòðû àëãîðèòìà äëÿ åãî ñæàòèÿ. Êîìáèíàòîðèêà
èãðàåò â äàííûõ àëãîðèòìàõ âàæíóþ ðîëü.

Ïîìèìî àðõèâàòîðîâ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ñæàòü
ëþáîé ôàéë (íå âñåãäà ýôôåêòèâíî), ñóùåñòâóåò ðÿä ñïåöèàëè-
çèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Îíè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ñæàòèÿ ìóëüòè-
ìåäèéíîé èíôîðìàöèè (èçîáðàæåíèÿ, ìóçûêà, âèäåî), îòëè÷àþ-
ùåéñÿ òåì, ÷òî îíà ïåðåäàåò ìíîæåñòâî ìåëêèõ äåòàëåé (òèïà îò-
äåëüíûõ òî÷åê íà èçîáðàæåíèè âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ), êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ïî îòäåëüíîñòè íå âîñïðèíèìàåòñÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå
àëãîðèòìû îñóùåñòâëÿþò ñæàòèå ñ ïîòåðÿìè èíôîðìàöèè, ïðè
êîòîðîì ìàëîñóùåñòâåííûå äåòàëè ïðîïàäàþò. Îáû÷íî ïðè ýòîì
ìîæíî âûáðàòü ñòåïåíü ñæàòèÿ, ñîáëþäàÿ ðàçóìíûé áàëàíñ ìåæ-
äó êà÷åñòâîì è îáúåìîì èíôîðìàöèè.

Íàïðèìåð, ñæàòèå ôîòîãðàôèé àëãîðèòìîì JPEG îñíîâàíî íà
òîì, ÷òî öâåòà ñîñåäíèõ òî÷åê, êàê ïðàâèëî, áëèçêè. Èñêàæåíèÿ
ïðîÿâëÿþòñÿ íà ðåçêèõ ãðàíèöàõ öâåòîâûõ çîí, êîòîðûå ñòàíî-
âÿòñÿ áîëåå ðàçìûòûìè. Àëãîðèòì ñæàòèÿ ìóçûêè MP3 îñíîâàí
íà òîì, ÷òî ÷åëîâå÷åñêîå óõî âîñïðèíèìàåò êîëåáàíèÿ òîëüêî â
îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Êîëåáàíèÿ âíå ýòîãî äèàïàçîíà
ìû âñå ðàâíî íå ñëûøèì, òàê ÷òî èõ ìîæíî óáðàòü.

Òàêæå ìîæíî íåìíîãî çàãðóáèòü òå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ìû
ñëûøèì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàìåòèòü ðàçíèöó, íóæíî èìåòü õîðî-
øèé ìóçûêàëüíûé ñëóõ. Çàòî ýòî ïîçâîëÿåò ñæàòü ìóçûêàëüíûé
ôàéë â 10 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, êàê îí õðàíèòñÿ íà àóäèî
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êîìïàêò-äèñêàõ.
Åñòåññòâåííûå ÿçûêè îáëàäàþò çíà÷èòåëüíîé èçáûòî÷íîñòüþ.

Èçáûòî÷íîñòü ðàçëè÷íûõ åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ ïðàêòè÷åñêè îäè-
íàêîâà è äîñòèãàåò 75-80 ïðîöåíòîâ.

Èçáûòî÷íîñòü åñòåñòâåííîãî ÿçûêà ñîâåðøåííî íåîáõîäèìà,
÷òîáû ëþäè ìîãëè îáùàòüñÿ, íåñìîòðÿ íà îêðóæàþùèå øóìû è
îñîáåííîñòè èíäèâèäóàëüíîé äèêöèè, îíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïîääåðæèâàåòñÿ â õîäå ýâîëþöèè ÿçûêîâ, è âûïîëíÿåò îïðåäå-
ëåííóþ ôóíêöèþ ïî çàùèòå îò ïîìåõ. À ïîñêîëüêó ýòè çâóêîâûå
ïîìåõè íå ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ â ðàçíûõ ìåñòíîñòÿõ, òî ýòî è ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî âåëè÷èíû èçáûòî÷íîñòè ðàçíûõ ÿçûêîâ
îêàçûâàþòñÿ áëèçêè.

Âî ìíîãèõ ÿçûêàõ íåîáõîäèìî ââîäèòü èçáûòî÷íîñòü èñêóñ-
ñòâåííûì îáðàçîì äëÿ çàùèòû âàæíûõ äàííûõ îò îøèáîê è èñêà-
æåíèé. Òàê, â ôèíàíñîâûõ äîêóìåíòàõ îñíîâíûå äåíåæíûå ñóììû
÷àñòî ïèøóò äâàæäû: îäèí ðàç öèôðàìè, à âòîðîé ðàç � ïðîïè-
ñüþ(ñëîâàìè). Òàêîå äóáëèðîâàíèå â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè çàùè-
ùàåò âàæíóþ èíôîðìàöèþ â äîêóìåíòàõ îò îøèáîê, êàê ñëó÷àé-
íûõ, òàê è ïðåäíàìåðåííûõ.

Ñóùåñòâóåò îáëàñòü ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ èçó÷àåò èñïîëüçî-
âàíèå èçáûòî÷íîñòè â ïîäîáíûõ öåëÿõ, îíà áûëà ñîçäàíà àìåðè-
êàíñêèì ìàòåìàòèêîì Êëîäîì Øåííîíîì è íàçûâàåòñÿ òåîðèÿ

ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ñî-
îáùåíèÿ ïåðåäàþòñÿ ïî êàíàëó ñâÿçè ñ ïîìåõàìè (øóìàìè), èñêà-
æàþùèìè ñîîáùåíèå. Óìåëîå äîáàâëåíèå èçáûòî÷íîñòè ïîçâîëÿ-
åò ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ (åñëè îøèáîê íå ñëèøêîì ìíîãî)
îáíàðóæèâàòü îøèáêè è èñïðàâëÿòü èõ.

Îáû÷íî ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè èñïîëüçóåòñÿ äâîè÷íûé êà-
íàë. Øóì ïðîÿâëÿåò ñåáÿ òåì, ÷òî èíîãäà ìåíÿåò íîëü íà åäèíèöó
èëè íàîáîðîò. Ïðîñòåéøèé ìåòîä îáíàðóæåíèÿ îøèáîê (è îäèí èç
ïåðâûõ) íàçûâàåòñÿ êîíòðîëü ïî ÷åòíîñòè. Ïåðåäàâàåìàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü äåëèòñÿ íà áëîêè îäèíàêîâîé äëèíû. Ê êàæäîìó
áëîêó äîáàâëÿåòñÿ â êîíöå îäèí äâîè÷íûé ñèìâîë òàê, ÷òîáû îá-
ùåå êîëè÷åñòâî åäèíèö â êàæäîì áëîêå áûëî ÷åòíûì. Íàïðèìåð,
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åñëè ðàçäåëèòü ñîîáùåíèå 001000010001000000100000001000010000
íà áëîêè äëèíû 7, òî ñîîáùåíèå ïðåâðàòèòñÿ â ñëåäóþùåå 00100001
10001000 00001001 . . .

Ïåðâûå ñåìü ñèìâîëîâ â êàæäîì áëîêå íàçûâàþòñÿ èíôîðìà-
öèîííûìè, òàê êàê îíè â òî÷íîñòè ñîäåðæàò ïåðåäàâàåìóþ èí-
ôîðìàöèþ.

Äîáàâëÿåìûå ïîñëåäíèå ñèìâîëû íàçûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè.
Îíè íå ñîäåðæàò íèêàêîé íîâîé èíôîðìàöèè, òàê êàê îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ïî èíôîðìàöèîííûì ñèìâîëàì, çàòî ÿâíûì îáðà-
çîì âíîñÿò â ñîîáùåíèå èçáûòî÷íîñòü � åñëè ïðè ïåðåäà÷å ïðî-
èçîéäåò îäíà îøèáêà â îäíîì áëîêå, òî êîëè÷åñòâî åäèíèö ñòàíåò
íå÷åòíûì, è ïîëó÷àòåëü ýòî îáíàðóæèò. Ïðàâäà, îïðåäåëèòü òî÷-
íîå ìåñòî îøèáêè è èñïðàâèòü åå íå ñìîæåò. À åñëè â îäíîì áëîêå
ïðîèçîéäåò äâå îøèáêè, òî ýòîò ôàêò äàæå íå áóäåò îáíàðóæåí.
Ãîâîðÿò, ÷òî êîíòðîëü ïî ÷åòíîñòè îáíàðóæèâàåò îäíó îøèáêó.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: íåëüçÿ ëè òàê îðãàíèçîâàòü ïåðåäà÷ó ñîîá-
ùåíèÿ, ÷òîáû ïðè âîçíèêíîâåíèè ñáîÿ ìîæíî áûëî áû îáíàðó-
æèòü íå òîëüêî ôàêò ñáîÿ, íî è ìåñòî îøèáêè è èñïðàâèòü åå?
Òàêèå ìåòîäû ñóùåñòâóþò. Ðàññìîòðèì îäèí êëàññ êîäîâ, èñïðàâ-
ëÿþùèõ îøèáêè, êîòîðûé ïðåäëîæèë àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê
Ðè÷àðä Õåììèíã. ×òîáû ïîíÿòü ïðèíöèï êîäà Õåììèíãà, ðàñ-
ñìîòðèì êîíòðîëü ïî ÷åòíîñòè ñ ïîçèöèè êîìáèíàòîðèêè.

Íàçîâåì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ ñëîâàìè êîëè÷åñòâî ïîçè-
öèé, íà êîòîðûõ ñèìâîëû â ýòèõ ñëîâàõ ðàçëè÷àþòñÿ. Íàïðèìåð,
11110000 îòñòîèò îò 11110001 íà ðàññòîÿíèå îäèí, à îò 01110001
íà ðàññòîÿíèå äâà.

Êàæäàÿ îøèáêà, ïðîèçîøåäøàÿ â ñëîâå ïðè ïåðåäà÷å, óâåëè-
÷èâàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðåäàííûì è ïðèíÿòûì ñëîâàìè íà 1.

Êîãäà ìû èñïîëüçóåì äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè íåêîòîðûé
êîä, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû âûáèðàåì ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ñëîâ
íåêîòîðûé íàáîð äîïóñòèìûõ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè ñëî-
âàìè, è èñïîëüçóåì äëÿ ïåðåäà÷è òîëüêî èõ. Òàê, â ïðèâåäåííîì
âûøå ïðèìåðå êîä ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû
âîñåìü, â êîòîðûõ ÷èñëî åäèíèö ÷åòíî. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-
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ìÿ ðàçëè÷íûìè òàêèìè ñëîâàìè íå ìåíüøå äâóõ. Ïîýòîìó îäíà
îøèáêà îáÿçàòåëüíî ïåðåâîäèò äîïóñòèìîå ñëîâî â íåäîïóñòèìîå,
÷òî è ïîçâîëÿåò åå îáíàðóæèòü.

À ÷òîáû îäíó îøèáêó ìîæíî áûëî íå òîëüêî çàìåòèòü, íî è
èñïðàâèòü, íàäî, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ äîïóñòèìûìè
ñëîâàìè áûëî íå ìåíüøå òðåõ. Òîãäà ëþáàÿ îäèíî÷íàÿ îøèáêà
ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî áóäåò ïîëó÷åíî íåäîïóñòèìîå ñëîâî, îòñòî-
ÿùåå íà 1 îò ïåðåäàâàåìîãî. Ïðè ýòîì îò ëþáîãî äðóãîãî êîäî-
âîãî ñëîâà îíî áóäåò îòñòîÿòü íà ðàññòîÿíèå 2 èëè áîëüøå. Ýòî
ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïåðåäàâàåìîå ñëîâî, òî åñòü
èñïðàâèòü îøèáêó.

Â êîäå Õåììèíãà ìû äåëèì èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà
áëîêè, ñîäåðæàùèå ïî ÷åòûðå èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëà, è äîáàâ-
ëÿåì ê êàæäîìó òàêîìó áëîêó òðè ïðîâåðî÷íûõ ñèìâîëà. Ïåðâûé
ïðîâåðî÷íûé ñèìâîë äîïîëíÿåò ïî ÷åòíîñòè ñèìâîëû ñ íîìåðàìè
2, 3 è 4, âòîðîé � 1,3 è 4, òðåòèé � 1, 2 è 4. Íàïðèìåð, æåëàÿ ïå-
ðåäàòü áëîê 1011, ìû äîáàâëÿåì ê íåìó ïðîâåðî÷íûå ñèìâîëû 010
è ïîñûëàåì áëîê 1011010. Èíûìè ñëîâàìè, ìû òðàòèì ñåìü äâî-
è÷íûõ ñèìâîëîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåäàòü ëèøü ÷åòûðå. Ãîâîðÿò,
÷òî ìû ïåðåäàåì èíôîðìàöèþ ñî ñêîðîñòüþ 4/7.

Ïðîâåðèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáîé ïàðîé êîäîâûõ ñëîâ
íå ìåíüøå òðåõ. Ïðîâåðêè ïî ÷åòíîñòè ôîðìèðóþòñÿ òàê, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü äâà óñëîâèÿ. Âî-ïåðâûõ, ëþáîé èíôîðìàöèîííûé
ñèìâîë äîëæåí âõîäèòü êàê ìèíèìóì â äâå ïðîâåðêè. Âî-âòîðûõ,
äëÿ ëþáîé ïàðû èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ äîëæíà ñóùåñòâî-
âàòü ïðîâåðêà, â êîòîðîé ïðîâåðÿåòñÿ òîëüêî îäèí èç íèõ.

Òîãäà, åñëè ìû èçìåíèì îäèí èíôîðìàöèîííûé ñèìâîë, òî â
ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ èçìåíÿòñÿ íå ìåíåå äâóõ ïðîâåðî÷íûõ, è
áëîêè îêàæóòñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 3 (èëè áîëüøå).

Åñëè èçìåíÿòñÿ äâà èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëà, òî â ñèëó âòî-
ðîãî óñëîâèÿ áóäåò òàêæå èçìåíåí õîòÿ áû îäèí ïðîâåðî÷íûé, è
ìû ïðèõîäèì ê òîìó æå âûâîäó.

Åñëè æå èçìåíÿòñÿ òðè èëè áîëåå èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëà,
òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîäîâûå ñëîâà óæå îêàæóòñÿ íà ðàññòîÿíèè
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íå ìåíåå òðåõ.
Ðàçóìåååòñÿ, èñïîëüçîâàíèå êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè, ïðî-

èñõîäèò íå áåñïëàòíî � çàïàñ äîïóñòèìûõ ñëîâ îêàçûâàåòñÿ ìåíü-
øå, ÷åì çàïàñ âñåõ ñëîâ çàäàííîé äëèíû n (êàê è â åñòåñòâåííûõ
ÿçûêàõ � íå ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü çíàêîâ èìååò ñìûñë). Äëÿ îöåí-
êè ýôôåêòèâíîñòè äàííîãî êîäà íàäî çíàòü, êàêèì âîîáùå ìîæåò
áûòü îáúåì M(n, r) êîäà, èñïîëüçóþùåãî êîäîâûå ñëîâà äëèíû
n èç öèôð 0 è 1, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà ïî êðàéíåé ìåðå â
2r + 1 êîîðäèíàòå.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé n = 7, r = 1 � êîäîâûå ñëîâà èç
ñåìè çíàêîâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè 3. Âñåãî ñëîâ äëèíû 7 áóäåò
27. Ê êàæäîìó äîïóñòèìîìó ïðèìûêàþò C1

7 ñëîâ, íàõîäÿùèõñÿ
îò íåãî íà ðàññòîÿíèè 1 � îíè ïîëó÷àþòñÿ èçìåíåíèåì îäíîãî
èç ñåìè çíàêîâ. Âñåãî ïîëó÷àåì ïà÷êó èç âîñüìè ñëîâ íà îäíî
äîïóñòèìîå. Çíà÷èò, äîïóñòèìûõ ñëîâ íå áîëüøå, ÷åì 27 : 8 = 16.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííûé êîä Õåììèíãà îïòèìàëåí.

Èòàê, íà ìíîæåñòâå äâîè÷íûõ ñëîâ äëèíû m ðàññòîÿíèåì
d(a, b) ìåæäó ñëîâàìè a è b íàçûâàþò ÷èñëî íåñîâïàäàþùèõ
ïîçèöèé ýòèõ ñëîâ. Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ïîíÿòèå íàçûâà-
åòñÿ ðàññòîÿíèåì Õåììèíãà. Îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àê-

ñèîìàì ðàññòîÿíèé:

1) d(a, b) > 0 è d(a, b) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b;
2) d(a, b) = d(b, a);
3) d(a, b) + d(b, c) > d(a, c) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.
Âåñîì ω(a) ñëîâà a íàçûâàþò ÷èñëî åäèíèö ñðåäè åãî êîîð-

äèíàò. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ñëîâàìè a è b åñòü âåñ èõ ñóììû
a + b : d(a, b) = ω(a + b), ãäå ñèìâîëîì + îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ
ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî êîä òåì ëó÷øå ïðèñïîñîáëåí ê îá-
íàðóæåíèþ è èñïðàâëåíèþ îøèáîê, ÷åì áîëüøå ðàçëè÷àþòñÿ êî-
äîâûå ñëîâà. Ïîíÿòèÿ ðàññòîÿíèÿ Õåììèíãà ïîçâîëÿåò ýòî óòî÷-
íèòü. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîä ïîçâîëÿë îáíàðóæèâàòü
îøèáêè â k (èëè ìåíåå) ïîçèöèÿõ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
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áû íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè áûëî íå
ìåíüøå k + 1.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîä ïîçâîëÿë èñïðàâëÿòü âñå
îøèáêè â k (èëè ìåíåå) ïîçèöèÿõ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè áûëî íå
ìåíüøå 2k + 1.

� 9. Èãðû

Òåîðèÿ èãð � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé ìåòîäû àíà-
ëèçà è îöåíêè êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé. Ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ êîí-
ôëèêòíîé, åñëè â íåé ó÷àñòâóþò ñòîðîíû, èíòåðåñû êîòîðûõ ïîë-
íîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî ïðîòèâîïîëîæíû.

Åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî êîíôëèêòóþùèõ ñòîðîí (ëèö), êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò íåêîòîðîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå çà-
äàííûì íàáîðîì ïðàâèë, è êàæäîé èç ñòîðîí èçâåñòíî âîçìîæíîå
êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè ñ çàðàíåå îïðåäåëåí-
íûìè äëÿ êàæäîé èç ñòîðîí ïëàòåæàìè, òî ãîâîðÿò, ÷òî èìååò
ìåñòî èãðà.

Èãðà � ýòî äåéñòâèòåëüíûé èëè ôîðìàëüíûé êîíôëèêò, â êî-
òîðîì èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà ó÷àñòíèêà (èãðîêà), êàæäûé
èç êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê äîñòèæåíèþ ñîáñòâåííûõ öåëåé.

Çàäà÷à òåîðèè èãð ñîñòîèò â âûáîðå òàêîé ëèíèè ïîâåäåíèÿ
èãðîêà, îòêëîíåíèå îò êîòîðîé ìîæåò ëèøü óìåíüøèòü åãî âû-
èãðûø. Äîïóñòèìûå äåéñòâèÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ, íàïðàâëåííûå
íà äîñòèæåíèå íåêîòîðîé öåëè, íàçûâàþòñÿ ïðàâèëàìè èãðû.

Õîäîì íàçûâàåòñÿ âûáîð îäíîãî èç ïðåäëîæåííûõ ïðàâèëàìè
èãðû äåéñòâèé è åãî îñóùåñòâëåíèå.

Îäíîçíà÷íîå îïèñàíèå âûáîðà èãðîêà â êàæäîé èç âîçìîæíûõ
ñèòóàöèé, ïðè êîòîðîé îí äîëæåí ñäåëàòü ëè÷íûé õîä, íàçûâàåòñÿ
ñòðàòåãèåé èãðîêà.

Ñòðàòåãèÿ èãðîêà íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè ïðè ìíîãî-
êðàòíîì ïîâòîðåíèè èãðû îíà îáåñïå÷èâàåò èãðîêó ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíûé ñðåäíèé âûèãðûø (ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ñðåäíèé
ïðîèãðûø).
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Â êàæäîé ïàðòèè èãðîê âûáèðàåò íåêîòîðóþ ñâîþ ñòðàòåãèþ,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñêëàäûâàåòñÿ íàáîð ñòðàòåãèé, íàçûâàåìûé ñè-
òóàöèåé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Íà ñòîëå ëåæàò k êó÷åê êàì-
íåé. Äâîå èãðàþùèõ ïî î÷åðåäè áåðóò ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî
êàìíåé èç îäíîé êàêîé-ëèáî êó÷êè (íî íå ìåíåå îäíîãî). Âûèã-
ðûâàåò òîò, êòî ñäåëàâ î÷åðåäíîé õîä, çàáåðåò ïîñëåäíèé êàìåíü.
Ýòó çàäà÷ó íàçûâàþò èãðîé íèì.

Ïîëîæèì, ÷òî êó÷êàõ ñ íîìåðàìè 1,2,3, . . . , k íàõîäèòñÿ S1,
S2, . . . , Sk êàìíåé. Ïðåäñòàâèì S1, S2, . . . , Sk â äâîè÷íîé ñè-
ñòåìå èñ÷èñëåíèÿ, ïðè÷åì äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû îáùåå êîëè÷åñòâî
öèôð â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë S1, S2, . . . , Sk áûëî îäíî
è òî æå. Äëÿ ýòîãî äîïèøåì â êàæäîì ïðåäñòàâëåíèè òàêîå êîëè-
÷åñòâî íóëåé âïåðåäè, êàêîå íåîáõîäèìî. Íàïðèìåð, åñëè 2 = 10,
5 = 101, òî ïðåäñòàâèì 2 â âèäå 010.

Ïóñòü â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë S1, S2, . . . , Sk ïî n

öèôð S1 = a1na
1
n−1 . . . a

1
1, . . . , Sk = akna

k
n−1 . . . a

k
1, aji ∈ {0, 1}. Âû-

÷èñëèì ñóììó Aj = a1j+a2j+· · ·+akj äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òåîðåìà 1. Åñëè Aj � ÷åòíû äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , n, òî âû-

èãðûâàåò âòîðîé èãðîê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò ïåðâûé
èãðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò j, òàêîé ÷òî
Aj íå÷åòíî. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò ïåðâûé èã-
ðîê. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k.

Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâûé èã-
ðîê âûèãðûâàåò, çàáèðàÿ ñðàçó âñå êàìíè. Èòàê, ïóñòü k = l > 1.
Ïóñòü j � òàêîé íîìåð, ÷òî Aj íå÷åòíî, è äëÿ âñåõ i > j Ai ÷åò-
íî. Òàê êàê Aj íå÷åòíî, òî íàéäåòñÿ êó÷êà ñ íîìåðîì p òàêàÿ,
÷òî apj = 1.

Ïóñòü äàëåå r1 < r2 < · · · < rm = j òàêîâû, ÷òî Ari íå÷åòíû
è apri = 1 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m.

È ïóñòü q1 < q2 < · · · < qt òàêîâû, ÷òî Aqi íå÷åòíû, è apqi = 0
äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , t.

Âîçüìåì èç êó÷êè ñ íîìåðîì p êîëè÷åñòâî êàìíåé, ðàâíîå S,
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ãäå S = 2r1−1 + 2r2−1 + · · ·+ 2rm−1 − (2q1−1 + 2q2−1 + · · ·+ 2qt−1).
Îòìåòèì, ÷òî S > 0 è, êðîìå òîãî, ïîñëå äàííîãî õîäà ïåð-

âîãî èãðîêà ïîëó÷èì òàêîå ðàñïðåäåëåíèå êàìíåé ïî êó÷êàì, ïðè
êîòîðîì âñå Aj áóäóò ÷åòíûìè.

Åñëè âñå Aj = 0, òî ïåðâûé èãðîê óæå âûèãðàë. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïîñëå õîäà âòîðîãî èãðîêà îïÿòü ïîëó÷èì òàêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ïî êó÷êàì, ïðè êîòîðîì õîòÿ áû îäíà èç ñóìì Aj áóäåò
íå÷åòíîé. Ïîýòîìó, íà êàæäîì øàãå ïåðâûé èãðîê ìîæåò äîáèòü-
ñÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëå åãî õîäà âñå Aj áûëè ÷åòíûìè.

Òàê êàê îáùåå êîëè÷åñòâî êàìíåé êîíå÷íî, òî çà êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî õîäîâ ïîëó÷èì, ÷òî â êàêîé-òî êó÷êå ÷èñëî êàìíåé áóäåò ðàâ-
íî íóëþ è ïîýòîìó, â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïåðâàÿ
÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

Åñëè æå âñå Aj ÷åòíû, òî ïîñëå êàæäîãî õîäà ïåðâîãî èãðî-
êà, âòîðîé èãðîê äåëàåò õîä òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå Aj áûëè
÷åòíûìè, è, ïîýòîìó, ïî ðàíåå äîêàçàííîìó â äàííîì ñëó÷àå âû-
èãðûâàåò âòîðîé èãðîê. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð. Ïóñòü èìåþòñÿ òðè êó÷êè ( k = 3 ). Â ïåðâîé êó÷êå
5, âî âòîðîé 3 è â òðåòüåé êó÷êå 8 êàìíåé. Ïðåäñòàâèì 5, 3 è 8
â äâîè÷íîé ñèñòåìå. Ïîëó÷èì 5 = S1 = 0101, 3 = S2 = 0011,
8 = S3 = 1000. Âû÷èñëèì A1 = 1 + 1 = 2, A2 = 1, A3 = 1,
A4 = 1. Òàê êàê A4 = 1 � íå÷åòíî, è a34 = 1, òî p = 3 (ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûé èãðîê ñâîèì ïåðâûì õîäîì áåðåò êàìíè èç
òðåòüåé êó÷êè). Â ýòîì ñëó÷àå r1 = 4, q2 = 2, q3 = 3 è ïîýòîìó
ïåðâûé èãðîê äîëæåí âçÿòü èç òðåòüåé êó÷êè êîëè÷åñòâî êàìíåé,
ðàâíîå 2r1−1 − 2q2−1 − 2q3−1 = 2. Ïîñëå ïåðâîãî õîäà ïåðâîãî
èãðîêà â êó÷êàõ îñòàíåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 5, 3, 6 êàìíåé.

Îáîáùåííûé íèì. Íà ñòîëå ëåæàò k êó÷åê êàìíåé. Äâîå èãðà-
þùèõ ïî î÷åðåäè áåðóò èç îäíîé êàêîé-íèáóäü êó÷êè ÷èñëî êàì-
íåé, íå ïðåâîñõîäÿùåå m (íî íå ìåíåå îäíîãî). Âûèãðûâàåò òîò,
êòî ñâîèì ïîñëåäíèì õîäîì çàáåðåò ïîñëåäíèé êàìåíü.

Ïóñòü â êó÷êàõ ñ íîìåðàìè 1, 2, . . . , k ëåæèò S1, S2, . . . , Sk

êàìíåé. È ïóñòü m1, m2, . . . , mk îñòàòêè îò äåëåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî S1, S2, . . . , Sk íà m+1, è Aj � ñóììû, âû÷èñëÿåìûå
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êàê â èãðå íèì ïî îòíîøåíèþ ê ÷èñëàì m1, m2, . . . , mk.
Òåîðåìà 2. Åñëè âñå Aj ÷åòíû, j = 1, . . . , k, òî â îáîáùåííîé

èãðå íèì âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðû-
âàåò ïåðâûé èãðîê.

Èãðà Ìóðà. Èìååòñÿ k êó÷åê êàìíåé. Äâîå èãðàþùèõ ïî î÷å-
ðåäè áåðóò íå ìåíåå îäíîãî êàìíÿ èç ëþáîãî êîëè÷åñòâà êó÷åê, íå
ïðåâîñõîäÿùåãî l. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ñâîèì î÷åðåäíûì õîäîì
çàáèðàåò ïîñëåäíèé êàìåíü. Ïóñòü Aj � ñóììû, âû÷èñëÿåìûå
êàê â èãðå íèì. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Åñëè âñå ñóììû Aj äåëÿòñÿ íà l + 1 áåç îñòàò-
êà, òî âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò
ïåðâûé èãðîê.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê äðóãîìó êëàññó èãðîâûõ çàäà÷,
à èìåííî: ïîçèöèîííûå èãðû.

Çàäà÷à. Äâà èãðîêà, Ïåòÿ è Âàíÿ, èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó.
Ïåðåä íèìè ëåæàò äâå êó÷êè êàìíåé, â ïåðâîé èç êîòîðûõ 2, à
âî âòîðîé � 3 êàìíÿ. Ó êàæäîãî èãðîêà íåîãðàíè÷åííî ìíîãî
êàìíåé. Èãðîêè õîäÿò ïî î÷åðåäè, ïåðâûé õîä äåëàåò Ïåòÿ. Õîä
ñîñòîèò â òîì, ÷òî èãðîê èëè óòðàèâàåò ÷èñëî êàìíåé â êàêîé-òî
êó÷å, èëè äîáàâëÿåò 4 êàìíÿ â êàêóþ-òî êó÷ó. Èãðà çàâåðøàåòñÿ
â òîò ìîìåíò, êîãäà îáùåå ÷èñëî êàìíåé â äâóõ êó÷àõ ñòàíîâèòñÿ
íå ìåíåå 30. Åñëè â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ èãðû îáùåå ÷èñëî êàìíåé
â äâóõ êó÷àõ íå ìåíåå 41, òî âûèãðàë Ïåòÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
� Âàíÿ. Êòî âûèãðûâàåò ïðè áåçîøèáî÷íîé èãðå îáîèõ èãðîêîâ?
Êàêèì äîëæåí áûòü ïåðâûé õîä âûèãðûâàþùåãî èãðîêà? Îòâåò
îáîñíóéòå.

Ðåøåíèå. Ñòàðòîâàÿ ïîçèöèÿ èãðû � ïàðà ÷èñåë 2 è 3. Â
îäíîé êó÷å 2 êàìíÿ, â äðóãîé � 3. Çàïèøåì ýòó ïàðó êàê (2,3).

Ïåðâûé õîä äåëàåò Ïåòÿ. Îí ìîæåò ëèáî óòðîèòü ÷èñëî êàìíåé
â êàêîé-ëèáî êó÷å, ëèáî äîáàâèòü ê êàêîé-íèáóäü êó÷å 4 êàìíÿ.
Âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè (2, 9), (2, 7), (6,3).

Âòîðîé õîä èãðû äåëàåò Âàíÿ, à äëÿ Âàíè ýòî ïåðâûé õîä.
Ìîæíî ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû õîäà Âàíè, è âûáðàòü ñðåäè ïàð
âûèãðûøíûå õîäû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Âàíå íàäî áóäåò îòâåòèòü íà
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(2,9) õîäîì (6,9), íà õîä (2,7) � (6,7), íà õîä (6,3) ëþáûì èç ýòèõ.
Ñíîâà õîäèò Ïåòÿ. Ýòî òðåòèé õîä èãðû, âòîðîé õîä Ïåòè. Ïåòÿ

ìîæåò îòâåòèòü Âàíå íà (6,9) òîëüêî õîäàìè (18,9), (10,9), (6,13),
à íà õîä Âàíè (6,7) � (18,7), (6,21), (10,7), (6,11). Îñòàëüíûå õîäû
Ïåòè áóäóò çàâåäîìîì ïðîèãðûøíûå.

Íà 4 õîäó èãðû, ñâîèì âòîðûì õîäîì Âàíÿ ìîæåò îòâåòèòü
íà õîä (18,9) � õîäîì (22,9), íà õîä (10,9) � õîäîì (10,27), íà õîä
(6,13) � õîäîì (18,13), íà õîäû (18,7) è (6,21) õîäîì (18,21), íà õîä
(10,7) � (10,21), à íà õîä (6, 11) � (6,33).

Ìû ïåðåáðàëè âñå âàðèàíòû õîäà Ïåòè, ïîëó÷àåòñÿ, âûèãðû-
âàåò Âàíÿ. Íà ñâîåì ïåðâîì õîäó îí äîëæåí ñõîäèòü ëèáî (6,9),
ëèáî (6,7).

×àñòî ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ çàïèñûâàþò â âèäå äåðåâà èã-
ðû, ëèáî òàáëèöû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íåïîëíîå äåðåâî èãðû.
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ÇÀÄÀÍÈß

1. Ïî èçîáðàæåííûì íà ðèñóíêàõ 16 - 21 äèàãðàììàì Ýéëå-
ðà�Âåííà îïèøèòå ìíîæåñòâî, çàäàííîå øòðèõîâêîé.

A

B

C

Ðèñ. 16. Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà (çàäà÷à 1, à)

A

B

C

Ðèñ. 17. Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà (çàäà÷à 1, á)

2. Ìåæäó äåâÿòüþ ïëàíåòàìè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ââåäåíî êîñ-
ìè÷åñêîå ñîîáùåíèå. Ðàêåòû ëåòàþò ïî ñëåäóþùèì ìàðøðóòàì:
Çåìëÿ � Ìåðêóðèé, Ïëóòîí � Âåíåðà, Çåìëÿ � Ïëóòîí, Ïëóòîí
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B

A

C

Ðèñ. 18. Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà (çàäà÷à 1, â)

B

A

C

Ðèñ. 19. Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà (çàäà÷à 1, ã)

� Ìåðêóðèé, Ìåðêóðèé � Âåíåðà, Óðàí � Íåïòóí, Íåïòóí � Ñà-
òóðí, Ñàòóðí �Þïèòåð, Þïèòåð � Ìàðñ è Ìàðñ � Óðàí. Ìîæíî
ëè äîáðàòüñÿ ñ Çåìëè äî Ìàðñà?

3. Â ôèðìå ïÿòüäåñÿò êîìïüþòåðîâ, íåêîòîðûå ïàðû êîìïüþ-
òåðîâ äîëæíû áûòü ñîåäèíåíû êàáåëÿìè. Îò êàæäîãî êîìïüþòåðà
äîëæíî îòõîäèòü ïî âîñåìü êàáåëåé. Ñêîëüêî âñåãî ïîíàäîáèòüñÿ
êàáåëåé?

4. Â ãðàôå ñîðîê âåðøèí, êàæäàÿ ñòåïåíè ñåìü. Ñêîëüêî ðåáåð
â ãðàôå?

5. Â ñòðàíå ïÿòíàäöàòü ãîðîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîåäèíåí
äîðîãàìè íå ìåíåå ÷åì ñ ñåìüþ äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþ-
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A B

C

Ðèñ. 20. Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà (çàäà÷à 1, ä)

A B

C

Ðèñ. 21. Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà (çàäà÷à 1, å)

áîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ â ëþáîé äðóãîé ãîðîä, âîçìîæíî,
ïðîåçæàÿ ÷åðåç äðóãèå ãîðîäà.

6. Äæîí, ïðèåõàâ èç Äèñíåéëåíäà, ðàññêàçûâàë, ÷òî òàì, íà
çàêîëäîâàííîì îçåðå èìåþòñÿ ñåìü îñòðîâîâ, ñ êàæäîãî èç êîòî-
ðûõ âåäåò îäèí, òðè èëè ïÿòü ìîñòîâ. Âåðíî ëè, ÷òî õîòÿ áû îäèí
èç ýòèõ ìîñòîâ îáÿçàòåëüíî âûõîäèò íà áåðåã îçåðà?

7. Â ãðàôå ñ âîñüìüþ âåðøèíàìè ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû
ðàâíà äâóì. Íàðèñóéòå âñå òàêèå ãðàôû. Íå çàáûâàéòå, ÷òî ãðàôû
ìîãóò áûòü íåñâÿçíûìè.

8. Íàðèñóéòå âñå äåðåâüÿ ñ ïÿòüþ âåðøèíàìè. Îáúÿñíèòå, ïî-
÷åìó äðóãèõ äåðåâüåâ íåò.

9. Ìîæíî ëè 2007 òåëåôîíîâ ñîåäèíèòü ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òî-
áû êàæäûé áûë ñîåäèíåí ðîâíî ñ 2005?

10. Èâàíîâ, Ïåòðîâ è Ñèäîðîâ � ðàçíîãî âîçðàñòà. Èõ çîâóò
Èâàí, Ïåòð è Ñèäîð, èõ îòöîâ çâàëè òàê æå. Îïðåäåëèòå, êàê ïîë-
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íîñòüþ çîâóò êàæäîãî è êòî êîãî ñòàðøå, åñëè èçâåñòíî ÷òî: íè-
êîãî íå çîâóò òàê, êàê åãî îòöà; Èâàí ìëàäøå Ïåòðîâè÷à, Ïåòðîâ
ìëàäøå Ñèäîðîâè÷à, à Ñèäîðîâ ìëàäøå Ñèäîðà.

11. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî Cm
n Ck

m = Ck
nC

m−k
n−k .

12. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî C0
n − C1

n + C2
n − C3

n + C4
n − · · · = 0.

13. Ñêîëüêî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ áèíîìà ( 6
√
16 − 4

√
8)24 ÿâëÿ-

þòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè?

14. Â áèíîìèàëüíîì ðàçëîæåíèè
(
x2

y3
+ y2

x3

)36
íàéòè ÷ëåíû

ðàçëîæåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå x.
15. Èç äâóõ ñïîðòèâíûõ ñîîáùåñòâ, íàñ÷èòûâàþùèõ ïî ñòî

ôåõòîâàëüùèêîâ êàæäîå, íàäî âûäåëèòü ïî îäíîìó ôåõòîâàëüùè-
êó äëÿ ó÷àñòèÿ â ñîñòÿçàíèè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò áûòü
ñäåëàí ýòîò âûáîð?

16. Èç ãîðîäà A â ãîðîä B âåäóò ïÿòü äîðîã, à èç ãîðîäà B
â ãîðîä C � òðè. Ñêîëüêî ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç B, âåäóò èç
A â C ?

17. Èìååòñÿ ïÿòü âèäîâ êîíâåðòîâ áåç ìàðîê è ÷åòûðå âèäà
ìàðîê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü êîíâåðò ñ ìàðêîé
äëÿ ïîñûëêè ïèñüìà?

18. Èç òðåõ òèïîâ ðó÷åê, ñåìè òèïîâ êàðàíäàøåé è ñåìè òè-
ïîâ ëàñòèêîâ íàäî âûáðàòü ðó÷êó, êàðàíäàø è ëàñòèê. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

19. ×åòâåðî ñòóäåíòîâ ñäàþò ýêçàìåí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû èì îòìåòêè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âñå ñòó-
äåíòû ýêçàìåí ñäàëè (ïîëó÷èâ îòìåòêó 3, 4 èëè 5)?

20. Íàäî ñðî÷íî äîñòàâèòü øåñòü ïàêåòîâ ðàçíûì àäðåñàòàì.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè äëÿ ïåðåäà÷è ïè-
ñåì ìîæíî ïîñëàòü òðåõ êóðüåðîâ, è êàæäîå ïèñüìî ìîæíî äàòü
ëþáîìó èç êóðüåðîâ? Êóðüåð ñàì ðåøàåò, â êàêîì ïîðÿäêå äîñòàâ-
ëÿòü äàííûå åìó ïèñüìà.

21. Âåðîÿòíîñòü ïåðîâîãî ñîáûòèÿ ñîñòàâëÿåò 0,5, à âòîðîãî è
òðåòüåãî 0,25. Êàêîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè ìû ïîëó÷èì ïîñëå
ðåàëèçàöèè îäíîãî èç íèõ?

22. Äàíû ÷èñëà 1, 2, . . . , 100. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî m,
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îáëàäàþùåå òàêèì ñâîéñòâîì: êàêèå áû m èç äàííûõ ÷èñåë íè
âûáðàòü, ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ äâà, èç êîòîðûõ îäíî äåëèòñÿ íà
äðóãîå.

23. Äåâÿòü ÷åëîâåê ðàçáèâàþòñÿ íà òðè òðîéêè ÷åòûðå äíÿ
ïîäðÿä ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáè-
âàòü òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà ÷åëîâåêà íå ïîïàëè äâàæäû â îäíó
òðîéêó.

24. Êàêîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè áóäåò ïîëó÷åíî ïðè èãðå â
ðóëåòêó ñ 32-ìÿ ñåêòîðàìè?

25. Èìååòñÿ øîêîëàäêà ðàçìåðîì m íà n, ïðè÷åì îäíà äîëü-
êà øîêîëàäêè îòìå÷åíà. Èãðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äâîå èãðîêîâ ïî
î÷åðåäè ðàçëàìûâàþò øîêîëàäêó ïî êàêîé-íèáóäü ïðÿìîé, äåëÿ-
ùåé åå íà äîëüêè, è ñúåäàþò òó ïîëîâèíó, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò
îòìå÷åííîé äîëüêè. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîäà,
òî åñòü åìó îñòàåòñÿ ëèøü îòìå÷åííàÿ äîëüêà.

26. Äâà èãðîêà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Íà êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè ñòîèò ôèøêà. Èãðîêè õîäÿò ïî î÷åðåäè. Â íà÷àëå èã-
ðû ôèøêà íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (4,3). Õîä ñîñòîèò â
òîì, ÷òî èãðîê ïåðåìåùàåò ôèøêó èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x, y)
â îäíó èç òðåõ òî÷åê: èëè â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (x+ 3, y), èëè
â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (x, y + 2), èëè â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè
(x, y + 4). Âûèãðûâàåò èãðîê, ïîñëå õîäà êîòîðîãî ðàññòîÿíèå ïî
ïðÿìîé îò ôèøêè äî òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0,0) áîëüøå 14 åäè-
íèö. Êòî âûèãðûâàåò ïðè áåçîøèáî÷íîé èãðå îáîèõ èãðîêîâ �
èãðîê, äåëàþùèé ïåðâûé õîä, èëè èãðîê, äåëàþùèé âòîðîé õîä?
Îòâåò îáîñíóéòå.

27. Äâà èãðîêà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåðåä íèìè ëåæàò
äâå êó÷êè êàìíåé, â ïåðâîé èç êîòîðûõ 3, à âî âòîðîé 5 êàìíåé.
Ó êàæäîãî èãðîêà íåîãðàíè÷åííî ìíîãî êàìíåé. Èãðîêè õîäÿò ïî
î÷åðåäè. Õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî èãðîê óâåëè÷èâàåò èëè â 2 ðàçà,
èëè â 3 ðàçà ÷èñëî êàìíåé â êàêîé-òî êó÷å. Âûèãðûâàåò èãðîê,
ïîñëå õîäà êîòîðîãî îáùåå ÷èñëî êàìíåé â äâóõ êó÷àõ ñòàíîâèò-
ñÿ íå ìåíåå 48 êàìíåé. Êòî âûèãðûâàåò ïðè áåçîøèáî÷íîé èãðå
îáîèõ èãðîêîâ � èãðîê, äåëàþùèé ïåðâûé õîä, èëè èãðîê, äåëàþ-
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ùèé âòîðîé õîä? Êàêèì äîëæåí áûòü ïåðâûé õîä âûèãðûâàþùåãî
èãðîêà? Îòâåò îáîñíóéòå.

28. Äâà èãðîêà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåðåä íèìè ëåæàò
äâå êó÷êè êàìíåé, â ïåðâîé èç êîòîðûõ 2, à âî âòîðîé 5 êàìíåé.
Ó êàæäîãî èãðîêà íåîãðàíè÷åííî ìíîãî êàìíåé. Èãðîêè õîäÿò ïî
î÷åðåäè. Õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî èãðîê óâåëè÷èâàåò èëè â 2 ðàçà,
èëè â 3 ðàçà ÷èñëî êàìíåé â êàêîé-òî êó÷å. Âûèãðûâàåò èãðîê, ïî-
ñëå õîäà êîòîðîãî îáùåå ÷èñëî êàìíåé â äâóõ êó÷àõ ñòàíîâèòñÿ íå
ìåíåå 40. Êòî âûèãðûâàåò ïðè áåçîøèáî÷íîé èãðå îáîèõ èãðîêîâ
� èãðîê, äåëàþùèé ïåðâûé õîä, èëè èãðîê, äåëàþùèé âòîðîé õîä?
Êàêèì äîëæåí áûòü ïåðâûé õîä âûèãðûâàþùåãî èãðîêà? Îòâåò
îáîñíóéòå.

29. Äâà èãðîêà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåðåä íèìè ëåæàò
äâå êó÷êè êàìíåé, â ïåðâîé èç êîòîðûõ 3, à âî âòîðîé 4 êàìíåé.
Ó êàæäîãî èãðîêà íåîãðàíè÷åííî ìíîãî êàìíåé. Èãðîêè õîäÿò ïî
î÷åðåäè. Õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî èãðîê èëè óäâàèâàåò ÷èñëî êàìíåé
â êàêîé-òî êó÷å, èëè äîáàâëÿåò 4 êàìíÿ â êàêóþ-òî êó÷ó. Èãðîê,
ïîñëå õîäà êîòîðîãî îáùåå ÷èñëî êàìíåé â äâóõ êó÷àõ ñòàíîâèòñÿ
áîëüøå 25, ïðîèãðûâàåò. Êòî âûèãðûâàåò ïðè áåçîøèáî÷íîé èãðå
îáîèõ èãðîêîâ � èãðîê, äåëàþùèé ïåðâûé õîä, èëè èãðîê, äåëàþ-
ùèé âòîðîé õîä? Êàêèì äîëæåí áûòü ïåðâûé õîä âûèãðûâàþùåãî
èãðîêà? Îòâåò îáîñíóéòå.

30. Äâà èãðîêà, Ïåòÿ è Âàíÿ, èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåðåä
íèìè ëåæàò äâå êó÷êè êàìíåé, â ïåðâîé èç êîòîðûõ 4, à âî âòî-
ðîé � 3 êàìíÿ. Ó êàæäîãî èãðîêà íåîãðàíè÷åííî ìíîãî êàìíåé.
Èãðîêè õîäÿò ïî î÷åðåäè, ïåðâûé õîä äåëàåò Ïåòÿ. Õîä ñîñòîèò
â òîì, ÷òî èãðîê èëè óòðàèâàåò ÷èñëî êàìíåé â êàêîé-òî êó÷å,
èëè äîáàâëÿåò 2 êàìíÿ â êàêóþ-òî êó÷ó. Èãðà çàâåðøàåòñÿ â òîò
ìîìåíò, êîãäà êîëè÷åñòâî êàìíåé â îäíîé èç êó÷ ñòàíîâèòñÿ íå
ìåíåå 21. Åñëè â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ èãðû îáùåå ÷èñëî êàìíåé
â äâóõ êó÷àõ íå ìåíåå 40, òî âûèãðàë Ïåòÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
� Âàíÿ. Êòî âûèãðûâàåò ïðè áåçîøèáî÷íîé èãðå îáîèõ èãðîêîâ?
Êàêèì äîëæåí áûòü ïåðâûé õîä âûèãðûâàþùåãî èãðîêà? Îòâåò
îáîñíóéòå.
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31. Äâà èãðîêà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåðåä íèìè ëåæàò
äâå êó÷êè êàìíåé, â ïåðâîé èç êîòîðûõ 4, à âî âòîðîé 5 êàìíåé.
Ó êàæäîãî èãðîêà íåîãðàíè÷åííî ìíîãî êàìíåé. Èãðîêè õîäÿò
ïî î÷åðåäè. Õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî èãðîê èëè óäâàèâàåò ÷èñëî
êàìíåé â êàêîé-òî êó÷å, èëè äîáàâëÿåò 1 êàìåíü â êàêóþ-òî êó÷ó.
Âûèãðûâàåò èãðîê, ïîñëå õîäà êîòîðîãî îáùåå ÷èñëî êàìíåé â
äâóõ êó÷àõ ñòàíîâèòñÿ íå ìåíåå 18 êàìíåé. Êòî âûèãðûâàåò ïðè
áåçîøèáî÷íîé èãðå îáîèõ èãðîêîâ � èãðîê, äåëàþùèé ïåðâûé õîä,
èëè èãðîê, äåëàþùèé âòîðîé õîä? Êàêèì äîëæåí áûòü ïåðâûé õîä
âûèãðûâàþùåãî èãðîêà? Îòâåò îáîñíóéòå.

32. Äâà èãðîêà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåðåä íèìè ëåæàò
äâå êó÷êè êàìíåé, â ïåðâîé èç êîòîðûõ 6, âî âòîðîé 8 êàìíåé.
Ó êàæäîãî èãðîêà íåîãðàíè÷åííî ìíîãî êàìíåé. Èãðîêè õîäÿò
ïî î÷åðåäè. Õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî èãðîê èëè óäâàèâàåò ÷èñëî
êàìíåé â êàêîé-òî êó÷å, èëè äîáàâëÿåò 4 êàìíÿ â êàêóþ-òî êó-
÷ó. Èãðîê, ïîñëå õîäà êîòîðîãî â îäíîé èç êó÷ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå
18 êàìíåé, ïðîèãðûâàåò. Êòî âûèãðûâàåò ïðè áåçîøèáî÷íîé èãðå
îáîèõ èãðîêîâ � èãðîê, äåëàþùèé ïåðâûé õîä, èëè èãðîê, äåëàþ-
ùèé âòîðîé õîä? Êàêèì äîëæåí áûòü ïåðâûé õîä âûèãðûâàþùåãî
èãðîêà? Îòâåò îáîñíóéòå.

33. Äâà èãðîêà, Ïåòÿ è Âàíÿ, èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåðåä
íèìè ëåæàò äâå êó÷êè êàìíåé, â ïåðâîé èç êîòîðûõ 2, à âî âòî-
ðîé � 3 êàìíÿ. Ó êàæäîãî èãðîêà íåîãðàíè÷åííî ìíîãî êàìíåé.
Èãðîêè õîäÿò ïî î÷åðåäè, ïåðâûé õîä äåëàåò Ïåòÿ. Õîä ñîñòîèò
â òîì, ÷òî èãðîê èëè óòðàèâàåò ÷èñëî êàìíåé â êàêîé-òî êó÷å,
èëè äîáàâëÿåò 4 êàìíÿ â êàêóþ-òî êó÷ó. Èãðà çàâåðøàåòñÿ â òîò
ìîìåíò, êîãäà êîëè÷åñòâî êàìíåé â îäíîé èç êó÷ ñòàíîâèòñÿ íå
ìåíåå 30. Åñëè â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ èãðû îáùåå ÷èñëî êàìíåé
â äâóõ êó÷àõ íå ìåíåå 34, òî âûèãðàë Âàíÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
� Ïåòÿ. Êòî âûèãðûâàåò ïðè áåçîøèáî÷íîé èãðå îáîèõ èãðîêîâ?
Êàêèì äîëæåí áûòü ïåðâûé õîä âûèãðûâàþùåãî èãðîêà? Îòâåò
îáîñíóéòå.
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