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ÎÁÙÀß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ �ÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ. Çàäà-

÷à ñòàáèëèçàöèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷

ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû îá óïðàâëåíèè

àñèìïòîòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îòíîñÿòñÿ ê ëèíåéíûì ñòàöèîíàðíûì

ñèñòåìàì óïðàâëåíèÿ. Âîïðîñû ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèì

ïîâåäåíèåì ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, åñëè óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ÿâ-

ëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíîé, èëè íåëèíåéíîé, èëè óïðàâëåíèå ñòðîèòñÿ ïî íåïîë-

íûì äàííûì.

Îäíîé èç ïåðâûõ çàäà÷ êëàññè÷åñêîé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâà-

íèÿ áûëà çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû

ẋ = Ax+ Bu, t ∈ R, x ∈ R
n, u ∈ R

m, (1)

ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè u = Ux, ãäå U � ïîñòîÿííàÿ m × n-

ìàòðèöà. Áîëåå îáùåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ðàçìåùåíèè ñïåêòðà ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé (çàäà÷à î ìîäàëüíîì óïðàâëåíèè, çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñïåê-

òðîì), â êîòîðîé òðåáóåòñÿ äëÿ çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà p(λ) = λn + γ1λ
n−1 +

. . . + γn, γi ∈ K, ïîñòðîèòü ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó U ∈ Mm,n(K) òàê, ÷òîáû
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(A + BU ; λ) ìàòðèöû A + BU çàìêíóòîé

ñèñòåìû

ẋ = (A+ BU)x, x ∈ K
n, (2)

ñîâïàäàë ñ p(λ) (çäåñü K = R èëè K = C). Åñëè äëÿ âñÿêîãî (γ1, . . . , γn) ∈ Kn

òàêàÿ ìàòðèöà U ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñïåêòð ñèñòåìû (2) ãëîáàëüíî

óïðàâëÿåì. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò.

Ó ò â å ðæä å í è å 0.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà.

2. rank [B,AB, . . . , An−1B] = n.

3. Ñïåêòð ñèñòåìû (2) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåì.

Ýêâèâàëåíòíîñòü 2 ⇔ 3 äëÿ ñëó÷àÿ K = C äîêàçàë Â.Ì.Ïîïîâ

1

, äëÿ

ñëó÷àÿ K = R äîêàçàë Â.Ì.Óîíýì

2

; óòâåðæäåíèå 1 ⇔ 2 � ýòî èçâåñòíûé

êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè Êàëìàíà

3

.

�àñïðîñòðàíåíèå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è, â ÷àñòíîñòè,

çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ñèñòåì ìîæåò ïðîèñõîäèòü â
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ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Â îäíîì èç íàïðàâëåíèé òðåáóåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü

óêàçàííûå âûøå ðåçóëüòàòû íà íåñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû

ẋ = A(t)x+ B(t)u, t ∈ R, x ∈ R
n, u ∈ R

m. (3)

Â ýòîì íàïðàâëåíèè îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò áûëà ñòàòüÿ Ï. Áðóíîâñêîãî

4

, â

êîòîðîé áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåñòàöèîíàðíûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì â êà÷åñòâå

îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé åñòåñòâåííî ðàññìàòðè-

âàòü ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

5

. Îäíî èç âîçìîæíûõ îáîáùåíèé

óñëîâèÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè íà íåñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû, êîòîðîå ìîæíî

èñïîëüçîâàòü â çàäà÷àõ îá óïðàâëåíèè àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ëèíåé-

íîé ñèñòåìû, áûëî ââåäåíî �.Êàëìàíîì

3
. Ñèñòåìà (3) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåð-

íî âïîëíå óïðàâëÿåìîé (ïî Êàëìàíó), åñëè íàéäóòñÿ ϑ > 0 è αi = αi(ϑ) > 0,
i = 1, 2, 3, 4, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ τ ∈ R âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (â ñìûñëå

êâàäðàòè÷íûõ �îðì)

0 < α1I 6 W (τ, τ + ϑ) 6 α2I,

0 < α3I 6 X(τ + ϑ, τ)W (τ, τ + ϑ)XT (τ + ϑ, τ) 6 α4I;

çäåñüW (t0, t1) :=

∫ t1

t0

X(t0, s)B(s)BT(s)XT (t0, s) ds � ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè

(ìàòðèöà Êàëìàíà), X(t, s) � ìàòðèöà Êîøè ñâîáîäíîé ñèñòåìû

ẋ = A(t)x. (4)

Êàëìàí äîêàçàë

3
, ÷òî åñëè ñèñòåìà (3) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî

ñóùåñòâóåò ìàòðèöà U(t), t ∈ R, òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà

ẋ = (A(t) +B(t)U(t))x, x ∈ R
n, (5)

ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Í.Í. Êðàñîâñêèé

6

äëÿ ðåøåíèÿ çà-

äà÷è (îïòèìàëüíîé) ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (3) ïðèìåíÿë äðóãóþ ìàòðèöó

óïðàâëÿåìîñòè Q(t) = [P0(t), P1(t), . . . , Pn−1(t)], ãäå P0(t) = B(t), Pk(t) =

−A(t)Pk−1(t) + Ṗk−1(t), k ∈ N.

Å.Ë. Òîíêîâ

7

èñïîëüçîâàë ïîäõîä Êàëìàíà â çàäà÷àõ ñòàáèëèçàöèè ïî÷òè

ïåðèîäè÷åñêèõ è ðåêóððåíòíûõ ñèñòåì è óñòàíîâèë êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé
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ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Êàëìàíó. Å.Ë. Òîíêîâûì áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à

î ãëîáàëüíîì óïðàâëåíèè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà íà îñíîâå ñâîéñòâà ðàâíî-

ìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Êàëìàíó. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ëèíåéíîé

ñèñòåìû (5) íàçûâàþòñÿ ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìûìè, åñëè äëÿ âñÿêîãî íàáîðà

÷èñåë α1 6 . . . 6 αn ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå Û(t), t ∈

R, òàêîå, ÷òî λj(A+BÛ) = αj, j = 1, n, ãäå λ1(A+BÛ) 6 . . . 6 λn(A+BÛ) �

ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (5) ïðè U = Û . Ýòà çàäà÷à,

à òàêæå äðóãèå çàäà÷è î ãëîáàëüíîì óïðàâëåíèè àñèìïòîòè÷åñêèìè èíâàðè-

àíòàìè áûëè ðåøåíû â ðàáîòàõ Ñ.Í. Ïîïîâîé

8,9,10
, à òàêæå Å.Ê. Ìàêàðîâà,

Ñ.Í. Ïîïîâîé

11

. Â ÷àñòíîñòè, áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

10
: ïóñòü

A(·) êóñî÷íî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R, B(·) êóñî÷íî ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R, è ñèñòåìà (3) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â

ñìûñëå Êàëìàíà; òîãäà ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (5)

ãëîáàëüíî óïðàâëÿåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåçóëüòàòîì âîçíèêàåò âîïðîñ î ñïðà-

âåäëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (3) ñ êîý��èöèåíòàìè èç áîëåå

øèðîêîãî êëàññà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êðèòåðèé Òîíêîâà ðàâíî-

ìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Êàëìàíó (êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå äàííîãî ðåçóëüòàòà Ñ.Í. Ïîïîâîé) ìîæåò áûòü íå âûïîëíåí.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà êîý��èöèåíòû îïðåäåëåíèå

ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Êàëìàíó è êðèòåðèé Òîíêîâà ñîâïà-

äàþò. Ýòè âîïðîñû èññëåäóþòñÿ â äèññåðòàöèè â � � 1, 2, 5.

Äðóãîé âîïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò â ñâÿçè ðåçóëüòàòîì Ñ.Í. Ïîïîâîé: íàé-

òè êàêèå-ëèáî êëàññû íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ðàâíî-

ìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè. Ýòîò âîïðîñ èññëåäóåòñÿ â � 3; äîêàçàíî, ÷òî

ê òàêîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ñèñòåìû â �îðìå Õåññåíáåðãà.

Íàðÿäó ñ çàäà÷àìè óïðàâëåíèÿ îòäåëüíûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè èíâàðèàí-

òàìè â ðàáîòàõ Å.Ë. Òîíêîâà, Ñ.Í. Ïîïîâîé, Å.Ê. Ìàêàðîâà ðàññìàòðèâàëèñü

çàäà÷è (ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî) óïðàâëåíèÿ âñåé ñîâîêóïíîñòüþ èíâàðè-

àíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà.

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå z = L(t)x ëèíåéíîé ñèñòåìû (4) íàçûâàåòñÿ

5

ïðåîáðàçîâàíèåì Ëÿïóíîâà, åñëè ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ L(t), t ∈ R, àáñîëþò-

íî íåïðåðûâíàÿ, îáðàòèìàÿ, è sup{‖L‖C(R), ‖L
−1‖C(R), sup

t∈R
‖L̇‖L1([t,t+1])} < ∞.

Äâå ëèíåéíûå ñèñòåìû, ñâÿçàííûå íåêîòîðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëÿïóíîâà,

íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè (ïî Áîãäàíîâó). Õàðàêòåðèñòèêè

8

Ïîïîâà Ñ.Í. �ëîáàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ïîëíîé ñîâîêóïíîñòè ëÿïóíîâñêèõ èíâàðèàíòîâ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ñèñòåì // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2003. Ò. 39, �12. Ñ. 1627�1636.

9

Ïîïîâà Ñ.Í. �ëîáàëüíàÿ ïðèâîäèìîñòü ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ê ñèñòåìàì ñêàëÿðíîãî òè-

ïà // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2004. Ò. 40, �1. Ñ. 41�46.

10

Ïîïîâà Ñ.Í. Î ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ëèíåéíûõ ñèñòåì // Äè��åðåí-

öèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2007. Ò. 43, �8. Ñ. 1048�1054.

11

Ìàêàðîâ Å.Ê., Ïîïîâà Ñ.Í. Î ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ïîëíîé ñîâîêóïíîñòè ëÿïóíîâñêèõ èí-

âàðèàíòîâ äâóìåðíûõ ëèíåéíûõ // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1999. Ò. 35, �1. Ñ. 97�106.
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ñèñòåìû (4), êîòîðûå íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû

(4), íàçûâàþòñÿ ëÿïóíîâñêèìè (àñèìïòîòè÷åñêèìè) èíâàðèàíòàìè. Ïðèìåðàìè

ëÿïóíîâñêèõ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé

(ýêñïîíåíöèàëüíîé) óñòîé÷èâîñòè, ïðàâèëüíîñòè ñèñòåìû, ïîêàçàòåëè Ëÿïó-

íîâà, öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè, îñîáûå ïîêàçàòåëè è ò. ä.

�îâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà (5) ñ èçìåðèìûìè, èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè êî-

ý��èöèåíòàìè A(·), B(·): (a) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé

ïðèâîäèìîñòè

11
[
(b) íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî ñêàëÿðèçóåìîé

9
]
, åñëè äëÿ ëþáîé

ñèñòåìû

ż = F (t)z, t ∈ R, x ∈ R
n, (6)

ñ èçìåðèìîé, èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîé ìàòðèöåé F (·)
[
âèäà F (t) = p(t)I,

p : R → R
]
íàéäåòñÿ èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå Û(t), t ∈ R,

òàêîå, ÷òî ñèñòåìà (5) ñ U = Û àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (6).

Â � 4, 5 ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î ãëîáàëüíîì óïðàâëåíèè ïîêàçàòå-

ëÿìè Ëÿïóíîâà, ãëîáàëüíîé ñêàëÿðèçóåìîñòè, ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðè-

âîäèìîñòè ñèñòåìû (5) è î ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè ñèñòåìû (5) ê êàíî-

íè÷åñêîé �îðìå Ôðîáåíèóñà, ò. å. ê ñèñòåìå (6), ýêâèâàëåíòíîé ñêàëÿðíîìó

äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ n-ãî ïîðÿäêà.

Äðóãîå íàïðàâëåíèå â ðàñïðîñòðàíåíèè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñïåêòðîì ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé èëè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è ñòàáèëè-

çàöèè) íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ñèñòåì îòíîñèòñÿ ê ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ îá-

ðàòíîé ñâÿçè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ

íàáëþäàòåëåì:

ẋ = A(t)x+B(t)u, y = C∗(t)x, t ∈ R (7)

(∗ � îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ). Îäèí èç êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ

ñòàáèëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âû-

õîäó (ñì., íàïðèìåð

12

): ââîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé èäåíòè�èêàòîð

˙̂x = A(t)x̂+ V (t) (y − C∗(t)x̂) + B(t)u. (8)

Óïðàâëåíèå â ñèñòåìå (7), (8) ñòðîèòñÿ â âèäå

u = U(t)x̂. (9)

Çàìêíóòàÿ ýòèì óïðàâëåíèåì ñèñòåìà (7), (8) ïîëó÷àåòñÿ (2n)-ìåðíîé. Â � 6

ïîëó÷åíû íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Äðóãîé ñïîñîá �îðìèðîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìå (7) ñîñòîèò â ïîñòðî-

åíèè ëèíåéíîé ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó, ò. å. â âèäå u = Uy.

12

Êàëìàí �., Ôàëá Ï., Àðáèá Ì. Î÷åðêè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì. Ì.: Ìèð, 1971. 400 ñ.
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Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

ẋ =
(
A(t) + B(t)UC∗(t)

)
x. (10)

Òàêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåé � áèëèíåéíîé (îäíî-

ðîäíîé) ñèñòåìû

ẋ =
(
A(t) + u1A1(t) + u2A2(t) + . . .+ urAr(t)

)
x. (11)

Çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿ ñïåêòðîì äëÿ ñèñòåì (10) è (11) ñòàíî-

âÿòñÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, ÷åì äëÿ ñèñòåìû (5), óæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà

êîý��èöèåíòû ñèñòåì ïîñòîÿííû:

ẋ = (A+ BUC∗)x, x ∈ K
n, (12)

ẋ = (A+ u1A1 + u2A2 + . . .+ urAr)x, x ∈ K
n. (13)

Îòîæäåñòâèì ñèñòåìó (12) ñ ìàòðèöåé Σ = (A,B, C) ∈ Mn,n+m+k(K), ñèñòåìó

(13) � ñ ìàòðèöåé Ω = (A,A1, . . . , Ar) ∈ Mn,n(1+r)(K). Ââåäåì ñïåêòðàëüíîå

îòîáðàæåíèå σ äëÿ ñèñòåìû Σ (äëÿ ñèñòåìû Ω), êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

ìàòðèöå U ∈ Mm,k(K) (ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðó u = (u1, . . . , ur) ∈ K
r
) âåêòîð

(γ1, . . . , γn) ∈ Kn
, ñîñòàâëåííûé èç êîý��èöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-

ãî÷ëåíà ìàòðèöû A+BUC∗
(ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöû A+u1A1+ . . .+urAr).

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, ñïåêòð ñèñòåìû Σ (ñèñòåìû Ω) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåì,

åñëè îòîáðàæåíèå σ ñþðúåêòèâíî.

Çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ñïåêòðîì äëÿ ñèñòåì (12) (èëè (13)) ïîñâÿùåíî áîëü-

øîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå

13

.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ¾ïî÷òè ïðîèçâîëüíîì¿ ðàçìåùåíèè max{m, k} (ãäå

m = rank B, k = rank C) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèñòåìû (A,B, C) ñ öèê-

ëè÷åñêîé ìàòðèöåé A áûëè ïîëó÷åíû â íà÷àëå 1970-õ â ðàáîòàõ A. Jameson;

E. J. Davison, R.A. Chatterjee; B. Sridhar, D. P. Lindor� â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

îòêðûòàÿ ñèñòåìà (7) ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè âïîëíå óïðàâëÿåìà è

âïîëíå íàáëþäàåìà (ýòè óñëîâèÿ íåîáõîäèìû äëÿ ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæå-

íèÿ σ). Â áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ E. J. Davison, S.H. Wang

14

è H. Kimura

15

äîêàçàëè äëÿ ñëó÷àÿ K = R ðåçóëüòàòû, èç êîòîðûõ âûòåêàåò, ÷òî åñëè

m+ k > n+ 1, (14)

òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ σ ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì äëÿ òèïè÷íîãî ìíîæåñòâà

ìàòðèö (A,B, C) ∈ Mn,n+m+k(R) (çäåñü ïîäìíîæåñòâî S ⊂ K
l
íàçûâàåòñÿ òè-

ïè÷íûì ìíîæåñòâîì, åñëè åãî äîïîëíåíèå Kl\S ñîäåðæèòñÿ â íóëü-ìíîæåñòâå

íåêîòîðîãî íåòðèâèàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà îò x1, . . . , xl).

13

Ëåîíîâ �.À., Øóìà�îâ Ì.Ì.Ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. ÑÏá.: Èçä-âî

Ñ.-Ïåòåðá. óí-òà, 2005. 421 ñ.

14

Davison E.J., Wang S.H. On pole assignment in linear multivariable systems using output feedba
k //

IEEE Transa
tions on Automati
 Control. 1975. Vol. AC-20, �4. P. 516�518.

15

Kimura H. Pole assignment by gain output feedba
k // IEEE Transa
tions on Automati
 Control. 1975.

Vol. AC-20, �4. P. 509�516.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ

16,17
èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå

ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â 1981 ãîäó Áðîêåòò è Áàéðíñ ïîêàçàëè

18

,

÷òî åñëè mk > n, òî îòîáðàæåíèå σ ñþðúåêòèâíî äëÿ òèïè÷íîãî ìíîæåñòâà

ñèñòåì (A,B, C) ∈ Mn,n+m+k(C). Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñèëüíûì
äëÿ K = C. Â 1992 ãîäó X. Wang

19

äîêàçàë, ÷òî åñëè mk > n, òî îòîáðàæåíèå

σ ñþðúåêòèâíî äëÿ òèïè÷íîãî ìíîæåñòâà ñèñòåì (A,B, C) ∈ Mn,n+m+k(R).
Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì äëÿ K = R.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñïåêòðîì äëÿ áèëèíåéíîé ñèñòåìû (13) ñâÿçàíà ñ àä-

äèòèâíîé îáðàòíîé çàäà÷åé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñì. îáçîð

20

). Îòìåòèì

çäåñü ðàáîòû

21

è

22

. W. Helton, J. Rosenthal, X. Wang

23

äîêàçàëè, ÷òî åñëè L �

à��èííîå ìíîãîîáðàçèå â Mn(C), òî îòîáðàæåíèå

ϕA : L → K
n, ϕA(L) = det(λI − A− L), L ∈ L,

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ñþðúåêòèâíûì äëÿ òèïè÷íîãî ìíîæåñòâà ìàòðèö A òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà dimL > n è L 6⊂ sln := {L ∈ Mn(C) : SpL = 0}. Òàêèì

îáðàçîì, çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèñòåì (12) è (13) â òèïè-

÷åñêîì ñëó÷àå èññëåäîâàíà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî. Òåì íå ìåíåå, êàê ïîä÷åðê-

íóòî â ðàáîòå

24

, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

18
è

19
, ïîëó÷åííûå äëÿ ñèñòåìû (12), íî-

ñÿò òåîðåòè÷åñêèé, íå êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð. Â îáùåì ñëó÷àå, äàæå êîãäà

èçâåñòíî ñóùåñòâîâàíèå êîìïåíñàòîðà U, îáåñïå÷èâàþùåãî ðàçìåùåíèå ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé, íå ñóùåñòâóåò êàêèõ-ëèáî ïðèåìëåìûõ àëãîðèòìîâ äëÿ

íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ U. Ýòî ïðîèñõîäèò â ñèëó âíóòðåííåé íåëèíåéíîñòè äàí-

íîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (12) ñ íåïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (è òåì áîëåå äëÿ

ñèñòåìû (13)), â îòëè÷èå îò ñèñòåìû (2) ñ ïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (êîãäà

C = I), äëÿ êîòîðîé òàêèå àëãîðèòìû ñóùåñòâóþò. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò

âîïðîñû: âîçìîæíî ëè âûäåëèòü èç êëàññà âñåõ ñèñòåì (12) (èëè (13)) íåêî-

òîðûé ïîäêëàññ, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå (è âîçìîæíî,

íåîáõîäèìûå) óñëîâèÿ, âðîäå óñëîâèé 1, 2 â óòâåðæäåíèè 0.1, îáåñïå÷èâàþ-

ùèå ãëîáàëüíóþ óïðàâëÿåìîñòü ñïåêòðà, è äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíî ïðèâåñòè

16

Hermann R., Martin C. Appli
ations of algebrai
 geometry to systems theory: part 1 // IEEE

Transa
tions on Automati
 Control. 1977. Vol. AC-22, �1. P. 19�25.

17

Willems J., Hesselink W. Generi
 properties of the pole pla
ement problem // Pro
eedings of 7th IFAC

World Congress. 1978. P. 1725�1729.

18

Bro
kett R.W., Byrnes C.I. Multivariable Nyquist 
riteria, root lo
i and pole pla
ement: a geometri


viewpoint // IEEE Transa
tions on Automati
 Control. 1981. Vol. AC-26, �1. P. 271�284.

19

Wang X. Pole pla
ement by stati
 output feedba
k // Journal of Mathemati
al Systems, Estimation, and

Control. 1992. Vol. 2, �2. P. 205�218.

20

Chu M.T. Inverse eigenvalue problems // SIAM Review. 1998. Vol. 40, �1. P. 1�39.

21

Friedland S. Inverse eigenvalue problems // Linear Algebra and its Appli
ations. 1977. Vol. 17, �1.

P. 15�51.

22

Byrnes C.I., Wang X. The additive inverse eigenvalue problem for Lie perturbations // SIAM Journal

on Matrix Analysis and Appli
ations. 1993. Vol. 14, �1. P. 113�117.

23

Helton W., Rosenthal J., Wang X. Matrix extensions and eigenvalue 
ompletions, the generi
 
ase //

Transa
tions of the Ameri
an Mathemati
al So
iety. 1997. Vol. 349, �8. P. 3401�3408.

24

Rosenthal J., Willems J.C. Open problems in area of pole pla
ement // Open problems in Mathemati
al

Systems and Control Theory. London: Springer, 1999. Chapter 37. P. 181�191.
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êîíñòðóêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ íàõîæäåíèÿ òðåáóåìîé ìàòðèöû U (ñîîòâåò-

ñòâåííî, âåêòîðà u = (u1, . . . , ur)). Èññëåäîâàíèþ ýòèõ âîïðîñîâ ïîñâÿùåíà II

ãëàâà. Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ 1 â óòâåðæäåíèè 0.1 âûñòóïàåò ñâîéñòâî ñîãëàñî-

âàííîñòè, ââåäåííîå â

25

äëÿ ñèñòåìû (10) è â

26

äëÿ ñèñòåìû (11). Ñèñòåìà (10)

[ñì.

25
℄ (ñèñòåìà (11) [ñì.

26
℄) íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé íà îòðåçêå [t0, t1], åñëè

äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû G ∈ Mn(K) íàéäåòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå

Û : [t0, t1] → Mm,k(K) (ñîîòâåòñòâåííî û = (û1, . . . , ûr) : [t0, t1] → Kr
) òàêîå,

÷òî ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

Ż = A(t)Z +B(t)Û(t)C∗(t)X(t, t0)

(ñîîòâåòñòâåííî Ż = A(t)Z + (û1(t)A1(t) + . . .+ ûr(t)Ar(t))X(t, t0))

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Z(t0) = 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z(t1) = G. Ñâîéñòâî

ñîãëàñîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòå-

ìû (3) íà ñèñòåìû ñ íàáëþäàòåëåì (7): â ñëó÷àå êîãäà C(t) ≡ I, ýòè ñâîéñòâà

ýêâèâàëåíòíû

25
.

Îòìåòèì, ÷òî èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû è ïîñòàâëåííûå âîïðîñû î

ãëîáàëüíîì óïðàâëåíèè ñïåêòðîì â ðàâíîé ñòåïåíè îòíîñÿòñÿ ê óïðàâëÿåìûì

ñèñòåìàì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

x(t+ 1) = (A+ BUC∗)x(t), t ∈ Z, x ∈ K
n, (15)

x(t+ 1) = (A+ u1A1 + u2A2 + . . .+ urAr)x(t), x ∈ K
n. (16)

Èññëåäîâàíèþ ýòèõ âîïðîñîâ äëÿ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ïîñâÿùåíà

IV ãëàâà.

Äðóãîé ïîäõîä ê çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè áèëèíåéíîé ñèñòåìû áûë îñíîâàí

íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî î ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Îäíîé èç ïèîíåðñêèõ ðàáîò â ýòîì íàïðàâ-

ëåíèè ÿâèëàñü ðàáîòà Äæàðäæåâè÷à, Êóèííà

27

. Â íåé áûëè ïîëó÷åíû äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ðåøåíèÿ

áèëèíåéíîé ñèñòåìû

ẋ = Ax+ uBx, x ∈ R
n, u ∈ R,

ïîñðåäñòâîì îáðàòíîé ñâÿçè u = u(x). Â äàëüíåéøåì òåîðåìà Äæàðäæåâè÷à�

Êóèííà îáîáùàëàñü â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ; âïîñëåäñòâèè áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî îáîáùèòü íà íåëèíåéíûå à��èííûå ñèñòåìû

ẋ = f(x) + u1g1(x) + · · ·+ urgr(x), x ∈ R
n, f(0) = 0. (17)

25

Ïîïîâà Ñ.Í., Òîíêîâ Å.Ë. Óïðàâëåíèå ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ñîãëàñîâàííûõ ñèñòåì. I // Äè�-

�åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1994. Ò. 30, �10. Ñ. 1687�1696.

26

Çàéöåâ Â.À., Òîíêîâ Å.Ë. Äîñòèæèìîñòü, ñîãëàñîâàííîñòü è ìåòîä ïîâîðîòîâ Â.Ì. Ìèëëèîíùè-

êîâà // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 1999. �2 (441). Ñ. 45�56.

27

Jurdjevi
 V., Quinn J.P. Controllability and stability // Journal of Di�erential Equations. 1978. Vol. 28,

�3. P. 381�389.
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�àçâèòèåì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, â ÷àñòíîñòè, çàíèìàëèñü M. Slemrod

28

, J. P. Gau-

thier

29

, G. Bornard

30

, N. Kalouptsidis, J. Tsinias

31

, K.K. Lee, A. Arapostathis

32

,

C. I. Byrnes, A. Isidori

33

, R. Outbib, G. Sallet

34

è äð. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùå-

ñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ �îðìóëèðîâîê äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ãëîáàëüíîé

àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè, ýòè óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ (ñëàáûìè) óñëîâèÿ-

ìè Äæàðäæåâè÷à�Êóèííà, à ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå

íàçûâàåòñÿ ¾äåìï�èðóþùåå óïðàâëåíèå¿ (damping 
ontrol). Ïðèâåäåì îäíó

èç �îðìóëèðîâîê

35

. Îáîçíà÷èì Lfϕ(x) = ∇ϕ(x)f(x) ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè

ϕ(x) âäîëü f(x); adfg(x) := [f, g](x) =
∂g(x)

∂x
f(x)−

∂f(x)

∂x
g(x) � êîììóòàòîð

âåêòîðíûõ ïîëåé f(x), g(x); adifg := [f, adi−1
f g], i ∈ N, ad0fg := g.

Ó ò â å ðæä å í è å 0.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ �óíêöèÿ V : Rn → R,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

Ó1. V (x) > 0, x 6= 0, V (0) = 0. Ó2. V (x) → ∞ ïðè |x| → ∞.

Ó3. (LfV )(x) 6 0 äëÿ âñåõ x ∈ R
n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {x ∈ Rn : (LfV )(x) = (Ladjf gk
V )(x) = 0, k = 1, r, j = 0, ν}

ñâîäèòñÿ ê {0} äëÿ íåêîòîðîãî ν. Òîãäà óïðàâëåíèå uk(x) = −(LgkV )(x),
k = 1, r, ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè ñòàáèëèçèðóåò íóëåâîå ðåøåíèå ñè-

ñòåìû (17).

C. I. Byrnes, A. Isidori, J. C. Willems

36

ïîëó÷èëè ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòà-

òû íà îñíîâå òåîðèè ïàññèâíûõ ñèñòåì. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîäõîäà W. Lin

37,38

îáîáùèë ðåçóëüòàòû î ñòàáèëèçàöèè à��èííûõ ñèñòåì (17) ñ óñòîé÷èâûì

äðåé�îì íà íåëèíåéíûå àâòîíîìíûå ñèñòåì

ẋ = f(x, u), (18)

28

Slemrod M. Stabilization of bilinear 
ontrol systems with appli
ations to non
onservative problems in

elasti
ity // SIAM Journal on Control and Optimization. 1978. Vol. 16, �1. P. 131�141.

29

Gauthier J.P. Stru
ture des systemes non lineaires. Paris: Editions du CNRS, 1984. 307 p.

30

Gauthier J.P., Bornard G. Stabilisation des systemes nonlineaires // Outils et Methodes Mathematiques

pour L'automatique. Paris: CNRS, 1981. P. 307�324.

31

Kalouptsidis N., Tsinias J. Stability improvement of nonlinear systems by feedba
k // IEEE Transa
tions

on Automati
 Control. 1984. Vol. 29, �4. P. 364�367.

32

Lee K.K., Arapostathis A. Remarks on smooth feedba
k stabilization of nonlinear systems // Systems &

Control Letters. 1988. Vol. 10, �1. P. 41�44.

33

Byrnes C.I., Isidori A. New results and examples in nonlinear feedba
k stabilization // Systems &

Control Letters. 1989. Vol. 12, �5. P. 437�442.

34

Outbib R., Sallet G. Stabilizability of the angular velo
ity of a rigid body revisited // Systems & Control

Letters. 1992. Vol. 18, �2. P. 93�98.

35

Fabourg L., Pomet J.-B. Control Lyapunov fun
tions for homogeneous Jurdjevi
�Quinn systems //

ESAIM: Control, Optimisation and Cal
ulus of Variations. 2000. Vol. 5. P. 293�311.

36

Byrnes C.I., Isidori A., Willems J.C. Passivity, feedba
k equivalen
e, and the global stabilization of

minimum phase nonlinear systems // IEEE Transa
tions on Automati
 Control. 1991. Vol. 36, �11. P. 1228�

1240.

37

Lin W. Feedba
k stabilization of general nonlinear 
ontrol systems: A passive system approa
h //

Systems & Control Letters. 1995. Vol. 25, �1. P. 41�52.

38

Lin W. Global asymptoti
 stabilization of general nonlinear systems with stable free dynami
s via passivity

and bounded feedba
k // Automati
a. 1996. Vol. 32, �6. P. 915�924.
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èñïîëüçóÿ òàêæå òåõíèêó îãðàíè÷åííîé îáðàòíîé ñâÿçè.

Ìîòèâàöèåé äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïîìÿíóòûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ î ãëî-

áàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè à��èííûõ (17) è íåëèíåéíûõ (18)

àâòîíîìíûõ ñèñòåì íà íåñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû

ẋ = f(t, x, u), t ∈ R, x ∈ R
n, u ∈ R

r, (19)

ïîñëóæèë òîò �àêò, ÷òî òåîðåìà (Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî) î ãëîáàëüíîé

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà ñ

íåñòðîãî îòðèöàòåëüíîé ïðîèçâîäíîé, ñïðàâåäëèâà íå òîëüêî äëÿ ñòàöèîíàð-

íûõ ñèñòåì, íî è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåí-

òàìè. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïðè ïîñòðîåíèè äàííîé òåîðèè äëÿ íåñòàöèîíàð-

íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñïðîñòðàíåíèè ñëàáûõ óñëîâèé

Äæàðäæåâè÷à�Êóèííà íà òàêèå ñèñòåìû. �åøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ïîñâÿùå-

íà III ãëàâà äèññåðòàöèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè à��èííûõ (â ÷àñòíîñòè, áèëèíåéíûõ) è

îáùèõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

x(t+ 1) = f(x(t), u(t)), t ∈ Z, x ∈ R
n, u ∈ R

r, (20)

òàêæå èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ïàññèâíûõ ñèñòåì è ìåòîäèêà äåìï�èðóþùåãî

óïðàâëåíèÿ, ñì. ðàáîòû J. Tsinias

39

, B.K. Ghosh

40

, C. I. Byrnes

41,42
, W. Lin

43,44
,

L. Gr�une, F. Wirth

45

, A. Ba

iotti, A. Biglio

46

è äð. Â ãëàâå IV òàêæå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ýòè âîïðîñû. Ïîëó÷åíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè

îáùèõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì (20), â ÷àñòíîñòè, à��èííûõ, áèëèíåéíûõ, ëèíåé-

íûõ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàäà÷àìè ñòàáèëèçàöèè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ïðè ðàç-

ëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â ðàçíîå âðåìÿ çàíèìàëèñü Ý. �. Àëüáðåõò, È.Â. �àé-

øóí, Þ.Ô. Äîëãèé, Ñ.Â. Åìåëüÿíîâ, Ñ.Ê. Êîðîâèí, Í.Í. Êðàñîâñêèé,

À.Ï. Êðèùåíêî, Þ.Ñ. Ëåäÿåâ, �.À. Ëåîíîâ, Â.Ì. Ìàð÷åíêî, À.Â. Ìåòåëü-

39

Tsinias J. Stabilizability of dis
rete-time nonlinear systems // IMA Journal of Mathemati
al Control and

Information. 1989. Vol. 6, �2. P. 135�150.

40

Byrnes C.I., Lin W., Ghosh B.K. Stabilization of dis
rete-time nonlinear systems by smooth state

feedba
k // Systems and Control Letters. 1993. Vol. 21, �3. P. 255�263.

41

Byrnes C.I., Lin W. Losslessness, feedba
k equivalen
e, and the global stabilization of dis
rete-time

nonlinear systems // IEEE Transa
tions on Automati
 Control. 1994. Vol. 39. � 1. P. 83�97.

42

Lin W., Byrnes C.I. KYP lemma, state feedba
k and dynami
 output feedba
k in dis
rete-time bilinear

systems // Systems and Control Letters. 1994. Vol. 23, �2. P. 127�136.

43

Lin W. Input saturation and global stabilization of nonlinear systems via state and output feedba
k //

IEEE Transa
tions on Automati
 Control. 1995. Vol. 40, �4. P. 776�782.

44

Lin W. Further results on global stabilization of dis
rete nonlinear systems // Systems & Control Letters.

1996. Vol. 29, �1. P. 51�59.

45

Gr�une L., Wirth F. Feedba
k stabilization of dis
rete-time homogeneous semi-linear systems // Sys-

tems & Control Letters. 1999. Vol. 37, �1. P. 19�30.

46

Ba

iotti A., Biglio A. Some remarks about stability of nonlinear dis
rete-time 
ontrol systems //

Nonlinear Di�erential Equations and Appli
ations. 2001. Vol 8, �4. P. 425�438.
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ñêèé, Þ.Ñ. Îñèïîâ, È.Í. Ñåðãååâ, Å.ß. Ñìèðíîâ, À.Ì. Òàðàñüåâ, À.À. Óñî-

âà, À.À. Ùåãëîâà, B.D.O. Anderson, A. Il
hmann, F.R. Wirth, A. Ba

iotti,

C. I. Byrnes, F.H.Clarke, J.M. Coron, M. Maliso�, F. Mazen
, E.D. Sontag,

A. Fradkov, A. Isidori, M. Krsti
, W. Lin, H. Nijmeijer, E. Panteley, L. Praly,

R. Sepul
hre, A. Teel è ìíîãèå äðóãèå àâòîðû.

Öåëè è çàäà÷è. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè è ðàçðàáîòêà

íîâûõ ìåòîäîâ ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ðå-

øåíèé ëèíåéíûõ, áèëèíåéíûõ, à��èííûõ, íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ

ïîñòîÿííûìè è ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè ñ íåïðåðûâíûì è äèñêðåòíûì

âðåìåíåì. Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è.

1. Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ëÿïóíîâñêèìè èíâàðèàíòàìè: (a) ëè-

íåéíîé íåñòàöèîíàðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3), çàìêíóòîé ëèíåéíîé îáðàò-

íîé ñâÿçüþ u = U(t)x; (b) ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

(7), (8), çàìêíóòîé ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (9).

2. Èññëåäóåòñÿ ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè è çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñïåêòðîì

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ íåïîë-

íîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (12) è áèëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòå-

ìû (13).

3. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëè-

çàöèè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöè-

åíòàìè (19), â ÷àñòíîñòè:

(a) à��èííîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè

ẋ = f0(t, x) + g0(t, x)u, t ∈ R, x ∈ R
n, u ∈ R

r; (21)

(b) áèëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè

ẋ = A(t)x+
(
B(t, x) +G(t)

)
u, t ∈ R, x ∈ R

n, u ∈ R
r, (22)

B(t, x)=[B1(t)x, . . . , Br(t)x],Bj(t)∈ Mn(R), j = 1, k,G(t) = [G1(t), . . . , Gr(t)];

(c) áèëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè (11);

(d) ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè (3).

4. Èññëåäóåòñÿ ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè è çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñïåêòðîì

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ íåïîë-

íîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (15) è áèëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (16)

5. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî

ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (20), â

÷àñòíîñòè, à��èííîé è áèëèíåéíîé ñèñòåìû.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Íà îñíîâå ìåòîäèêè äåìï�è-

ðóþùåãî óïðàâëåíèÿ è ñ ïîìîùüþ òåõíèêè îãðàíè÷åííîé îáðàòíîé ñâÿçè

12



ïî ñîñòîÿíèþ â äèññåðòàöèè áûëè ðàçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû ðàâíîìåðíîé

ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè íåëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòå-

ìû (19), êîòîðûå èñïîëüçóþò óñëîâèÿ òèïà ñëàáûõ óñëîâèé Äæàðäæåâè÷à�

Êóèííà. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ëèíåéíûõ

ñèñòåì, ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìà-

òè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, �óíêöèîíàëüíîãî àíàëè-

çà, òåîðèè ìàòðèö, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì

óïðàâëåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè. Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çà-

ùèòó.

1. Ââåäåíî îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè, êî-

òîðîå ðàñïðîñòðàíÿåò îïðåäåëåíèå Å.Ë. Òîíêîâà íà ñèñòåìû ñ êîý��èöèåíòà-

ìè èç áîëåå øèðîêîãî êëàññà, è óñòàíîâëåíà åãî âçàèìîñâÿçü ñ îïðåäåëåíèåì

Êàëìàíà. Äëÿ ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû â �îðìå Õåññåíáåðãà äîêàçà-

íà ðàâíîìåðíàÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü â ñìûñëå ââåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ è â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ Êàëìàíà; äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàìêíóòîé ñèñòåìû ïî-

ëó÷åíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ëÿïóíîâñêèõ

èíâàðèàíòîâ.

2. Äîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè è ðàâíî-

ìåðíîé ïîëíîé íàáëþäàåìîñòè ïî Êàëìàíó ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé óïðàâ-

ëÿåìîé ñèñòåìû ñ íàáëþäàòåëåì, áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà îãðàíè÷åí-

íîñòü êîý��èöèåíòîâ, îáåñïå÷èâàåò ãëîáàëüíóþ óïðàâëÿåìîñòü âåðõíåãî öåí-

òðàëüíîãî è âåðõíåãî îñîáîãî ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû, çàìêíóòîé äèíàìè÷åñêîé

îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî âûõîäó è, êàê ñëåäñòâèå, ðàâíîìåðíóþ ñòàáèëèçàöèþ çà-

ìêíóòîé ñèñòåìû.

3. Äëÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ íåïîëíîé îáðàò-

íîé ñâÿçüþ è äëÿ áèëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû èññëåäî-

âàíî ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè; â ñëó÷àå êîãäà êîý��èöèåíòû ñèñòåì èìåþò

ñïåöèàëüíûé âèä, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé

óïðàâëÿåìîñòè ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è äîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâî ñîãëà-

ñîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, à â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ è íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ñïåêòðà.

4. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ñòàáè-

ëèçàöèè êâàçèëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ íåïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, â

ñëó÷àå êîãäà ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé.

5. Íà îñíîâå ìåòîäèêè äåìï�èðóþùåãî óïðàâëåíèÿ, ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà,

êîòîðûé îáîáùàåò ïîíÿòèå êîììóòàòîðà âåêòîðíûõ ïîëåé íà íåñòàöèîíàðíûå

âåêòîðíûå ïîëÿ, ðàçâèòà òåîðèÿ è ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðàâíîìåðíîé ãëîáàëü-

íîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ðåøåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì
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óïðàâëåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ à��èííûõ,

áèëèíåéíûõ è ëèíåéíûõ ñèñòåì.

6. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ áèëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ àíàëèòè÷åñêèìè

ïåðèîäè÷åñêèìè èëè ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ñ óñòîé÷èâîé ïî Ëÿïó-

íîâó ñâîáîäíîé äèíàìèêîé ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì

óñëîâèåì ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî

ðåøåíèÿ.

7. Ââåäåíî ïîíÿòèå è èññëåäîâàíî ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè äëÿ ëèíåéíûõ

óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ íåïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ è äëÿ áèëèíåéíûõ óïðàâ-

ëÿåìûõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. �åçóëüòàòû î âçàèìîñâÿçè ñâîéñòâà

ñîãëàñîâàííîñòè ñ çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ

ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ íåïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ è äëÿ áèëèíåé-

íûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

8. Ïîëó÷åíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñòà-

áèëèçàöèè íóëåâîãî ðåøåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåìû ñ äèñêðåò-

íûì âðåìåíåì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ à��èííûõ è áèëèíåéíûõ ñèñòåì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. �àáîòà èìååò òåî-

ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ

(ñòàöèîíàðíîãî èëè íåñòàöèîíàðíîãî) â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ñ íåïîëíîé îáðàò-

íîé ñâÿçüþ (12) è (15), à òåì áîëåå â áèëèíåéíûõ ñèñòåìàõ (13) è (16), îòíî-

ñèòñÿ ê òðóäíûì ïðîáëåìàì ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äî ñèõ ïîð

íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåííîé ïîëíîñòüþ. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû îá óïðàâ-

ëåíèè ñïåêòðîì òàêèõ ñèñòåì âíîñÿò ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðåøåíèå äàííîé

ïðîáëåìû; íàéäåííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íîñÿò êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð

è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàçðàáîòêè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñòàáèëèçàöèè

òàêèõ ñèñòåì.

�àçëè÷íûå ìåòîäû òåîðèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ

47

è ãåîìåòðè-

÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ

48

, õîðîøî ðàçâèòûå äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì, áû-

âàåò çàòðóäíèòåëüíî, à ïîðîé è âîâñå íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü, åñëè ñèñòåìà

ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíîé. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû î ñòà-

áèëèçàöèè íåñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ, à��èííûõ è îáùèõ

íåëèíåéíûõ ñèñòåì èìåþò çíà÷èòåëüíóþ òåîðåòè÷åñêóþ öåííîñòü. Èõ ïðàê-

òè÷åñêàÿ öåííîñòü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî íàéäåííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òèïà

óïðàâëÿåìîñòè ÿâëÿþòñÿ ý��åêòèâíûìè (ò. å. îíè âûðàæåíû â òåðìèíàõ êî-

ý��èöèåíòîâ ñèñòåìû), è ïîäòâåðæäàåòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì èëëþñòðè-

ðóþùèõ ïðèìåðîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ

äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè íåëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ

47

Õàëèë Õ.Ê. Íåëèíåéíûå ñèñòåìû. Ì.�Èæåâñê: �ÕÄ, Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2009.

832 ñ.

48

Àãðà÷åâ À.À., Ñà÷êîâ Þ.Ë. �åîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005. 392 ñ.
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ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì è äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. �åçóëüòàòû äèññåð-

òàöèè ïðèâåäåíû â âèäå ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé, à òàêæå ïðè-

ìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ïðèìåíåíèå ýòèõ óòâåðæäåíèé. Âñå ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè ñòðîãî äîêàçàíû. Äîñòîâåðíîñòü âûâîäîâ è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ïî-

ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ îáîñíîâàííûì ïðèìåíåíèåì ñòðîãèõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèé, ïóáëèêàöèåé ðàáîò â îòêðûòîé ïå÷à-

òè â âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ è àïðîáàöèåé ðåçóëüòàòîâ äèññåðòà-

öèè. �åçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîí-

�åðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ: Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Áîãäàíîâñêèå ÷òå-

íèÿ ïî îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì¿ (Áåëàðóñü, Ìèíñê,

2005, 2010 ãã.); Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è ìàòåìà-

òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ (Èæåâñê, 2006, 2008, 2012, 2015 ãã.); ìîëîäåæíàÿ

íàó÷íàÿ øêîëà-êîí�åðåíöèÿ ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Êàçàíü, 2006 ã.); Ìåæ-

äóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðî-

ñû¿, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè È. �. Ïåòðîâñêîãî (Ìîñêâà, 2007, 2011 ãã.); Ìåæäó-

íàðîäíûé êîíãðåññ ¾Íåëèíåéíûé äèíàìè÷åñêèé àíàëèç¿, ïîñâÿùåííûé 150-

ëåòèþ À.Ì. Ëÿïóíîâà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2007 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåí-

öèÿ ¾Êîëìîãîðîâñêèå ÷òåíèÿ. Îáùèå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èõ ïðèëîæå-

íèÿ¿ (Òàìáîâ, 2007 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèè ¾Äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ è òîïîëîãèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà (Ìîñêâà,

2008 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð ¾Íåëèíåéíûé àíàëèç è ýêñòðåìàëü-

íûå çàäà÷è¿ (Èðêóòñê, 2008 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Äèíàìè÷å-

ñêèå ñèñòåìû: óñòîé÷èâîñòü, óïðàâëåíèå, îïòèìèçàöèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè

Å.À. Áàðáàøèíà (Áåëàðóñü, Ìèíñê, 2008, 2013 ãã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�å-

ðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé¿,

ïîñâÿùåííàÿ 70-ëåòèþ Â.À. Ñàäîâíè÷åãî (Ìîñêâà, 2009 ã.); IFAC Workshop

on Control Appli
ations of Optimisation (Finland, Jyv�askyl�a, 2009); Âñåðîñ-

ñèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, óïðàâëåíèå è íàíîìåõàíè-

êà¿ (Èæåâñê, 2009 ã.); Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾�åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷å-

ñêàÿ äèíàìèêà¿ (Èæåâñê, 2010 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Óñòîé÷è-

âîñòü è êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ (êîí�åðåíöèÿ Ïÿòíèöêî-

ãî)¿ (Ìîñêâà, 2010, 2012 ãã.); ñåìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (ðóêîâî-

äèòåëè ñåìèíàðà � ïðî�åññîð È.Â. Àñòàøîâà, ïðî�åññîð À.Â. Áîðîâñêèõ,

ïðî�åññîð Í.Õ. �îçîâ, ïðî�åññîð È.Í. Ñåðãååâ; 2011, 2015 ãã.); Ìåæäóíà-

ðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾XI Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîí�åðåíöèÿ¿ (Áå-

ëàðóñü, Ìèíñê, 2012); 5th IFAC International Workshop on Periodi
 Control

Systems (Fran
e, Caen, 2013); Âñåðîññèéñêîå ñîâåùàíèå ïî ïðîáëåìàì óïðàâ-

ëåíèÿ (Ìîñêâà, 2014 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Äèíàìèêà ñèñòåì è
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ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ¿ ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæä. Í.Í. Êðàñîâñêî-

ãî (Åêàòåðèíáóðã, 2014 ã.); ñåìèíàð îòäåëà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì Èíñòèòóòà

ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Í. Êðàñîâñêîãî ÓðÎ �ÀÍ (ðóêîâîäèòåëè �

÷ëåí-êîððåñïîíäåíò �ÀÍ Â.Í. Óøàêîâ, ïðî�åññîð À.Ì. Òàðàñüåâ; 2015 ã.);

ñåìèíàð ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â Íèæåãîðîä-

ñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (ðóêîâîäèòåëè � ïðî�åññîð Â.È. Ñóìèí,

ïðî�åññîð Ì.È. Ñóìèí, 2015 ã.); Èæåâñêèé ãîðîäñêîé ñåìèíàð ïî äè��å-

ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ (ðóêîâîäèòåëè ñåìèíàðà �

ïðî�åññîð Å.Ë. Òîíêîâ, ïðî�åññîð Í.Í. Ïåòðîâ; 2001�2015 ãã.).

Ïóáëèêàöèè. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1�36℄. �à-

áîòû [1�25℄ îïóáëèêîâàíû â âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ è

èçäàíèÿõ: ðîññèéñêèõ èç Ïåðå÷íÿ ÂÀÊ [1, 2, 4�15, 17�25℄ è çàðóáåæíûõ [3,

16℄, âõîäÿùèõ â S
opus. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòî-

ðîì ëè÷íî. Òåîðåìà 24.1 èç ñîâìåñòíîé ðàáîòû [18℄ ïðèíàäëåæèò äèññåðòàíòó

è ñîàâòîðó Í.Â. Ìàêñèìîâîé â ðàâíîé ìåðå.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ

ãëàâ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ 26 ïàðàãðà�îâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 293 ñòðàíèöû, áèáëèîãðà�è÷åñêèé ñïèñîê âêëþ-

÷àåò 231 íàèìåíîâàíèå.

ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ �ÀÁÎÒÛ

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ ëÿïóíîâñêèìè èíâàðèàíòàìè

íåñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Â � 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

ẋ = A(t)x+ B(t)u, t ∈ R, x ∈ R
n, u ∈ R

m, (23)

ñ èçìåðèìûìè, ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìè êîý��èöèåíòàìè A(·), B(·). Ïðîâî-
äèòñÿ ñðàâíåíèå äâóõ îïðåäåëåíèé ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñè-

ñòåìû (23): îïðåäåëåíèÿ Êàëìàíà è îïðåäåëåíèÿ Å.Ë. Òîíêîâà. Ñèñòåìà (23)

ñ èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè íà R êîý��èöèåíòàìè A(·), B(·) íàçûâàåòñÿ:

ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé (â ñìûñëå Å.Ë. Òîíêîâà), åñëè ñóùåñòâóåò

l > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäûõ t0 ∈ R è x0 ∈ Rn
íàéäåòñÿ èçìåðèìîå óïðàâëå-

íèå û : ∆ → R
m
, ∆ = [t0, t0 + ϑ], óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå ‖û‖C(∆) 6 l|x0|,

òàêîå, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (23) ñ u = û(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó x(t0 + ϑ) = 0; ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé, åñëè

ñóùåñòâóåò ϑ > 0 òàêîå, ÷òî ñèñòåìà (23) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà.
Ââîäèòñÿ íîâîå îïðåäåëåíèå.

Îïð å ä å ë å í è å 1.5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (23): îáëàäàåò ñâîéñòâîì

H(ϑ) (ãäå ϑ > 0), åñëè ñóùåñòâóþò βi = βi(ϑ) > 0, i = 1, 2, 3, 4, òàêèå, ÷òî äëÿ

16



ëþáîãî τ ∈ R è äëÿ ëþáîãî âåêòîða h ∈ Rn
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà β1|h| 6∫ τ+ϑ

τ

|hTX(τ, s)B(s)| ds 6 β2|h|, β3|h| 6

∫ τ+ϑ

τ

|hTX(τ + ϑ, s)B(s)| ds 6 β4|h|;

îáëàäàåò ñâîéñòâîìH, åñëè ñóùåñòâóåò ϑ > 0 òàêîå, ÷òî ñèñòåìà (23) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì H(ϑ).

Äîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëåíèå 1.5 ðàñïðîñòðàíÿåò îïðåäåëåíèå Å.Ë. Òîíêîâà

íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ñèñòåì.

Ò å î ð åì à 1.4. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (23) èíòåãðàëüíî îãðàíè-

÷åíû. Òîãäà ñèñòåìà (23) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà (â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ Å.Ë. Òîíêîâà) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà îáëàäàåò

ñâîéñòâîì H(ϑ).

Ñâîéñòâî H(ϑ) íàçâàíî ñâîéñòâîì ϑ-ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè

â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5. Óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó îïðåäåëåíèåì 1.5

è îïðåäåëåíèåì Êàëìàíà.

Ò å î ð åì à 1.5. Ïóñòü ìàòðèöà B(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà íà R ñ êâàä-

ðàòîì íîðìû. Åñëè ñèñòåìà (23) îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(ϑ), òî îíà ϑ-

ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ Êàëìàíà.

Òå î ð åì à 1.6. Ïóñòü ìàòðèöà B(·) îãðàíè÷åíà íà R. Åñëè ñèñòåìà (23)

ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ Êàëìàíà, òî îíà îá-

ëàäàåò ñâîéñòâîì H(ϑ).

Äîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü ñâîéñòâà H(ϑ) äëÿ ñèñòåìû (23) îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèÿ (A,B) → (A+ BQ,B).

Ò å î ð åì à 1.10. Ïóñòü ìàòðèöà B(·) îãðàíè÷åíà íà R è ñèñòåìà (23)

ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5. Òîãäà äëÿ ëþáîé

èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó, èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîé �óíêöèè Q : R → Mm,n(R)
ñèñòåìà

ẋ = (A(t) +B(t)Q(t))x+ B(t)u

ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5.

Â � 2 ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà âñåõ óòâåðæäåíèé, ñ�îðìóëèðîâàííûõ â

� 1, à òàêæå âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû 2.1, 2.2, êîòîðûå

ïîêàçûâàþò ðàçëè÷èå ìåæäó îïðåäåëåíèåì Êàëìàíà è îïðåäåëåíèåì 1.5.

Â � 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà (23) ñëåäóþùåãî âèäà: m = 1,

A(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11(t) b1(t) 0 . . . 0

a21(t) a22(t) b2(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1,1(t) . . . . . . . . . . . . . . . bn−1(t)
an1(t) . . . . . . . . . . . . . . . ann(t)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, B(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

0
.

.

.

0
bn(t)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (24)
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Ñèñòåìà (23) ñ êîý��èöèåíòàìè âèäà (24) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé â (íèæíåé)

�îðìå Õåññåíáåðãà. Äëÿ ñèñòåìû â �îðìå Õåññåíáåðãà ïîëó÷åíû äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîñòè (òåîðåìà 3.2) è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ϑ-

ðàâíîìåðíîé âïîëíå óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ëþáîãî ϑ > 0 (òåîðåìà 3.3).

Îïð å ä å ë å í è å 3.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ b ∈ Lloc
1 (R,R) óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ Y1, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè

0 < h < δ, òî äëÿ âñåõ τ ∈ R âûïîëíåíî

∫ τ+1

τ

|b(t+ h)− b(t)| dt < ε.

Óñëîâèå Y1 äëÿ �óíêöèè b(·) ìîæíî íàçâàòü ¾ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíî-

ñòüþ íà R ïî íîðìå â L1¿ �óíêöèè b(·).

Ò å î ð åì à 3.3.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (23), (24) âûïîëíåíû ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ:

(A) êîý��èöèåíòû A(·) è B(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû;
(B) êîý��èöèåíòû bi(·), i = 1, n− 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Y1;

(C) |bi(t)| > κ > 0, t ∈ R, äëÿ âñåõ i = 1, n.
Òîãäà ñèñòåìà (23), (24) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà äëÿ ëþáîãî ϑ > 0
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5.

Ïîêàçàíà ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ Y1 â òåîðåìå 3.3 (ïðèìåð 3.1).

Ò å î ð åì à 3.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (23), (24) âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (A)�(C) òåîðåìû 3.3 è �óíêöèÿ b2n(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà. Òîãäà
ñèñòåìà (23), (24) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà ïî Êàëìàíó äëÿ ëþáîãî

ϑ > 0.

Ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ î ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè è ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâ-

ëÿåìîñòè (â ñìûñëå îïðåäåëåíèé 1.5 è Êàëìàíà) êâàçèäè��åðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (òåîðåìû 3.6, 3.7). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì

èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (23) â

�îðìå Ôðîáåíèóñà.

Â � 4 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè ëèíåéíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (23) â �îðìå Õåññåíáåðãà (24) ê êàíîíè÷åñêîé �îðìå

Ôðîáåíèóñà (òåîðåìà 4.4). Ýòè óñëîâèÿ îòëè÷àþòñÿ îò óñëîâèé, êîòîðûå áûëè

ïîëó÷åíû ðàíåå È.Â. �àéøóíîì

49

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû (23) (íå îáÿçà-

òåëüíî â �îðìå Õåññåíáåðãà) ñ m = 1. Îòñþäà, íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ

È.Í. Ñåðãååâà

50

, äëÿ ñèñòåìû (23) â �îðìå Õåññåíáåðãà â � 5 ïîëó÷åíû äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé

çàìêíóòîé ñèñòåìû (5).

49

�àéøóí È.Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì. Ì.: Åäèòîðèàë Ó�ÑÑ, 2004.

408 ñ.

50

Ñåðãååâ È.Í. Îá óïðàâëåíèè ðåøåíèÿìè ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ // Âåñòíèê Ìîñ-

êîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 2009. �3. Ñ. 25�33.
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Òå î ð åì à 5.4. Ïóñòü ñèñòåìà (23) èìååò �îðìó Õåññåíáåðãà (24) è âû-

ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(a) ìàòðèöû A(·), B(·) èçìåðèìûå è îãðàíè÷åííûå íà R;

(b) |bi(t)| > κ > 0, t ∈ R, i = 1, n; (c) bi, aij∈B(n−i)(R), i = 1, n− 1, j = 1, i.
Òîãäà ñèñòåìà (5) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäè-

ìîñòè.

Çàïèñü f ∈ B(k)(R) îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ f : R → R îãðàíè÷åíà íà R,

èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå íà R ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà

(k − 1) è èçìåðèìóþ îãðàíè÷åííóþ (ï. â. íà R) ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà k.

Â � 5 ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ èç ðåçóëüòàòîâ � � 3, 4 è ðåçóëüòàòîâ

8,9,10
Ñ.Í. Ïî-

ïîâîé î ãëîáàëüíîì óïðàâëåíèè ëÿïóíîâñêèìè èíâàðèàíòàìè ëèíåéíîé ñèñòå-

ìû (23) ñ êîý��èöèåíòàìè â �îðìå Õåññåíáåðãà (24).

Ò å î ð åì à 5.5. Ïóñòü ñèñòåìà (23) èìååò �îðìó Õåññåíáåðãà (24) è åå

êîý��èöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(a) �óíêöèÿ

∫ t

0

|A(s)| ds ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R;

(b) bi(·), i = 1, n− 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Y1;

(c) bn(·) êóñî÷íî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R;

(d) |bi(t)| > κ > 0, t ∈ R, i = 1, n.
Òîãäà:

(1) ñèñòåìà (5) ãëîáàëüíî ñêàëÿðèçóåìà;

(2) ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (5) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìû.

Òå î ð åì à 5.6. Ïóñòü ñèñòåìà (23) èìååò �îðìó Õåññåíáåðãà (24) è åå

êîý��èöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(a) A(·), B(·) � ω-ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè (ω > 0);
(b) A(·) � èçìåðèìàÿ, ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ;

(c) bn(·) êóñî÷íî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R;

(d) ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê ∆ := (t0, t1) òàêîé, ÷òî bi(t) 6= 0, i = 1, n,

äëÿ ï. â. t ∈ ∆.
Òîãäà ñèñòåìà (5) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäè-

ìîñòè.

Â � 6 ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ

íàáëþäàòåëåì (7) ñ äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî âûõîäó (8), (9), K = R,

(x, u, y) ∈ Rn+m+k
. Äîêàçàíà òåîðåìà 6.1 î ïðèìåíèìîñòè λ-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê

ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé (ïî Êàëìàíó) ñèñòåìå (23) ïðè äîñòàòî÷íî

ñëàáûõ óñëîâèÿõ íà êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (çàìå÷àíèå 6.1). Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïðè íåêîòîðîì σ > 0 äëÿ êàæäîãî λ ∈ R íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëå-

íèå U(·), îáåñïå÷èâàþùåå äëÿ ìàòðèöû Êîøè XU(t, s) ñèñòåìû (5) ðàâåíñòâî

XU((k + 1)σ, kσ) = eλσX((k + 1)σ, kσ) ïðè âñåõ k ∈ Z. Óïðàâëåíèå U(·)

19



íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì (â � 6), åñëè |U | ∈ Lloc
2 (R) è sup

t∈R
‖U‖L2([t,t+1]) < ∞.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 6.1 è äâîéñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ (ñëåäñòâèå 6.4) óñòà-

íîâëåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû (7), (8), (9)

ñèñòåìå ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ñë å ä ñ ò â è å 6.6. Ïóñòü ñèñòåìà (7) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà è

ðàâíîìåðíî âïîëíå íàáëþäàåìà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ λ, µ ∈ R íàéäóòñÿ äîïó-

ñòèìûå óïðàâëåíèÿ U(·), V (·) òàêèå, ÷òî çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (7), (8), (9)

ñ ýòèìè óïðàâëåíèÿìè àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

(
ż
˙̃z

)
=

(
A(t) + λI S(t)

0 A(t) + µI

)
·

(
z

z̃

)
.

ñ íåêîòîðîé êóñî÷íî íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ìàòðèöåé S(t).

Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 6.6 çàìêíóòàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëü-

íîé óïðàâëÿåìîñòè âåðõíåãî öåíòðàëüíîãî è âåðõíåãî îñîáîãî ïîêàçàòåëåé

(ñëåäñòâèå 6.8). Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì ïîêàçàíà ïåðèîäè÷íîñòü ïîñòðî-

åííûõ óïðàâëåíèé è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà (òåîðåìà 6.2, ñëåäñòâèå 6.7).

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäîâàíî ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè è äîêàçàíû îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îá óïðàâëåíèè ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ íåïîëíîé îáðàòíîé ñâÿ-

çüþ è äëÿ áèëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

Â � 7 äàíî îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè, ââåäåííîå â ðàáîòå

25
,

äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ íàáëþäàòåëåì (7), ãäå (x, u, y) ∈ Kn ×Km ×Kk
,

à K = C èëè K = R. Óïðàâëåíèå â ñèñòåìå (7) ñòðîèòñÿ â âèäå u = Uy,

U ∈ Mm,k(K); çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èìååò âèä (10). Òàêæå äàíî îïðåäåëåíèå

26

ñîãëàñîâàííîñòè äëÿ áèëèíåéíîé ñèñòåìû (11). Ïðèâîäÿòñÿ (äëÿ K = C è

äëÿ K = R) èçâåñòíûå, ïîëó÷åííûå ðàíåå äëÿ K = R íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ è

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåì (10) è (11).

Â � 8 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû (12) è (13), îòîæäåñòâëÿå-

ìûå ñ ìàòðèöàìè Σ = (A,B, C) è Ω = (A,A1, . . . , Ar). Ïîäðîáíî èññëåäîâàíî
ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì Σ è Ω. Ïðèâîäÿòñÿ èçâåñò-

íûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåì Σ
è Ω (ïðåäëîæåíèÿ 8.1�8.4, ñëåäñòâèÿ 8.1�8.5). Óñòàíîâëåíî íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåìû Σ (ñèñòåìû Ω) ñ öèêëè÷åñêîé ìàòðèöåé A (ò. å.

èìåþùåé äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ êðàòíîñòü ðàâ-

íóþ 1). Ïîñòðîèì ïî ñèñòåìå Ω = (A,A1, . . . , Ar) n× r-ìàòðèöó

Q :=

∥∥∥∥∥∥∥∥

Sp (A1) Sp (A2) . . . Sp (Ar)
Sp (A1A) Sp (A2A) . . . Sp (ArA)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sp (A1A
n−1) Sp (A2A

n−1) . . . Sp (ArA
n−1)

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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Òå î ð åì à 8.1. Ïóñòü ìàòðèöà A öèêëè÷åñêàÿ.

1. Åñëè ñèñòåìà Σ = (A,B, C) ñîãëàñîâàííà, òî ìàòðèöû C∗B, . . . , C∗An−1B

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

2. Åñëè ñèñòåìà Ω = (A,A1, . . . , Ar) ñîãëàñîâàííà, òî rank Q = n.

Ïîêàçàíî, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå (ïðè n > 2 äëÿ ñè-

ñòåìû Σ, ïðè n > 1 äëÿ ñèñòåìû Ω) íåâåðíî (ïðèìåðû 8.2, 8.3). Óñòàíîâëåíî,

â êàêîì ñëó÷àå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âåðíî (òåîðåìû 8.2�8.5, 8.10, 8.11).

Óñòàíîâëåíû äðóãèå íîâûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåìû Σ
(òåîðåìû 8.8, 8.9, âûòåêàþùèå èç òåîðåì 8.6, 8.7).

Â � 9 ïîëó÷åíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îá óïðàâëåíèè ñïåêòðîì

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèñòåì (12) è (13). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíòû

ñèñòåì Σ = (A,B, C) è Ω = (A,A1, . . . , Ar) èìåþò ñëåäóþùèé âèä: A èìååò

�îðìó Õåññåíáåðãà; ïåðâûå p− 1 ñòðîê ìàòðèöû B è ïîñëåäíèå n− p ñòðîê

ìàòðèöû C ðàâíû íóëþ; ïåðâûå p−1 ñòðîê è ïîñëåäíèå n−p ñòîëáöîâ ìàòðèö

Al ðàâíû íóëþ; òî åñòü

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 0 . . . 0

a21 a22 a23 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1,1 an−1,2 . . . . . . . an−1,n

an1 an2 . . . . . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, ai,i+1 6= 0, i = 1, n− 1; (25)

B =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

0 . . . 0
bp1 . . . bpm
.

.

.

.

.

.

bn1 . . . bnm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, C =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

c11 . . . c1k
.

.

.

.

.

.

cp1 . . . cpk
0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, p ∈ {1, . . . , n}; (26)

Al =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 0 . . . 0

alp1 . . . alpp 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

aln1 . . . alnp 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, p ∈ {1, . . . , n}, l = 1, r. (27)

Ò å î ð åì à 9.2. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû Σ = (A,B, C) èìåþò âèä

(25), (26). Òîãäà ñïðàâåäëèâû èìïëèêàöèè 1 =⇒ 2 ⇐⇒ 3 äëÿ ñëåäóþùèõ

óòâåðæäåíèé.

1. Ñèñòåìà Σ ñîãëàñîâàííà.

2. Ìàòðèöû C∗B, C∗AB, . . . , C∗An−1B ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

3. Ñïåêòð ñèñòåìû (12) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåì.

21



Òå î ð åì à 9.3. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû Ω = (A,A1, . . . , Ar) èìå-

þò âèä (25), (27). Òîãäà ñïðàâåäëèâû èìïëèêàöèè 1 =⇒ 2 ⇐⇒ 3 äëÿ ñëåäó-

þùèõ óòâåðæäåíèé.

1. Ñèñòåìà Ω ñîãëàñîâàííà.

2. �àíã ìàòðèöû Q =
{
Sp (AjA

i−1)
}n,r

i,j=1
ðàâåí n.

3. Ñïåêòð ñèñòåìû (13) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåì.

Òåîðåìû 9.2 è 9.3 ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè óòâåðæäåíèÿ 0.1 äëÿ ñèñòåì Σ è

Ω. Ñâîéñòâî ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1) çàìåíÿåòñÿ íà ñâîéñòâî ñî-

ãëàñîâàííîñòè ñèñòåìû Σ (ñèñòåìû Ω); ðàíãîâîå óñëîâèå 2 â óòâåðæäåíèè 0.1
çàìåíÿåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ðàíãîâûå óñëîâèÿ 2 äëÿ ñèñòåì Σ è Ω. Èç

òåîðåì 9.2 è 9.3 ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ î ñòàöèîíàðíîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì

(12) è (13) (òåîðåìû 9.4 è 9.5).

Âîïðîñ î òîì, â êàêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ 2 =⇒ 1 â òåîðåìàõ
9.2 è 9.3, èññëåäîâàí â � 11.

Ò å î ð åì à 11.1. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû Σ = (A,B, C) èìåþò

âèä (25), (26). Òîãäà èìïëèêàöèÿ 2 =⇒ 1 â òåîðåìå 9.2 èìååò ìåñòî, åñ-

ëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé: (a) rank C = n; (b) rank B = n;
(c) rank C = 1; (d) rank B = 1; (e) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A

ðàâíû; (f) rank B + rank C > n+ 1; (g) n < 6.

Ïðè óñëîâèÿõ (a), (b), (c) èëè (d) ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè ñîâïàäàåò ñî

ñâîéñòâîì ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè, ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ

Êàëìàíà

3
; óñëîâèå (e) � ýòî ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, îí âûòåêàåò èç òåîðåìû

8.11; óñëîâèå (f) ñîâïàäàåò ñ (14). �åçóëüòàò ïðè óñëîâèè (g) îêàçàëñÿ íåîæè-

äàííûì.

Ò å î ð åì à 11.4. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû Ω = (A,A1, . . . , Ar) èìå-
þò âèä (25), (27). Òîãäà èìïëèêàöèÿ 2 =⇒ 1 â òåîðåìå 9.3 èìååò ìåñòî,

åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé: (a) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-

ðèöû A ðàâíû; (b) n < 3.

Äîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå èìïëèêàöèÿ 2 =⇒ 1 â òåîðåìå 9.2 íåâåðíà

ïðè n > 6 (ïðèìåð 11.1), â òåîðåìå 9.3 íåâåðíà ïðè n > 3 (ïðèìåð 11.2).

Â � 10 ïîëó÷åí åùå îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ îá óïðàâëåíèè ñïåêòðîì

áèëèíåéíîé ñèñòåìû (13). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìå (13) r = n è ýëåìåíòû

âûøå (l − 1)-é ïîääèàãîíàëè ìàòðèöû Al, l = 1, n, ðàâíû íóëþ, ò. å.

A1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a111 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
a1n1 . . . . . . a1nn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, A2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . . . . 0

a221
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a2n1 . . . a2n,n−1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, . . . , An =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0
ann1 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

(28)
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à ìàòðèöà A èìååò âèä (25).

Ò å î ð åì à 10.3. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû Ω = (A,A1, . . . , Ar) èìå-

þò âèä (25), (28), r = n. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ñèñòåìà Ω ñîãëàñîâàííà.

2. rank Q = n.

3. Ñïåêòð ñèñòåìû (13) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåì.

Òåîðåìà 10.3 òàê æå, êàê òåîðåìà 9.3, ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óòâåðæäåíèÿ 0.1

äëÿ áèëèíåéíîé ñèñòåìû (13), òîëüêî â òåîðåìå 10.3 äîïîëíèòåëüíî èìååò ìå-

ñòî èìïëèêàöèÿ 2 =⇒ 1. Âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå î ñòàöèîíàðíîé ñòàáèëèçàöèè

ñèñòåìû (13) (òåîðåìà 10.4).

Â � 12 ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ î ñòàáèëèçàöèè, óñòàíîâëåííûõ â � 9, ïîëó÷å-

íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ñòàáèëèçàöèè êâà-

çèëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ íåïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, â ñëó÷àå êîãäà

ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé (òåîðåìû 12.1�12.5).

�àññìîòðèì, â ÷àñòíîñòè, íåëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâà-

åòñÿ àâòîíîìíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà ñ m âõîäàìè

è k âûõîäàìè:

θ(n) = F (θ, θ′, . . . , θ(n−1), v, . . . , v(n−p)), θ ∈ R, v ∈ R
m, F (0) = 0,

z = H(θ, θ′, . . . , θ(p−1)), z ∈ R
k, p ∈ {1, . . . , n}, H(0) = 0.

(29)

Ò å î ð åì à 12.5. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (29) óäîâëåòâîðÿþò ñëå-

äóþùèì óñëîâèÿì: F ∈ C1(Oκ1
(0)), H ∈ C(n−p+1)

(
Oκ2

(0)
)
, κ1 > 0, κ2 > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû C∗B, C∗JB, . . . , C∗Jn−1B ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìû, ãäå J � ïåðâûé åäèíè÷íûé êîñîé ðÿä,

B =

{
∂F (0)

∂v
(n−l)
j

}n,m

l,j=1

, C∗ =

{
∂Hr(0)

∂θ(s−1)

}k,n

r,s=1

.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî α > 0 òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (29) ÿâëÿ-

åòñÿ ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñòàáèëèçèðóåìûì ñ ïîêàçàòåëåì α ïî-

ñðåäñòâîì ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó v = V z.

Â III ãëàâå äîêàçàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè î ðàâíîìåðíîé

ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé (��À) è ðàâíîìåðíîé ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷å-

ñêîé (�ËÀ) ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñè-

ñòåìû (19).

Â � 13 ðåçóëüòàòû

37
, ïîëó÷åííûå äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (18), ïåðåíîñÿòñÿ

íà ïåðèîäè÷åñêóþ ñèñòåìó (19). �àññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ ω-ïåðèîäè÷å-

ñêàÿ ñèñòåìà (19), ãäå f ∈ C(α,β,γ)(R × R
n × R

r,Rn), α > 0, β > 1, γ > 2.
Ïîñòðîèì ñèñòåìó (21) à��èííîãî ïðèáëèæåíèÿ ñèñòåìû (19).
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Îïð å ä å ë å í è å 13.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíåíà ãèïîòåçà (H2), åñëè

ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ V ∈ C(κ,λ)(R× R
n,R), κ > 1, λ > 2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

äëÿ âñåõ t ∈ R, x ∈ Rn
óñëîâèÿì: (a) V (t + ω, x) ≡ V (t, x); (b) V (t, 0) ≡ 0,

V (t, x) > γ(|x|), γ ∈ K∞; (c) (Lf0V )(t, x) 6 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M0(V ) íàèáîëüøåå ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæå-
ñòâî ñâîáîäíîé ñèñòåìû

ẋ = f0(t, x) (30)

îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà

E0(V ) = {(t, x) ∈ R× R
n : (Lf0V )(t, x) = 0,

∂V (t, x)

∂x
g0(t, x) = 0}.

Òå î ð åì à 13.3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (21) âûïîëíåíà ãèïîòåçà (H2), è

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

M0(V ) = {0}. (31)

Òîãäà óïðàâëåíèå

u(t, x) = −

[
∂V (t, x)

∂x
g0(t, x)

]T
(32)

��À ñòàáèëèçèðóåò íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (21).

Äëÿ ��À ñòàáèëèçàöèè èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (19) äîïîëíèòåëü-

íî ê óñëîâèÿì òåîðåìû 13.3 òðåáóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íåêîòîðîãî íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ (òåîðåìà 13.2). Â äàëüíåéøåì â � 19 ýòî äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâà-

íèå ñíÿòî (òåîðåìû 19.1, 19.2) ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè îãðàíè÷åííîé îáðàòíîé

ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ

38
. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ��À ñòàáèëèçàöèè íåëèíåéíîé

ñèñòåìû (19) äîñòàòî÷íî ëèøü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ��À

ñòàáèëèçàöèè åå à��èííîãî ïðèáëèæåíèÿ (21).

� 14 ïîñâÿùåí ïîëó÷åíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ðàâåíñòâà (31). Äëÿ

ýòîãî äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé p, q : R × R
n → R

n
ðàññìàòðè-

âàåòñÿ îïåðàòîð Dpq(t, x) =
∂q(t, x)

∂x
p(t, x) −

∂p(t, x)

∂x
q(t, x) +

∂q(t, x)

∂t
. Åñëè

p, q íå çàâèñÿò îò t, òî Dpq ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì êîììóòàòîðîì adpq. Ââî-
äÿòñÿ íàèáîëüøèå ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà Mi(V ) ñèñòåìû

(30) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ Ei(V ) ⊂ E0(V ), i = 1, 4, ïîñòðîåííûõ ñïåöè-

àëüíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ äè��åðåíöèðîâàíèÿ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ f0
�óíêöèé â ðàâåíñòâàõ, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî E0(V ), ñ ïðèìåíåíèåì èòå-

ðàöèé îïåðàòîðà Df0 ê ñòîëáöàì g0k ìàòðèöû g0. Äîêàçàíî, ÷òî (ïðè óñëîâèè

(c) ãèïîòåçû (H2)) ìíîæåñòâà Mi(V ), i = 1, 4, ñîâïàäàþò ñ M0(V ) (òåîðåìû
14.1�14.4), ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (31) ðàâíîñèëüíî ëþáîìó èç ðàâåíñòâ

Mi(V ) = {0}, i = 1, 4 (òåîðåìà 14.5). Îñíîâíàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿ-

åò ïåðåíåñòè ìåòîäèêó äåìï�èðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ñ àâòîíîìíûõ ñèñòåì íà

íåàâòîíîìíûå, � ýòî òåîðåìà 14.2. �àíãîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ (31)
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ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìå 14.6. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà (21) àâòîíîì-

íàÿ, ýòè óñëîâèÿ ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè óñëîâèÿìè äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì

(çàìå÷àíèå 14.2).

Â � 15 äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàâåíñòâà (31), ïîëó÷åííûå â � 14, ïðè-

ìåíÿþòñÿ ê ðåçóëüòàòàì ïàðàãðà�à 13. Â òåîðåìàõ 15.1, 15.2 äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ �ËÀ, ��À ñòàáèëèçàöèè ïîëó÷åíû äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (19), â

òåîðåìå 15.3 � äëÿ à��èííîé ñèñòåìû (21), â òåîðåìàõ 15.4, 15.5 � äëÿ íåëè-

íåéíîé ñèñòåìû (19) êâàäðàòè÷íîé ïî u. Â ÷àñòíîñòè, ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó

15.3 ñ óñëîâèåì (h) òåîðåìû 14.5, à òàêæå ñ óñëîâèÿìè (j) & (k) òåîðåìû 14.6.

Ïóñòü σ = min{α, β}. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî E3(V ) = {(t, x) ∈ R× Rn :

(Lf0V )(t, x) = 0,
∂V (t, x)

∂x
(Di

f0
g0k)(t, x) = 0, k = 1, r, i = 0, σ}.

Òå î ð åì à 15.31. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (21) âûïîëíåíà ãèïîòåçà (H2) è
M3(V ) = {0}. Òîãäà óïðàâëåíèå (32) ��À ñòàáèëèçèðóåò íóëåâîå ðåøåíèå

ñèñòåìû (21).

Òåîðåìà 15.31 âêëþ÷àåò â ñåáÿ óòâåðæäåíèå 0.2.
Äëÿ êàæäîãî t ∈ R, x ∈ Rn

ïîñòðîèì ñëåäóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn
:

Γ(t, x) = span {(Di
f0
g0k)(t, x), k = 1, r, i = 0, σ}.

Òå î ð åì à 15.32. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (21) âûïîëíåíà ãèïîòåçà (H2) è
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(j) ∀ t ∈ R ∀x 6= 0
∂V (t, x)

∂x
6= 0; (k) ∃ t0 ∈ R ∀x 6= 0 dimΓ(t0, x) = n.

Òîãäà óïðàâëåíèå (32) ��À ñòàáèëèçèðóåò íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (21).

Äîêàçàíî, ÷òî òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â � 15, âêëþ÷àþò â ñåáÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèå ðåçóëüòàòû

37
äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì (18) (çàìå÷àíèÿ 15.1, 15.3).

Â � 16 ïîëó÷åííûå â � � 13, 14, 15 ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ áèëèíåé-

íûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè (22). �èïîòå-

çà (H2) â òåîðåìå 15.3 äëÿ ñèñòåìû (22) ýêâèâàëåíòíà óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿ-

ïóíîâó ñâîáîäíîé ñèñòåìû (4) è ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ ìàòðèöû Q ∈

Cκ(R,Mn(R)), κ = α + 1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

Q(t+ ω) = Q(t), Q(t) = QT (t) > 0, WAQ(t) 6 0, t ∈ R. (33)

(òåîðåìà 16.3). Çäåñü WAQ(t) := AT (t)Q(t) + Q(t)A(t) + Q̇(t). Äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ ðàâåíñòâà (31) âûðàæåíû ëèáî â òåðìèíàõ ÿâíî âûïèñûâàåìûõ

òîæäåñòâ (òåîðåìà 16.1), ëèáî ÿâíî â òåðìèíàõ êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (òåî-

ðåìà 16.2). Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ��À ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû (22) óñòàíîâëåíû â òåîðåìàõ 16.1, 16.2, ñëåäñòâèÿõ 16.1, 16.2. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ ìàòðèö P (t) ∈ Mn(R), R(t) ∈ Mn,m(R) îïðåäåëèì îïåðàòîðû SAP (t)
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è KAR(t) ðàâåíñòâàìè

SAP (t) := P (t)A(t)− A(t)P (t) + Ṗ (t), KAR(t) := Ṙ(t)−A(t)R(t).

Ïîñòðîèì ïîäïðîñòðàíñòâî

Γ̃(t, x) = span {(Si
ABk)(t)x+ (K i

AGk)(t), k = 1, r, i = 0, α}.

Ñë å ä ñ ò â è å 16.2. Ïóñòü ñèñòåìà (4) óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó, è âûïîë-

íåíî óñëîâèå (F ) : ∃ t0 ∈ R ∀x 6= 0 dim Γ̃(t0, x) = n. Òîãäà óïðàâëåíèå

u(t, x) = −2
(
B(t)x+G(t)

)T
Q(t)x

��À ñòàáèëèçèðóåò íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (22); çäåñü Q(t) � ïðîèç-

âîëüíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (33).

Ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû Q(t) óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 16.3.

Â � 17 ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ èç ðåçóëüòàòîâ � 16 äëÿ ëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé

ñèñòåìû, ò. å. äëÿ ñèñòåìû (22), â êîòîðîé B(t, x) ≡ 0. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíîé ñèñòåìû óñòàíîâëåíû â òåîðåìàõ

17.1, 17.2, ñëåäñòâèÿõ 17.1, 17.2 (ñì. çàìå÷àíèå 17.5). Ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ äëÿ

âïîëíå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì (òåîðåìà 17.3, 17.4, ñëåäñòâèå 17.3).

Â � 18 ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ èç ðåçóëüòàòîâ � 16 äëÿ áèëèíåéíîé îäíîðîäíîé

ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (11). Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ��À ñòàáèëèçàöèè íóëåâî-

ãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11) óñòàíîâëåíû â òåîðåìàõ 18.1, 18.2, ñëåäñòâèÿõ 18.1,

18.2. Ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ î ñòàáèëèçàöèè äëÿ ñîãëàñîâàííûõ ñèñòåì ñ ïåðèî-

äè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè (òåîðåìû 18.3, 18.4) è äëÿ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè

êîý��èöèåíòàìè (13) (òåîðåìà 18.5).

Ò å î ð åì à 18.3.Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (11) � àíàëèòè÷åñêèå ω-

ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè, ñèñòåìà (11) ñîãëàñîâàííà, è ñèñòåìà (4) óñòîé÷è-

âà ïî Ëÿïóíîâó. Òîãäà óïðàâëåíèå uk(t, x) = −2xTBk(t)Q(t)x, k = 1, r, ��À
ñòàáèëèçèðóåò íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (11); çäåñü Q(t) � ïðîèçâîëüíàÿ

ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (33).

Òå î ð åì à 18.5. Ïóñòü ñèñòåìà (13) (ãäå K = R) ñîãëàñîâàííà, è ñèñòå-

ìà ẋ = Ax óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó. Òîãäà óïðàâëåíèå uk(x) = −2xTBkQx,

k = 1, r, ��À ñòàáèëèçèðóåò íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (13). Çäåñü Q ∈
Mn(R) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

Q = QT > 0, ATQ+QA 6 0.

Ìàòðèöû Q(t) è Q â òåîðåìàõ 18.3 è 18.5 íàéäóòñÿ â ñèëó òåîðåì 16.3 è

ñëåäñòâèÿ 16.3. Òåîðåìà 18.5 äîïîëíÿåò òåîðåìû 9.4, 9.5, 10.4 î ñòàáèëèçàöèè

ñîãëàñîâàííûõ ñèñòåì.
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Â ÷åòâåðòîé ãëàâå òåîðèÿ ñîãëàñîâàííûõ ñèñòåì, ðàçâèòàÿ â ãëàâå II, ïî-

ñòðîåíà äëÿ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-

íûå â ãëàâå II äëÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìû

ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Êðîìå òîãî, èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ãëîáàëüíîé àñèìï-

òîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

Â � 20 ââåäåíû îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè (îïðåäåëåíèå 20.1) äëÿ ëè-

íåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ íåïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ

x(t+ 1) =
(
A(t) + B(t)U(t)C∗(t)

)
x(t), t ∈ Z, x ∈ K

n, (34)

è äëÿ áèëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

x(t+ 1) =
(
A(t) + u1(t)A1(t) + . . .+ ur(t)Ar(t)

)
x(t), t ∈ Z, x ∈ K

n, (35)

ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿì

25,26
äëÿ ñèñòåì ñ íåïðå-

ðûâíûì âðåìåíåì. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåì (34) è (35)

(òåîðåìû 20.1 è 20.3) â îáùåì ñëó÷àå. Äîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííî-

ñòè ñèñòåìû (34) íà [τ, τ+ϑ) âëå÷åò ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü è ïîëíóþ íàáëþ-

äàåìîñòü íà [τ, τ + ϑ) îòêðûòîé ñèñòåìû ñ íàáëþäàòåëåì

x(t+1) = A(t)x(t)+B(t)u(t), y(t) = C∗(t)x(t), t ∈ Z, (x, u, y) ∈ K
n+m+k

(òåîðåìà 20.2). Óñòàíîâëåíî, â êàêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå óòâåðæäå-

íèå (òåîðåìà 20.4). Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåì (34) è (35) ñ

íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A(t), t ∈ [τ, τ +ϑ) (òåîðåìa 20.5). Ââåäåíî ïîíÿòèå
¾áîëüøîé ñèñòåìû¿, ðàçìåðíîñòè n2

, äëÿ ñèñòåì (34) è (35). Äîêàçàíî, ÷òî

ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåìû (34) è ñèñòåìû (35) ðàâíîñèëüíî ñâîéñòâó

ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé áîëüøîé ñèñòåìû, åñëè A(t) íåâû-

ðîæäåííàÿ (òåîðåìû 20.6, 20.7). Ïðîâîäèòñÿ àíàëîãèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè

ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (çàìå÷àíèå 20.5).

Â � 21 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

(15) è (16), êîòîðûå îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ìàòðèöàìè Σ = (A,B, C) è Ω =

(A,A1, . . . , Ar). Âûâîäÿòñÿ ñëåäñòâèÿ èç ðåçóëüòàòîâ � 20 äëÿ ñèñòåì Σ è Ω.
Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ϑ-ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåì Σ è Ω (òåîðåìà 21.1); â òîì

÷èñëå äëÿ ñèñòåì ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A (òåîðåìû 21.2, 21.3, 21.4).

Äîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ϑ-ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåìû Σ (ñèñòå-

ìû Ω) ïðè ϑ > 1 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå detA 6= 0 (òåîðåìà 21.5). Ââåäåíî îïðåäå-

ëåíèå ñîãëàñîâàííîñòè ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû (15) è (16) (îïðåäåëåíèå 21.1)

áåç óêàçàíèÿ äëèíû ϑ ïðîìåæóòêà ϑ-ñîãëàñîâàííîñòè. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè

ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåì (15) è (16) ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A (òåîðåìû

21.6, 21.7) è â îáùåì ñëó÷àå (òåîðåìà 21.8).

Ò å î ð åì à 21.8. 1. Ñèñòåìà (16) ñîãëàñîâàííà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà 〈Al, l = 1, r〉 = Mn(K) èëè
〈
An2−1Al, A

n2−2AlA, . . . , AlA
n2−1, l = 1, . . . , r

〉
= Mn(K).
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2. Ñèñòåìà (15) ñîãëàñîâàííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

rank B = rank C = n èëè

〈
An2−1BU1C

∗, An2−2BU2C
∗A, . . . , BUn2C∗An2−1, Ui ∈ Mm,k(K)

〉
= Mn(K).

Â � 22 óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè äèñêðåòíûõ ñè-

ñòåì Σ è Ω ñ öèêëè÷åñêîé ìàòðèöåé A (òåîðåìû 22.1, 22.2). Ôîðìóëèðîâêà

òåîðåìû 22.2 ñîâïàäàåò ñ �îðìóëèðîâêîé òåîðåìû 8.1. Ïîêàçàíî, ÷òî îáðàò-

íîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå (ïðè n > 1 äëÿ ñèñòåìû Ω, ïðè n > 2 äëÿ

ñèñòåìû Σ) íåâåðíî, äàæå ïðè óñëîâèè detA 6= 0 (ïðèìåðû 22.1, 22.2). Óñòà-

íîâëåíî, â êàêîì ñëó÷àå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âåðíî (òåîðåìû 22.3�22.5).

Â � 23 ðåçóëüòàòû ãëàâû II î âçàèìîñâÿçè ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ñ çà-

äà÷åé óïðàâëåíèÿ ñïåêòðîì ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

(15) è (16).

Ò å î ð åì à 23.1. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû Σ = (A,B, C) èìåþò
âèä (25), (26). Òîãäà ñïðàâåäëèâû èìïëèêàöèè 1 =⇒ 2 ⇐⇒ 3 äëÿ ñëåäóþùèõ

óòâåðæäåíèé.

1. Ñèñòåìà Σ ñîãëàñîâàííà.

2. Ìàòðèöû C∗B, C∗AB, . . . , C∗An−1B ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

3. Ñïåêòð ñèñòåìû (15) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåì.

Òå î ð åì à 23.2. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû Ω = (A,A1, . . . , Ar) èìå-

þò âèä (25), (27). Òîãäà ñïðàâåäëèâû èìïëèêàöèè 1 =⇒ 2 ⇐⇒ 3 äëÿ ñëåäó-

þùèõ óòâåðæäåíèé.

1. Ñèñòåìà Ω ñîãëàñîâàííà.

2. �àíã ìàòðèöû Q =
{
Sp (AjA

i−1)
}n,r

i,j=1
ðàâåí n.

3. Ñïåêòð ñèñòåìû (16) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåì.

Ôîðìóëèðîâêè òåîðåì 23.1 è 23.2 ñîâïàäàþò ñ �îðìóëèðîâêàìè òåîðåì 9.2

è 9.3 ñîîòâåòñòâåííî. Îòâåò íà âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè èìïëèêàöèé 2 =⇒ 1

â òåîðåìàõ 23.1 è 23.2 äàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì

11.1 è 11.4.

Ò å î ð åì à 23.3. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû Σ = (A,B, C) èìåþò
âèä (25), (26) è detA 6= 0. Òîãäà èìïëèêàöèÿ 2 =⇒ 1 â òåîðåìå 23.1

èìååò ìåñòî, åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé: (a) rank C = n;
(b) rank B = n; (c) rank C=1; (d) rank B=1; (e) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû A ðàâíû; (g) n < 6.

Òå î ð åì à 23.4. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû Ω = (A,A1, . . . , Ar) èìå-
þò âèä (25), (27) è detA 6= 0. Òîãäà èìïëèêàöèÿ 2 =⇒ 1 â òåîðåìå 23.2

èìååò ìåñòî, åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé: (a) âñå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ðàâíû; (b) n < 3.
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Â îáùåì ñëó÷àå (äàæå åñëè detA 6= 0) èìïëèêàöèÿ 2 =⇒ 1 â òåîðåìå 23.1

íåâåðíà ïðè n > 6 (ïðèìåð 23.2), â òåîðåìå 23.2 íåâåðíà ïðè n > 3 (ïðèìåð
23.1).

Ò å î ð åì à 23.5. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû Ω = (A,A1, . . . , Ar) èìå-

þò âèä (25), (28). Òîãäà ñïðàâåäëèâû èìïëèêàöèè 1 =⇒ 2 ⇐⇒ 3 äëÿ ñëåäó-

þùèõ óòâåðæäåíèé.

1. Ñèñòåìà Ω ñîãëàñîâàííà.

2. rank Q = n.

3. Ñïåêòð ñèñòåìû (16) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåì.

Â òåîðåìå 23.5 (äàæå åñëè detA 6= 0) èìïëèêàöèÿ 2 =⇒ 1, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, íåâåðíà (ïðèìåð 22.1), â îòëè÷èå îò ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû 10.3 äëÿ

ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (13).

Èç òåîðåì 23.1, 23.2, 23.5 ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ î ñòàöèîíàðíîé ñòàáèëèçà-

öèè ñèñòåì (15), (16) (òåîðåìû 23.6�23.8).

Â � 24 ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 23.3 ñ óñëîâèåì (g) ïðè n = 4
(òåîðåìà 24.1) è ïðè n = 5 (òåîðåìà 24.2).

Â � 25 ïîëó÷åíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (òåîðåìà 25.4) ãëîáàëüíîé

àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñè-

ñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (20), ãäå f ∈ C1(Rn×R
r,Rn) è f(0, 0) = 0. Ýòè

ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòàõ

40,41,42,43,44
.

Ïîñòðîèì ñèñòåìó à��èííîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (20):

x(t+ 1) = f0(x(t)) + g0(x(t))u(t), t ∈ Z, x ∈ R
n, u ∈ R

r. (36)

Îáîçíà÷èì A(x) :=
∂f0(x)

∂x
∈ Mn(R); f

0
0 (x) = x, f i

0(x) = f0(f
i−1
0 (x)), i > 1.

Ïîñòðîèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû: N1(x) = g0(x) ∈ Mn,r(R),

Ni+1(x) = [A(f i
0(x)) ·Ni(x), g0(f

i
0(x))] ∈ Mn,(i+1)r(R), i > 1.

Ò å î ð åì à 25.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(a) Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ V ∈ Cp(Rn,R), p > 2, ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííàÿ (ò. å. V (0) = 0, V (x) > 0 ïðè x 6= 0), ðàäèàëüíî íåîãðàíè÷åííàÿ

(ò. å. V (x) → ∞ ïðè x → ∞) òàêàÿ, ÷òî V (f0(x)) 6 V (x) äëÿ âñåõ x ∈ Rn
;

(b) ðàâåíñòâî ∇V (x) = 0 âûïîëíåíî òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;
(c) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn\{0} ñóùåñòâóåò ν > 1 òàêîå, ÷òî rankNν(x) = n.

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (20) ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè ñòàáè-

ëèçèðóåìî.

Â � 26 ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ èç � 25 î ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (20) ñ ëèíåéíîé

ñâîáîäíîé äèíàìèêîé (òåîðåìà 26.1), â ÷àñòíîñòè, äëÿ à��èííûõ ñèñòåì ñ

ëèíåéíûì äðåé�îì (òåîðåìà 26.2) è äëÿ áèëèíåéíûõ ñèñòåì (16) (òåîðåìû

26.3�26.6).
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Òå î ð åì à 26.6. Ïóñòü ñèñòåìà (16) ñîãëàñîâàííà, à ñâîáîäíàÿ ñèñòåìà

x(t + 1) = Ax(t) óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

(16) ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè ñòàáèëèçèðóåìî.

Òåîðåìà 26.6 ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 18.5. Òåîðåìà 26.6

äîïîëíÿåò òåîðåìû 23.6�23.8 î ñòàáèëèçàöèè äèñêðåòíûõ ñîãëàñîâàííûõ ñè-

ñòåì.

Â êîíöå � � 9, 10, 15�19, 23, 25, 26 è â ñåðåäèíå � 12 ïðèâåäåíû ïðèìåðû, èë-

ëþñòðèðóþùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòèõ ïàðàãðà�àõ.

Â çàêëþ÷åíèå âûíåñåíû êðàòêèå �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ,

ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè, è îïèñàíû âîçìîæíûå ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé

ðàçðàáîòêè òåìû.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí ïðî�åññîðó Å.Ë. Òîíêîâó, êîòîðûé ïðîÿâëÿë âíèìàíèå

ê ðàáîòå è ïðèíèìàë ó÷àñòèå â ïîëåçíûõ îáñóæäåíèÿõ.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 03 � 01 � 00014, 06 � 01 �

00258, 12 � 01 � 00195, 12 � 01 � 31077).

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è

ðàçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Â ïåðñïåêòè-

âå âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ãëàâàõ II è III, ê ñîîò-

âåòñòâóþùèì çàäà÷àì ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì.

Âîçìîæíî ïðèìåíåíèå òåîðèè ñîãëàñîâàííûõ ñèñòåì ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû

Áðîêåòòà î ñòàáèëèçàöèè ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ íåïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ

(êàê ñ íåïðåðûâíûì, òàê è ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì) ïîñðåäñòâîì íåñòàöè-

îíàðíîé ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè U(t). Íà îñíîâå òåîðèè, ðàçðàáîòàííîé â

ãëàâå III, ñ ïîìîùüþ èäåé, èñïîëüçóåìûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ

� � 25, 26, â ïåðñïåêòèâå âîçìîæíî ïåðåíåñòè òåîðèþ ñòàáèëèçàöèè ïåðèîäè-

÷åñêèõ ñèñòåì ñ óñòîé÷èâîé ñâîáîäíîé äèíàìèêîé íà ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì

âðåìåíåì; à òàêæå, âîçìîæíî, íà ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ñ ïî÷òè

ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè. �åçóëüòàòû î ñòàáèëèçàöèè è îá óïðàâëå-

íèè àñèìïòîòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè âîçìîæíî â ïåðñïåêòèâå ðàñïðîñòðà-

íèòü íà ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè
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