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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì
(ëèíåéíûå çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ) ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç èçó÷àåìûõ ðàç-
äåëîâ òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ. Ðàçðàáîòàííàÿ â ñåðåäèíå XX âå-
êà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì, Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå, Â. Ã. Áîëòÿíñêèì è Å.Ô. Ìè-
ùåíêî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â îñíîâå êî-
òîðîé ëåæèò ïðèíöèï ìàêñèìóìà, äàëà íîâûé îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ
ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷. Îñíîâíûì ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëà-
ñòè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû ñòðóêòóðû îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé, ñòðóêòóðû
ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè è òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ íèìè ïðîáëåìà ñèíòå-
çà îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé. Íàèáîëåå ïîëíî èçó÷åíà ëèíåéíàÿ çàäà÷à
áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì â òî âðåìÿ êàê äëÿ íåñòàöèî-
íàðíûõ ñèñòåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáùåãî õàðàêòåðà çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå.

Å.Ë. Òîíêîâ1 ðàññìàòðèâàë ëèíåéíóþ íåñòàöèîíàðíóþ îïòèìàëü-
íóþ ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x+ b(t)u, |u| 6 1, (1)

ãäå (n × n)-ìàòðèöà A(t) è n-ìåðíûé âåêòîð b(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâ-
íûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Å.Ë. Òîíêîâ ââåë ïîíÿòèå íåîñöèëëÿöèè ñî-
ïðÿæåííîé ñèñòåìû ψ̇ = −ψA(t) íà èíòåðâàëå I ⊆ R îòíîñèòåëüíî ãè-
ïåðïëîñêîñòè γ(t) = {ψ ∈ Rn∗ : ψb(t) = 0} è äîêàçàë ðÿä óòâåðæäåíèé
î ñòðóêòóðå îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé, ñòðóêòóðå ãðàíèöû ìíîæåñòâà
óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1) è èçó÷èë âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçèðóþùåé
ôóíêöèè. Ïðè èññëåäîâàíèè ýòèõ âîïðîñîâ àâòîð èñïîëüçîâàë ìåòîäû
èç òåîðèè ÷åáûøåâñêèõ ñèñòåì2. Â áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ ñèñòåìó (1),
ó êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ψ̇ = −ψA(t) íåîñöèë-
ëèðóåò íà íåâûðîæäåííîì ïîëóèíòåðâàëå I = [t0, t0 + σ) îòíîñèòåëüíî
ãèïåðïëîñêîñòè γ(t), ñòàëè íàçûâàòü äîêðèòè÷åñêîé3 â òî÷êå t0.

Âïîñëåäñòâèè èññëåäîâàíèÿ Å.Ë. Òîíêîâà ïðîäîëæèëè Ñ.Ô. Íè-

1Òîíêîâ Å.Ë. Íåîñöèëëÿöèÿ è ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé â ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìå, îïòèìàëüíîé ïî áûñòðîäåéñòâèþ // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1973.
Ò. 9, � 12. Ñ. 2180�2185; Òîíêîâ Å.Ë. Ê òåîðèè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì:
äèñ. . . . ä-ðà ôèç.-ìàò. íàóê / ÈÌÌ ÓÍÖ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñâåðäëîâñê, 1983. 267 ñ.

2Êðåéí Ì.Ã., Íóäåëüìàí À.À. Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ìàðêîâà è ýêñòðåìàëüíûå
çàäà÷è. Ì.: Íàóêà, 1973. Ñ. 50

3Íèêîëàåâ Ñ.Ô., Òîíêîâ Å.Ë. Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîé
äîêðèòè÷åñêîé ñèñòåìû // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1999. Ò. 35, � 1. Ñ. 107�115.
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êîëàåâ4 è Í.Â. Ìèëè÷5. Ñ.Ô. Íèêîëàåâ èçó÷àë ñòðóêòóðó ìíîæå-
ñòâà óïðàâëÿåìîñòè äîêðèòè÷åñêîé ñèñòåìû (1), äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ôóíêöèè áûñòðîäåéñòâèÿ, ÷èñëåííûå îöåíêè èíòåðâàëà äîêðèòè÷íî-
ñòè, à òàêæå âîïðîñû ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì è ïîñòðîåíèåì ïî-
çèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû áëèçêîé ê äîêðèòè-
÷åñêîé. Í.Â. Ìèëè÷ ïîëó÷èë ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðå ãðàíèöû ìíîæå-
ñòâà óïðàâëÿåìîñòè äîêðèòè÷åñêîé ñèñòåìû (1) íà áîëüøîì ïðîìåæóò-
êå âðåìåíè.

Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû Å.Ë. Òîíêîâà ïðè áîëåå ñèëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ ïîçæå áûëè ïåðåîòêðûòû ðÿäîì äðóãèõ àâòîðîâ6.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé íåñòàöèî-
íàðíîé ñèñòåìû ñ âåêòîðíûì óïðàâëåíèåì è èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû
åå ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ìàòåìà-
òè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ñâîéñòâà äâóõïàðàìåòðè-
÷åñêèõ T-ñèñòåì (TA-ñèñòåì) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè
è ñíàáæåíû ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò â îñíîâ-
íîì òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â òåîðèè ëèíåéíûõ óïðàâ-
ëÿåìûõ ñèñòåì. Òåîðèÿ TA-ñèñòåì, îñíîâû êîòîðîé çàëîæåíû â äèñ-

4Íèêîëàåâ Ñ.Ô., Òîíêîâ Å.Ë. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè áûñòðîäåéñòâèÿ è
ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìîé // Èçâåñòèÿ Èíñòèòó-
òà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè ÓäÃÓ. Èæåâñê, 1996. Âûï. 2 (8). Ñ. 47�68; Íèêîëàåâ
Ñ.Ô., Òîíêîâ Å.Ë. Ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìîé áëèçêîé ê äîêðè-
òè÷åñêîé // Èçâåñòèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè ÓäÃÓ. Èæåâñê, 1998.
Âûï. 2 (13). Ñ. 3�26; Íèêîëàåâ Ñ.Ô., Òîíêîâ Å.Ë. Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà óïðàâëÿ-
åìîñòè ëèíåéíîé äîêðèòè÷åñêîé ñèñòåìû // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1999.
Ò. 35, � 1. Ñ. 107�115; Íèêîëàåâ Ñ.Ô., Òîíêîâ Å.Ë. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü âåêòî-
ðà áûñòðîäåéñòâèÿ è ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå ëèíåéíîé äîêðèòè÷åñêîé ñèñòåìîé //
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2000. Ò. 36, � 1. Ñ. 76�84.

5Ìèëè÷ Í.Â. Äëèíà ïðîìåæóòêà ÷åáûøåâñêîñòè è ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè
ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìà-
òèêà. Èæåâñê, 2000. Âûï. 1. C. 109�130; Ìèëè÷ Í.Â. Î ñòðóêòóðå ãðàíèöû ìíî-
æåñòâà óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîé äîêðèòè÷åñêîé ñèñòåìû íà áîëüøîì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè // Èçâåñòèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè ÓäÃÓ. Èæåâñê, 1998.
Âûï. 2 (13). C. 27�52.

6Chukwu E.N., Hajek O. Disconjugacy and optimal control // Journal of
Optimization Theory and Applications. 1979. Vol. 27, � 3. P. 333�356; Hajek O. Terminal
manifolds and switching locus // Mathematical Systems Theory. 1973. Vol. 6. P. 289�301.
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ñåðòàöèè, èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé
â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ ïîçèöèîííîãî
óïðàâëåíèÿ â ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ áûñòðîäåéñòâèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü
àâòîðîì íà Èæåâñêîì ãîðîäñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñåìèíàðå ïî äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ (Èæåâñê, 2006�2008),
íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè-ñåìèíàðå ¾Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷å-
ñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ (Èæåâñê, 2006), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
¾Êîëìîãîðîâñêèå ÷òåíèÿ. Îáùèå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èõ ïðèëîæå-
íèÿ¿ (Òàìáîâ, 2007), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííîé 110-îé ãîäîâùèíå
ñî äíÿ ðîæäåíèÿ âûäàþùåãîñÿ ìàòåìàòèêà È. Ã. Ïåòðîâñêîãî (Ìîñêâà,
2011), íà Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷à-
ñòèåì ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè-
ðîâàíèå¿, ïîñâÿùåííîé 60-ëåòèþ ÈæÃÒÓ è 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
ïðîôåññîðà Í.Â. Àçáåëåâà (Èæåâñê, 2012).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
ïÿòè ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
äâóõ ãëàâ, øåñòè ïàðàãðàôîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè
� 110 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê ñîäåðæèò 50 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè äàíà îáùàÿ ïîñòàíîâêà èññëåäóåìîé çàäà÷è, ïðèâåäåí
îáçîð ïðåäøåñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé ïî áëèçêîé ïðîáëåìàòèêå, à òàê-
æå èçëîæåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïî ïàðàãðàôàì ñ ôîðìó-
ëèðîâêàìè âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ââåäåíî ïîíÿòèå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé T-ñè-
ñòåìû ôóíêöèé íà íåâûðîæäåííîì ïðîìåæóòêå è èçó÷åíû åå ñâîéñòâà,
êîòîðûå ïîçæå èñïîëüçóþòñÿ â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ëèíåéíîé íåñòàöèî-
íàðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

Ïóñòü ôóíêöèè ξji : I → R, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , r (n è r� íåêîòî-
ðûå ôèêñèðîâàííûå êîíñòàíòû) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà íåêîòî-
ðîì íåâûðîæäåííîì ïðîìåæóòêå I.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-

ìåéñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
{
ξji (·)

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò äâóõïàðàìåò-

ðè÷åñêóþ T-ñèñòåìó (èëè êîðî÷å TA-ñèñòåìó) íà ïðîìåæóòêå I, åñëè
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äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn îáùåå êîëè÷åñòâî
ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ (òî åñòü áåç ó÷åòà êðàòíîñòåé) íóëåé íà I
âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ξj(t; c) = c1ξ

j
1(t) + . . . + cnξ

j
n(t), j = 1, . . . , r

íå áîëüøå n− 1.
Ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ðÿä ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ TA-ñèñòåì, êîòî-

ðûå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ. Èçîëèðîâàííûé
íóëü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ξ(t), ëåæàùèé âî âíóòðåííîñòè ïðîìåæóò-
êà I, íàçûâàåòñÿ óçëîì7, åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòîò íóëü ôóíêöèÿ
ξ(t) ìåíÿåò çíàê, è ïó÷íîñòüþ8, åñëè ýòà ôóíêöèÿ çíàêà íå ìåíÿåò (åñëè
íóëåì ôóíêöèè ξ(t) ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîìåæóòêó I ãðàíè÷íàÿ
òî÷êà, òî òàêîé íóëü ñ÷èòàåòñÿ óçëîì).

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
{
ξji
}j=1,...,r

i=1,...,n

îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà ïðîìåæóòêå I, c ∈ Rn� ïðîèçâîëüíûé íåíó-

ëåâîé âåêòîð, k� îáùåå êîëè÷åñòâî ïó÷íîñòåé íà I âñåõ ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé ξj(t; c), j = 1, . . . , r, à l� èõ îáùåå êîëè÷åñòâî óçëîâ íà I.
Òîãäà 2k + l 6 n− 1.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ïåðâîãî è âòîðîãî ïàðàãðàôîâ ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 1.1. Ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
{
ξji : I → R

}j=1,...,r

i=1,...,n

îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà ôèêñèðîâàííîì íåïóñòîì èíòåðâàëå I.
Ââåäåì ìíîæåñòâî

I = {i = (i1, . . . , ir) ∈ Zr+ : i1 + . . .+ ir 6 n− 1}

è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

δ : Rn \ {0} → {−1, 1}r, i− : Rn \ {0} → I,

ñîïîñòàâëÿþùèå íåíóëåâîìó âåêòîðó c ∈ Rn ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð çíà-
êîâ δ = (δ1, . . . , δr) ∈ {−1, 1}r è âåêòîð èíäåêñîâ i = (i1, . . . , ir) ∈ I, ãäå
δj � ýòî çíàê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c) â ïðàâîé îêðåñòíîñòè ëåâî-
ãî êîíöà èíòåðâàëà I, à ij � êîëè÷åñòâî óçëîâ íà èíòåðâàëå I ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ξj(t; c) (ïó÷íîñòè ìû íå ó÷èòûâàåì). Îïðåäåëèì ìíîãîçíà÷-
íîå îòîáðàæåíèå Λ− : I→ {−1, 1}r ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Λ−(i) =
⋃

c∈Rn\{0}
i−(c)=i

{δ(c)}. (2)

7Êðåéí Ì.Ã., Íóäåëüìàí À.À. Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ìàðêîâà è ýêñòðåìàëüíûå
çàäà÷è. Ì.: Íàóêà, 1973. Ñ. 53.

8Òàì æå. Ñ. 53.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîãî ïàðàãðàôà ïðåäñòàâëåíû â ëåììå 1.1,
òåîðåìàõ 1.2 è 1.3 è óòâåðæäåíèè 1.4.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1.1, à âåêòîð èíäåêñîâ

i = (i1, . . . , ir) ∈ I óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i1 + . . . + ir = n − 1. Òîãäà
ìíîæåñòâî Λ−(i) ñîñòîèò èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1.1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ

âåêòîðîâ i = (i1, . . . , ir) ∈ I, δ ∈ Λ−(i) è ëþáîãî ñåìåéñòâà òî÷åê{
τ ji
}j=1,...,r

i=1,...,ij
, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

à) τ ji ∈ I ïðè âñåõ i = 1, . . . , ij, j = 1, . . . , r;
á) òî÷êè τ j1 , . . . , τ

j
ij
ïîïàðíî ðàçëè÷íû ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r,

ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð c, ÷òî
1) δ(c) = δ;
2) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c) (j = 1, . . . , r) èìååò óçëû â

òî÷êàõ τ j1 , . . . , τ
j
ij
è íå èìååò äðóãèõ óçëîâ íà èíòåðâàëå I.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1.1, i ∈ I, δ ∈ {−1, 1}r�
ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû. Äëÿ òîãî ÷òîáû δ ∈ Λ−(i) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè âåêòîðû i′ ∈ I è δ′ ∈ Λ−(i′), óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì:

1) i′1 + . . .+ i′r = n− 1;
2) i 6 i′;
3) δj = δ′j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ ij = i′j.
Óòâåðæäåíèå 1.4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1.1. Òîãäà ìíîæå-

ñòâî Λ−(i) íåïóñòî ïðè ëþáîì i ∈ I, ïðè÷åì Λ−(i) ⊆ Λ−(i′), åñëè i > i′.
Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ïåðâîãî ïàðàãðàôà îïèñàí ïðîñòîé è ýô-

ôåêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Λ−(i) ïðè ëþáîì i ∈ I. Â íåì
èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ Λ− (ðàâåíñòâî (2)), ëåììà 1.1 è
òåîðåìà 1.3. Â êîíöå ïåðâîãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåíû ïðèìåðû.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðîäîëæåíî èçó÷åíèå ñâîéñòâ äâóõïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ T-ñèñòåì íà íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå i+ : Rn \ {0} → I, ñîïîñòàâëÿþùåå íåíóëå-
âîìó âåêòîðó c ∈ Rn ðàñøèðåííûé âåêòîð èíäåêñîâ i = (i1, . . . , ir) ∈ I,
ãäå ij = 2kj + lj , à kj è lj (j = 1, . . . , r) � êîëè÷åñòâà ïó÷íîñòåé è óç-
ëîâ ñîîòâåòñòâåííî íà I ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c). Ïî àíàëîãèè ñ
îòîáðàæåíèåì Λ− (ðàâåíñòâî (2)) îïðåäåëèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå Λ+ : I→ {−1, 1}r ðàâåíñòâîì

Λ+(i) =
⋃

c∈Rn\{0}
i+(c)=i

{δ(c)}.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âòîðîãî ïàðàãðàôà ïðåäñòàâëåíû íèæå â òåî-
ðåìàõ 2.1 è 2.3.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1.1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ

âåêòîðîâ i = (i1, . . . , ir) ∈ I, δ ∈ Λ+(i) è ëþáûõ ñåìåéñòâ òî÷åê

τ =
{
τ ji
}j=1,...,r

i=1,...,nj
, τ ′ =

{
τ ′ji
}j=1,...,r

i=1,...,n′j
, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

à) τ ji ∈ I ïðè âñåõ i = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , r;
á) τ ′ji ∈ I ïðè âñåõ i = 1, . . . , n′j, j = 1, . . . , r;
â) òî÷êè τ j1 , . . . , τ

j
nj
, τ ′j1 , . . . , τ

′j
n′j

(j = 1, . . . , r) ïîïàðíî ðàçëè÷íû;
ã) 2nj + n′j = ij (j = 1, . . . , r),

ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð c, ÷òî
1) δ(c) = δ;
2) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c) (j = 1, . . . , r) èìååò ïó÷íî-

ñòè â òî÷êàõ τ j1 , . . . , τ
j
nj
, óçëû â òî÷êàõ τ ′j1 , . . . , τ

′j
n′j

è íå èìååò äðóãèõ

íóëåé íà èíòåðâàëå I.
Òåîðåìà 2.3. Λ−(i) = Λ+(i) äëÿ ëþáîãî i ∈ I.
Òåîðåìà 2.1 îáîáùàåò òåîðåìó 1.2, à òåîðåìà 2.3 ïîçâîëÿåò ëåãêî

ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî Λ+(i) ïðè ëþáîì i ∈ I. Ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 2.3, ìû íå áóäåì â äàëüíåéøåì óêàçûâàòü âåðõíèé èíäåêñ ó
îòîáðàæåíèÿ Λ : I→ {−1, 1}r, ïîëîæèì Λ = Λ− = Λ+.

Â êîíöå âòîðîãî ïàðàãðàôà êðàòêî ðàññìîòðåí ñëó÷àé TA-ñèñòå-
ìû íà ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì íåâûðîæäåííîì ïðîìåæóòêå I (äî
ýòîãî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî I � èíòåðâàë). Óêàçàíû òå óòâåðæäåíèÿ, êî-
òîðûå îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ïðè òàêîì îáîáùåíèè (ðàçóìååòñÿ ñ
íåêîòîðûìè óòî÷íåíèÿìè), è òå, êîòîðûå çàâåäîìî òåðÿþò ñèëó. Ðàñ-
ñóæäåíèÿ ñíàáæåíû ïîÿñíÿþùèìè ïðèìåðàìè.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå îïðåäåëåíû ôóíêöèè σ(·), σ′(·) è èçó÷åíû
èõ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.

Ïóñòü ôóíêöèè ξji : R → R, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , r îïðåäåëåíû è
íåïðåðûâíû íà âñåì ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Äëÿ êàæäîãî t ∈ R îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(t) òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü
òàêèõ σ > 0, ÷òî íà èíòåðâàëå It = (t, t + σ) ñåìåéñòâî ôóíêöèé{
ξji (·)

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìó (îïðåäåëåíèå 1.1). Åñëè ýòè ôóíê-

öèè íå îáðàçóþò TA-ñèñòåìó íè íà êàêîì èíòåðâàëå It, òî ïîëîæèì
σ(t) = 0. Òàê îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ σ : R → [0,+∞) ∪ {+∞}. Ôóíê-
öèÿ σ′ : R → [0,+∞) ∪ {+∞} îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî: åå îïðåäåëå-
íèå îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè σ òåì, ÷òî âìåñòî èíòåðâàëîâ
It = (t, t+ σ) ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëóèíòåðâàëû [t, t+ σ).
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Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé {ξi(·)}ni=1 ôóíêöèÿ
σ′ îïðåäåëÿëàñü è èñïîëüçîâàëàñü ðàíåå â ðàáîòàõ Ñ.Ô. Íèêîëàåâà9 (â
íèõ îíà îáîçíà÷àëàñü σ). Îäíàêî äëÿ íàøèõ èññëåäîâàíèé áîëåå óäîá-
íîé îêàçàëàñü èìåííî ôóíêöèÿ σ.

Äîêàçàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé σ è σ′.
Îòîáðàæåíèå Λ, îïðåäåëåííîå äëÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé TA-ñè-

ñòåìû ôóíêöèé
{
ξji (·)

}j=1,...,r

i=1,...,n
íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå I, âîîáùå ãî-

âîðÿ, çàâèñèò îò èíòåðâàëà I. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîä÷åðêèâàòü
ýòî, óêàçûâàÿ ðàññìàòðèâàåìûé èíòåðâàë â êà÷åñòâå íèæíåãî èíäåêñà
äëÿ îòîáðàæåíèÿ ΛI .

Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ âñþäó íà R

ôóíêöèé
{
ξji (·)

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà èíòåðâàëàõ I1 è I2,

ïðè÷åì I1 ∩ I2 6= ∅. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà èíäåêñîâ i ∈ I èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî ΛI1(i) = ΛI2(i).
Óòâåðæäåíèå 3.1 ïîçâîëÿåò â èíäåêñå îòîáðàæåíèÿ Λ âìåñòî èíòåð-

âàëà I óêàçûâàòü òîëüêî åãî ëåâûé êîíåö.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà ëèíåéíîé íåñòàöè-

îíàðíîé çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ. Òàêæå ââåäåíû íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ,
ñäåëàí ðÿä ïîñòðîåíèé è äîêàçàíî íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ â
íóëü ñ çàêðåïëåííûì ëåâûì êîíöîì

ẋ = A(t)x+B(t)u, (3)

x(t0) = x0, x(t0 + T ) = 0, T → min, (4)

ãäå (n× n)-ìàòðèöà A(t) è (n× r)-ìàòðèöà B(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U
áóäåì ñ÷èòàòü ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé u : R→
U = [−1, 1]r. Ðåøåíèå ñèñòåìû (3), âûõîäÿùåå â ìîìåíò âðåìåíè t0 èç
òî÷êè x0 ïîä äåéñòâèåì ôèêñèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ û(·) ∈ U , îáîçíà-
÷èì x̂(t) = x(t; t0, x0, û(·)).

Åñëè û(·)� îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3)�(4), ïåðåâîäÿùåå
òî÷êó x0 â íóëü çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ T , òî ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàê-
ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà:

max
u∈U

ψ(t)B(t)u = ψ(t)B(t)û(t) ïî÷òè âñþäó íà [t0, t0 + T ], (5)

9Íèêîëàåâ Ñ.Ô., Òîíêîâ Å.Ë. Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîé
äîêðèòè÷åñêîé ñèñòåìû // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1999. Ò. 35, � 1. Ñ. 107�115.
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ãäå ψ(t)� íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

ψ̇ = −ψA(t). (6)

Ïóñòü ψ1(t), . . . , ψn(t)� íåêîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøå-
íèé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (6). Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé

ξji (t) = ψi(t)b(j)(t), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , r, (7)

ãäå b(j)(t)� ñòîëáåö ìàòðèöû B(t) ñ íîìåðîì j. Äëÿ ñåìåéñòâà ôóíê-
öèé (7) ñòðîèì ôóíêöèþ σ(·), σ(t;A,B) = σ(t). Åñëè â íåêîòîðîé
òî÷êå t0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî σ(t0) > 0, òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé{
ξji (·)

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà èíòåðâàëå I =

(
t0, t0 + σ(t0)

)
è äëÿ ýòîé òî÷êè t0 ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå Λt0 = ΛI .

Ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ σ è îòîáðàæå-
íèå Λt0 íå çàâèñÿò îò òîãî, êàêàÿ êîíêðåòíî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà
ðåøåíèé ψ1(t), . . . , ψn(t) ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (6) áûëà âûáðàíà. Äëÿ
ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû (3) äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ t 7→ σ(t) ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿííîé, òî åñòü σ(t) = σ äëÿ ëþáîãî t ∈ R, è åñëè ïðè ýòîì σ > 0
(â òîì ÷èñëå σ = +∞), òî îòîáðàæåíèå Λt îïðåäåëåíî ïðè ëþáîì t è íå
çàâèñèò îò t, òî åñòü Λt = Λ : I→ {−1, 1}r äëÿ ëþáîãî t ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ñèñòåìó (3) áóäåì íàçûâàòü äîêðèòè÷åñêîé â
òî÷êå t0 ∈ R, åñëè σ(t0;A,B) > 0.

Â òåîðåìå 4.1 ñôîðìóëèðîâàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äîêðèòè÷íîñòè
ñèñòåìû (3). Ïðåäïîëàãàÿ ôóíêöèè t 7→ A(t) è t 7→ B(t) äîñòàòî÷íî
ãëàäêèìè, ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ìàòðèö ñëåäóÿ Í.Í. Êðàñîâñêîìó10:

L0(t) = B(t), Li(t) = −A(t)Li−1(t) +
dLi−1(t)

dt
, i = 1, . . . , n− 1.

Ñèìâîëîì l
(j)
i ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñòîëáåö ìàòðèöû Li ñ íîìåðîì j.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0 ôóíêöèÿ
t 7→ A(t) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n − 2, à ôóíêöèÿ

t 7→ B(t) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n − 1. Åñëè äëÿ

ëþáîãî íàáîðà öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë n1, . . . , nr òàêèõ, ÷òî

n1 + . . .+ nr = n, ñåìåéñòâî âåêòîðîâ

l
(1)
0 (t0), . . . , l(1)

n1−1(t0), . . . , l(r)0 (t0), . . . , l(r)nr−1(t0)

ëèíåéíî íåçàâèñèìî, òî ñèñòåìà (3) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0.

10Êðàñîâñêèé Í.Í. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì. Ì.: Íàóêà, 1968. � 20.
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Ïðèâåäåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå äîêðèòè÷íîñòè ñòàöèîíàðíîé ñèñòå-
ìû (3) (ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðèöàìè A è B). Äîêàçàíî, ÷òî ñòà-
öèîíàðíàÿ ëèíåéíàÿ äîêðèòè÷åñêàÿ ñèñòåìà âïîëíå óïðàâëÿåìà.

Ìíîæåñòâî òî÷åê t0, â êîòîðûõ ñèñòåìà (3) ÿâëÿåòñÿ äîêðèòè÷åñêîé,
îáîçíà÷èì Σ = Σ(A,B) = {t ∈ R : σ(t;A,B) > 0}.

Äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 ∈ R è ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî θ
îïðåäåëèì ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè D(t0, θ) íà îòðåçêå [t0, t0 + θ]:

D(t0, θ) =
⋃

u(·)∈U

∫ t0+θ

t0

X(t0, s)B(s)u(s) ds.

Åñëè θ = σ(t0), òî ìíîæåñòâî D(t0,σ(t0)) ìû áóäåì íàçûâàòü äîêðèòè-
÷åñêèì ìíîæåñòâîì óïðàâëÿåìîñòè. Íà ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå R1+n ñèñòåìû (3) îïðåäåëèì ôóíêöèþ áûñòðîäåéñòâèÿ â
íóëü

(t0, x0) 7→ Θ(t0, x0) = min
u(·)∈U

{T > 0 : x(t0 + T ; t0, x0, u(·)) = 0}.

Äëÿ òåõ òî÷åê (t0, x0) ∈ R1+n, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîãî
óïðàâëåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî òî÷êó x0 â íóëü çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ïîëîæèì
Θ(t0, x0) = +∞.

Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà n = (n1, . . . , nr) ∈ I è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî
θ îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ ∆n, ∆n(θ) è ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì
∆n(θ), âëîæåííûå â ïðîñòðàíñòâî Rn1+...+nr+1:

∆n =
{(
τ1
1 , . . . , τ

1
n1
, . . . , τ r1 , . . . , τ

r
nr
, τn
)
∈ Rn1+...+nr+1 :

0 < τ j1 < . . . < τ jnj
< τn ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r

}
,

∆n(θ) = {(τ̄ , τn) ∈ ∆n : τn < θ}, ∆n(θ) = {(τ̄ , τn) ∈ ∆n : τn 6 θ}.
Ââåäåì ìíîæåñòâî Υ =

⋃
n∈I

(
{n}×∆n

)
è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå u : R×

Υ× {−1, 1}r → U , ñîïîñòàâèâ êàæäîé òî÷êå

(t0, n, τ̄ , τn, δ) =
(
t0, n1, . . . , nr, τ

1
1 , . . . , τ

1
n1
, . . . , τ r1 , . . . , τ

r
nr
, τn, δ1, . . . , δr

)
ïðîñòðàíñòâà R × Υ × {−1, 1}r äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t0, n, τ̄ , τn, δ),
îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì u(t0, n, τ̄ , τn, δ) = u(·) =

(
u1(·), . . . , ur(·)

)
, ãäå

uj(t) =


δj(−1)i+1, åñëè t ∈

[
t0 + τ ji−1, t0 + τ ji

)
(i = 1, . . . , nj + 1; τ j0 = 0, τ jnj+1 = τn);

0, åñëè t /∈ [t0, t0 + τn).
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Òåïåðü äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 ∈ R, êàæäîãî ïîëîæèòåëü-
íîãî θ, êàæäîãî âåêòîðà n ∈ I è êàæäîãî âåêòîðà δ ∈ {−1, 1}r îïðå-
äåëèì ìíîãîîáðàçèÿ Mn

δ (t0, θ) è Mn
δ (t0, θ) ñëåäóþùèì îáðàçîì (÷åðòà â

îáîçíà÷åíèÿõ ∆, M è â ïîñëåäóþùèõ àíàëîãè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòüþ îáîçíà÷åíèÿ, à íå îïåðàöèåé çàìûêàíèÿ):

Mn
δ (t0, θ) =

⋃
(τ̄ ,τn)∈∆n(θ)

{u(t0, n, τ̄ , τn, δ)},

Mn
δ (t0, θ) =

⋃
(τ̄ ,τn)∈∆n(θ)

{u(t0, n, τ̄ , τn, δ)}.

Êðàé ìíîãîîáðàçèÿ Mn
δ (t0, θ) îáîçíà÷èì ∂Mn

δ (t0, θ).
Äëÿ ëþáîé òî÷êè t0 ∈ Σ(A,B) è ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî θ îïðåäå-

ëèì ìíîæåñòâî M(t0, θ) ñëåäóþùèì îáðàçîì: M(t0, 0) = {0} (óïðàâëå-
íèå òîæäåñòâåííî ðàâíîå íóëþ íà âñåì ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë),
à äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ θ ìíîæåñòâî M(t0, θ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

M(t0, θ) = {0}
⋃(⋃

n∈I

⋃
δ∈Λt0 (n)

Mn
δ (t0, θ)

)
.

Îïðåäåëèì òàêæå ìíîæåñòâî M(t0) =
⋃
θ>0

M(t0, θ), êîòîðîå ìû ïðåâðà-

òèì â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ââåäÿ íà íåì ìåòðèêó

ρ
(
u1, u2

)
= max

16j6r

∫ +∞

t0

∣∣u1
j (s)− u2

j (s)
∣∣ ds

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ u1, u2 ∈ M(t0). Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà
M(t0, θ) è M(t0) îïðåäåëåíû òîëüêî â òî÷êàõ äîêðèòè÷íîñòè ñèñòå-
ìû (3), ïîòîìó ÷òî òîëüêî â ýòèõ òî÷êàõ îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Λt0 .

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîãî ïàðàãðàôà ïðåäñòàâëåíû íèæå â
ëåììàõ 4.1 è 4.2. Îíè èñïîëüçóþòñÿ â ïÿòîì ïàðàãðàôå äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (3)�(4) äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ òî÷åê x0, ëåæàùèõ â äîêðèòè÷åñêîì
ìíîæåñòâå óïðàâëÿåìîñòè D(t0,σ(t0)).

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ñèñòåìà (3) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0. Òîãäà
ïðè ëþáîì 0 < θ 6 σ(t0) âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ëþáîå óïðàâëåíèå u(·) ∈ M(t0, θ) óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàê-

ñèìóìà (5) íà îòðåçêå [t0, t0 + ϑ] (u(·) ∈ ∂Mn
δ (t0, ϑ) ⊆M(t0, θ));

2) äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u(·) ∈ U , óäîâëåòâîðÿþ-
ùåãî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (5) íà íåêîòîðîì íåâûðîæäåííîì ïðîìå-

æóòêå [t0, t0 + ϑ] ⊆ [t0, t0 + θ], ñóùåñòâóåò òàêîå óïðàâëåíèå u′(·) ∈
∂Mn

δ (t0, ϑ) ⊆M(t0, θ), ÷òî u(t) = u′(t) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, t0 + ϑ].
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Ëåììà 4.2. Åñëè ñèñòåìà (3) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0, òî äëÿ
ëþáîãî θ > 0 ìíîæåñòâî M(t0, θ) êîìïàêòíî.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå äîêàçàíî íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, êàñàþùèõ-
ñÿ èçó÷àåìîé íàìè çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ. Òåîðåìà 5.1 äàåò ðåøåíèå
çàäà÷è (3)�(4) äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ òî÷åê x0, ëåæàùèõ â äîêðèòè÷åñêîì
ìíîæåñòâå óïðàâëÿåìîñòè D(t0,σ(t0)). Òåîðåìà 5.2 îïèñûâàåò ñòðóêòó-
ðó ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè D(t0, θ) è ñòðóêòóðó ãðàíèöû ìíîæåñòâà
óïðàâëÿåìîñòè ∂D(t0, θ) ïðè óñëîâèè θ 6 σ(t0). Ëåììû 5.1 è 5.2 ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ äîêðèòè-
÷åñêèõ ñèñòåì (íàïðèìåð èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
áûñòðîäåéñòâèÿ).

Äëÿ êàæäîé òî÷êè t0 ∈ R îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ft0 : M(t0)→ Rn
ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Ft0(u) = −
∫ +∞

t0

X(t0, s)B(s)u(s) ds. (8)

Âñå ôóíêöèè, ñîäåðæàùèåñÿ â ìíîæåñòâåM(t0), ÿâëÿþòñÿ ôèíèòíûìè,
ïîýòîìó èíòåãðàë â ðàâåíñòâå (8) âñåãäà ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (3) äîêðè-

òè÷åñêàÿ â òî÷êå t0. Òîãäà ïðè ëþáîì 0 < θ 6 σ(t0) îòîáðàæåíèå

Ft0 : M(t0, θ)→ D(t0, θ) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Îáîçíà÷èì

Nn
δ (t0, θ) = Ft0

(
Mn
δ (t0, θ)

)
, Nn

δ (t0, θ) = Ft0
(
Mn

δ (t0, θ)
)
,

∂Nn
δ (t0, θ) = Ft0

(
∂Mn

δ (t0, θ)
)(

t0 ∈ Σ, 0 < θ 6 σ(t0), n ∈ I, δ ∈ Λt0(n)
)
.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü ñèñòåìà (3) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0. Òîãäà
ïðè ëþáûõ âåêòîðàõ n ∈ I, δ ∈ Λt0(n) è ëþáîì 0 < θ 6 σ(t0)

1) îòîáðàæåíèå Ft0 : Mn
δ (t0, θ) → Nn

δ (t0, θ) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìî è â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ èìååò ìàêñè-

ìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã n1 + . . .+ nr + 1;
2) îòîáðàæåíèå Ft0 : ∂Mn

δ (t0, θ)→ ∂Nn
δ (t0, θ) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìî è â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ èìååò ìàêñè-

ìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã n1 + . . .+ nr.
Òåîðåìà 5.1. Åñëè ñèñòåìà (3) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0, òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè x0 ∈ D(t0,σ(t0)) óïðàâëåíèå û(·) = F−1
t0 (x0) ÿâëÿåòñÿ ðå-

øåíèåì çàäà÷è (3)�(4) è ïåðåâîäèò òî÷êó x0 â íóëü çà âðåìÿ Θ(t0, x0).
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Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü ñèñòåìà (3) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî 0 < θ 6 σ(t0) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè D(t0, θ) ñèñòåìû (3) ÿâëÿåòñÿ ñòðî-
ãî âûïóêëûì êîìïàêòíûì òåëîì â ïðîñòðàíñòâå Rn è ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî â âèäå

D(t0, θ) = {0}
⋃(⋃

n∈I

⋃
δ∈Λt0 (n)

Nn
δ (t0, θ)

)
,

ãäå Nn
δ (t0, θ)� ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì è ñ

ãëàäêîé âíóòðåííîñòüþ Nn
δ (t0, θ), èìåþùèå ðàçìåðíîñòü n1 + . . .+nr+

1. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ Nn
δ (t0, θ) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå êóñî÷-

íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå u(·) ∈ U , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x0 â íóëü çà

ìèíèìàëüíîå âðåìÿ 0 < ϑ 6 θ; êàæäàÿ êîîðäèíàòíàÿ óïðàâëÿþùàÿ

ôóíêöèÿ uj(·) íà ïðîìåæóòêå (t0, t0 +ϑ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ +1 èëè

−1 è èìååò ðîâíî nj ïåðåêëþ÷åíèé, à δj ∈ {−1, 1}� çíà÷åíèå ôóíê-

öèè uj(·) îò ìîìåíòà íà÷àëà äâèæåíèÿ t0 äî ïåðâîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ

(äî êîíöà äâèæåíèÿ, åñëè ïåðåêëþ÷åíèé íåò).
2. Ãðàíèöà ∂D(t0, θ) ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (3) ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

∂D(t0, θ) =
⋃
n∈I

⋃
δ∈Λt0 (n)

∂Nn
δ (t0, θ),

ãäå ∂Nn
δ (t0, θ)� ýòî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ

áåç êðàÿ, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü n1 + . . . + nr. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈
∂Nn

δ (t0, θ) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå

u(·) ∈ U , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x0 â íóëü çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ θ;
êàæäàÿ êîîðäèíàòíàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ uj(·) íà ïðîìåæóòêå

(t0, t0 + θ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ +1 èëè −1 è èìååò ðîâíî nj ïåðå-

êëþ÷åíèé, à δj ∈ {−1, 1}� çíà÷åíèå ôóíêöèè uj(·) îò ìîìåíòà íà-

÷àëà äâèæåíèÿ t0 äî ïåðâîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ (äî êîíöà äâèæåíèÿ, åñëè

ïåðåêëþ÷åíèé íåò).
Â øåñòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ëèíåéíûõ óïðàâëÿå-

ìûõ ñèñòåì, íà êîòîðûõ ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå îñíîâíûõ ðå-
çóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Ââåäåíî ïîíÿòèå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé T-ñèñòåìû (TA-ñèñòåìû)
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ôèêñèðîâàííîì ïðîìåæóòêå è ïîäðîáíî èçó-
÷åíû åå ñâîéñòâà. Ïîíÿòèå TA-ñèñòåìû îáîáùàåò èçâåñòíîå ïîíÿòèå ÷å-
áûøåâñêîé ñèñòåìû äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé è ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå äîêðèòè÷íîñòè, èçâåñò-
íîå äëÿ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì,
íà ëèíåéíûå íåñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû ñ âåêòîðíûì óïðàâëåíèåì. Äëÿ
òàêèõ ñèñòåì ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äîêðèòè÷íîñòè è óñòàíîâ-
ëåíà ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâàìè äîêðèòè÷íîñòè è ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè.

2. Äëÿ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äîêðèòè÷åñêèõ ñèñòåì âûÿñíåíà
ñòðóêòóðà îïòèìàëüíûõ ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèé. Ýòî ïîçâîëè-
ëî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé çàäà-
÷å áûñòðîäåéñòâèÿ â íóëü ñ çàêðåïëåííûì ëåâûì êîíöîì ïðè óñëîâèè,
÷òî íà÷àëüíàÿ ôàçîâàÿ òî÷êè ïðèíàäëåæèò äîêðèòè÷åñêîìó ìíîæåñòâó
óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû.

3. Èçó÷åíà ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè è ñòðóêòóðà ãðàíè-
öû ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé äîêðèòè÷åñêîé
ñèñòåìû. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû äîêàçàíî, ÷òî åå ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìî-
ñòè íà îòðåçêå, íå ïðåâûøàþùåì ïðîìåæóòêà äîêðèòè÷íîñòè ñèñòåìû,
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì êîìïàêòíûì òåëîì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñèñòåìû è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ãëàäêèõ ìíî-
ãîîáðàçèé ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè, íå ïðåâûøàþùåé ðàçìåðíîñòè ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî ãðàíèöà òàêîãî ìíîæåñòâà
óïðàâëÿåìîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå îáúåäèíåíèÿ ãëàäêèõ
ìíîãîîáðàçèé ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ìíîãîîáðàçèé.
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