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Актуальность темы. Одной из важных задач теории управляемых
процессов является задача исследования инвариантности множеств отно-
сительно различных управляемых систем и дифференциальных включе-
ний. Данной тематике посвящены работы Х. Г. Гусейнова, Н.Н. Красов-
ского, А.Б. Куржанского, Ж.П. Обена, Ю.Л. Сачкова, А.И. Субботина,
Е. Л. Тонкова, В.Н. Ушакова, Т.Ф. Филипповой, П. Хартмана и многих
других авторов.

Приведем определения инвариантного и слабо инвариантного множе-
ства относительно дифференциального включения

ẋ ∈ F (t, x), (t, x) ∈ R1+n. (1)

Пусть M ⊂ R1+n — замкнутое множество, M(t) .= {x ∈ Rn : (t, x) ∈M}.

Оп р е д е л е н и е 0.1. Множество M ⊂ R1+n называется инвариантным
(сильно инвариантным) относительно дифференциального включения (1),
если для любой точки (t0, x0) ∈ M и любого решения x(t) включения (1),
удовлетворяющего начальному условию x(t0) = x0, для всех t > t0 выпол-
нено условие x(t) ∈M(t).

Далее, множество M ⊂ R1+n называется слабо инвариантным относи-
тельно включения (1), если для любой точки (t0, x0) ∈M существует реше-
ние x(t) данного включения, которое удовлетворяет начальному условию
x(t0) = x0 и при всех t > t0 включению x(t) ∈ M(t). Траектория такого
решения называется выживающей, а множество M также называется мно-
жеством выживаемости для дифференциального включения (1).

Исследования слабо инвариантных множеств тесно связаны с теорией
управления и теорией дифференциальных игр. По-видимому, первый ре-
зультат в этой области опубликован в работе М. Нагумо1 в 1942 году, в
которой были получены необходимые и достаточные условия слабой инва-
риантности заданного множества относительно дифференциального урав-
нения.

Приведем примеры некоторых задач, связанных с существованием ин-
вариантных множеств. Одной из них является задача о приведении управ-
ляемой системы на целевое множество, описанная в монографии Н. Н. Кра-
совского и А.И. Субботина2. Здесь исследуется слабо инвариантное множе-
ство W (t, t1, X1) в момент времени t с целевым множеством X1 и конеч-
ным моментом времени t1, которое оказывается максимальным среди всех

1Nagumo M. Über die Laga der integralkurven gewöhnlicher differential Gleichungen //
Proc. Phys. Math. Japan. — 1942. — Т.24. — С. 399–414.

2Красовский Н. Н., Субботин А.И. Позиционные дифференциальные игры. — М.: На-
ука, 1974. — 456 с.
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множеством, обладающих свойством u-стабильности и поэтому называет-
ся максимальным стабильным мостом. Свойство u-стабильности множества
здесь означает его слабую инвариантность относительно любого дифферен-
циального включения из некоторого семейства. Слабо инвариантные мно-
жества дают возможность решать различные задачи верификации. Напри-
мер, при заданном начальном множестве фазовых переменных X0 необ-
ходимо узнать, можно ли перевести таекторию из X0 в заданное целевое
множество X1 в фиксированный момент времени t1. В терминах слабо ин-
вариантных множеств данная задача имеет следующее решение: траекто-
рию можно перевести из X0 в X1 на отрезке времени [t0, t1] тогда и только
тогда, когда X0 ∩W (t0, t1, X1) 6= ∅ (А.Б. Куржанский, П. А. Точилин 3).
Отметим также, что понятие слабой инвариантности является ключевым
понятием теории минимаксных решений (А.И. Субботин, Н.Н. Субботина,
J. P. Aubin, M.G. Crandall, G. Haddad, R.T. Rockafellar, R. J.-B. Wets и др.).

Основным объектом исследования в данной работе является управляе-
мая система (точнее, семейство управляемых систем)

ẋ = f(htσ, x, u), (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× Rn × Rm; (2)

в качестве вспомогательного объекта рассматривается соответствующее си-
стеме (2) дифференциальное включение

ẋ ∈ F (htσ, x), (t, σ, x) ∈ R× Σ× Rn, (3)

правая часть которого параметризована с помощью топологической дина-
мической системы (Σ, ht). Здесь Σ — полное метрическое пространство,
ht — поток на Σ. Такая параметризация позволяет, во-первых, включить
в рассмотрение ряд задач, связанных с асимптотическим поведением ре-
шений управляемых систем; во-вторых, получить ряд общих утверждений
(поскольку с помощью динамической системы сдвигов удается описать все
семейство управляемых систем). Мы также рассматриваем управляемую
систему (2) и включение (3), порожденные метрической динамической си-
стемой (Σ,A, ν, ht); это означает, что на сигма-алгебре A подмножеств про-
странства Σ задана вероятностная мера ν, инвариантная относительно по-
тока ht. В этом случае функция t → F (htσ, x) является стационарным в
узком смысле случайным процессом и тем самым мы имеем дифференци-
альное включение со случайными параметрами. Следовательно, для таких
включений появляется возможность исследовать свойства решений, кото-
рые выполнены с вероятностью единица.

3Куржанский А.Б., Точилин П.А. Слабо инвариантные множества гибридных систем
// Дифференц. уравнения. — 2008. — Т.44, № 11. — С. 1523–1533.

4



Применение теории, связанной с динамической системой сдвигов для
задач управления линейными нестационарными системами, по-видимому,
впервые было предложено Е.Л. Тонковым 4. Это привело к возникнове-
нию таких понятий в математической теории управления, как равномер-
ная полная управляемость, равномерная локальная и глобальная управляе-
мость, равномерная стабилизируемость. Управляемые системы, коэффици-
енты которых являются стационарными случайными процессами, наряду с
Е. Л. Тонковым исследовали О.В. Баранова, И.Я. Кац, А. М. Куриленко,
Г.Н. Мильштейн, Ю. М. Репин, Р. Ришел, Р. З. Хасьминский, E. K. Boukas,
F. Colonius, D. P. De Farias, S. Ibrir, R. Jonson, W.H. Fleming, H. M. Soner.

В различных областях математической теории управления при идеа-
лизации реальных систем с большими управляющими воздействиями воз-
никают модели управляемых систем и дифференциальных включений с
неограниченным множеством скоростей, которые исследовались в работах
Б.Д. Гельмана, В. И. Гурмана, В. В. Обуховского, Ю. Л. Сачкова. В диссер-
тации я изучаю дифференциальное включение (3), правая часть которого
имеет выпуклые замкнутые, но не обязательно компактные в Rn образы.
В случае, когда правая часть включения (3) имеет компактные образы,
обычно применяется пространство comp(Rn), состоящее из непустых ком-
пактных подмножеств в Rn с метрикой Хаусдорфа, что позволяет ввести
в рассмотрение содержательные определения полунепрерывности сверху и
снизу функции (σ, x) → F (σ, x) со значениями в пространстве comp(Rn).
Отметим, что вопросам существования решения данных включений и свой-
ствам множества решений посвящено большое количество исследований,
среди которых работы Ю.Г. Борисовича, А.Н. Витюка, Б.Д. Гельмана, Дж.
Дэви, В. Г. Задорожнего, С. Зарембы, М. И. Каменского, Н. Н. Красовского,
А.Б. Куржанского, А. Маршо, А.Д. Мышкиса, Ж. П. Обена, В.В. Обухов-
ского, Ю.С. Осипова, Н.С. Папагеоргиу, В.А. Плотникова, А. В. Плотнико-
ва, А. И. Субботина, А.А. Толстоногова, В. Н. Ушакова, А.Ф. Филиппова,
И.А. Финогенко, А. Г. Ченцова. Подробную библиографию и обзор различ-
ных направлений исследований можно найти в монографии Ю. Г. Борисо-
вича, Б.Д. Гельмана, А.Д. Мышкиса, В.В. Обуховского5.

Для дифференциальных включений вида (3), ориентированных на при-
4Тонков Е.Л. Динамическая система сдвигов и вопросы равномерной управляемости

линейной системы // Докл. АН СССР. — 1981. — Т.256, № 2. — С. 290–294.
Тонков Е. Л. Динамическая система сдвигов и вопросы глобальной управляемости

линейной почти периодической системы // Успехи матем. наук. — 1981. — Т.36, № 4(220).
— С. 226.

5Борисович Ю.Г., Гельман Б.Д., Мышкис А. Д., Обуховский В.В. Введение в теорию
многозначных отображений и дифференциальных включений. — М.: URSS, 2011. — 224 с.
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менение к управляемым системам, требование компактности образов F мо-
жет оказаться обременительным. Поэтому возникает необходимость рас-
сматривать пространство, состоящее из непустых выпуклых замкнутых (не
обязательно ограниченных) подмножеств евклидова пространства Rn, ко-
торое будем обозначать clcv(Rn). В пространстве clcv(Rn) вводится мет-
рика Dist, которую мы называем метрикой Хаусдорфа–Бебутова, и тогда
это пространство становится полным пространством с топологией сходи-
мости, равномерной на компактах. В диссертации исследуются основные
свойства полуотклонений D(F,G), D(G,F ) и расстояния Dist(F,G) между
выпуклыми замкнутыми множествами F и G, введено и исследовано по-
нятие полунепрерывности сверху и снизу в терминах полуотклонений D и
непрерывности в терминах метрики Dist Хаусдорфа–Бебутова. Получены
аналоги известных теорем существования решения задачи Коши для диф-
ференциального включения с фазовыми ограничениями

ẋ ∈ F (htσ, x), x(t) ∈M(htσ),

относительно которого предполагается, что функция (σ, x) → F (σ, x) при-
нимает значения в пространстве clcv(Rn).

Вопрос о существовании инвариантных множеств имеет важное значе-
ние во многих прикладных задачах управления, в частности, в задачах,
возникающих в экономике. Основное требование к управлению экономиче-
скими системами состоит в том, чтобы не нарушать заданных ограниче-
ний на множество допустимых управлений. Но если по ряду причин такие
нарушения все-таки происходят и всякая траектория движения уходит из
множества, обусловленного ограничениями, то надо научиться управлять
таким образом, чтобы относительная частота попадания траектории в дан-
ное множество равнялась единице. Одна из возможных математических
постановок этой задачи состоит в том, чтобы научиться вычислять относи-
тельную частоту пребывания множества достижимости управляемой систе-
мы в заранее заданном множестве M. Если эта частота равна единице, то
множество M будем называть статистически инвариантным. Не менее важ-
но научиться строить для каждой начальной точки множества M такое
управление, что решение управляемой системы при заданном управлении
статистически инвариантно. В этом случае множество M будем называть
статистически слабо инвариантным относительно управляемой системы. Та-
ким образом, мы расширяем понятие инвариантности, рассматривая стати-
стически инвариантные множества.

Для определения статистически инвариантного множества относитель-
но управляемой системы (2) введем следующую характеристику. Пусть
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M = Σ ×M(σ) — заданое подмножество пространства Ω .= Σ × clcv(Rn),
A(t, σ,X) — множество достижимости системы (2) в момент времени t из
начального множества X. В предположении, что для каждого σ ∈ Σ мно-
жество A(t, σ,X) существует при всех t > 0, относительной частотой погло-
щения множества достижимости системы (2) множеством M назовем сле-
дующий предел

freq(σ,X) .= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : A(t, σ,X) ⊆M(htσ)}
ϑ

.

Подобные характеристики рассматривались в работах В.В. Немыцкого и
В.В. Степанова 6, В. В. Степанова 7, H. Hilmy 8 в связи с задачами суще-
ствования минимального центра притяжения движения и свойством воз-
вращаемости областей, а также в эргодической теории при исследовании
различных свойств возвращения, таких как рекуррентность орбиты, топо-
логическая транзитивность, минимальность и топологическое перемешива-
ние (см., например, работы А. М. Вершика, А. Б. Катка, И.П. Корнфельда,
В.А. Рохлина, Я. Г. Синая, А.М. Степина, С.В. Фомина, Б. Хасселблата).

Оп р е д е л е н и е 0.2. Множество M будем называть статистически ин-
вариантным относительно управляемой системы (2), если для всех σ ∈ Σ
выполнено равенство

freq
(
σ,M(σ)

) .= lim
ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : A

(
t, σ,M(σ)

)
⊆M(htσ)

}
ϑ

= 1.

Оп р е д е л е н и е 0.3. Множество M будем называть статистически слабо
инвариантным относительно управляемой системы (2), если для любой точ-
ки (σ, x) ∈M найдется решение ϕ(t, σ, x) данной системы, продолжаемое на
полуось R+

.= [0,∞), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, σ, x) = x
и равенству

freq∗(ϕ) .= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : ϕ(t, σ, x) ∈M(htσ)}
ϑ

= 1.

Характеристику freq∗(ϕ) мы называем верхней относительной частотой по-
падания решения ϕ(t, σ, x) в множество M.

6Немыцкий В.В., Степанов В.В. Качественная теория дифференциальных уравнений.
— М.: ГИТТЛ, 1949. — 550 с.

7Stepanoff W. Sur une extension du theoreme ergodique // Comp. Math. — 1936. — № 3.
— С. 68–85.

8Hilmy H. Sur les centres d’attraction minimaux dans les systemes dynamiques // Comp.
Math. — 1936. — Т.3, № 2. — С. 187–204.
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В диссертации исследуются условия существования статистически ин-
вариантных и статистически слабо инвариантных множеств, дополняющие
результаты работ [16–22], [25]. Основные утверждения формулируются в
терминах метрики Хаусдорфа–Бебутова, функций А.М. Ляпунова и произ-
водной Ф. Кларка данных функций.

Следующий круг изучаемых вопросов связан с задачами существова-
ния инвариантных множеств для систем со случайными параметрами. При-
ведем определение статистически инвариантного с вероятностью единица
множества управляемой системы (2), параметризованной метрической ди-
намической системой (Σ,A, ν, ht).

Оп р е д е л е н и е 0.4. Множество M будем называть статистически инва-
риантным c вероятностью единица относительно управляемой системы (2),
если для почти всех σ ∈ Σ выполнено равенство freq

(
σ,M(σ)

)
= 1.

В частности, в работе рассматриваются статистически инвариантные
множества для линейной управляемой системы

ẋ = A(htσ)x+B(htσ)u, (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× Rn × Rm (4)

и билинейной управляемой системы

ẋ =
(
A(htσ) + uB(htσ)

)
x, (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× Rn × R. (5)

Показано, что данные системы можно отождествить со стационарным в уз-
ком смысле случайным процессом ξ(htσ) .=

(
A(htσ), B(htσ)

)
; при этом для

каждого σ ∈ Σ функция t→ ξ(htσ) является кусочно-постоянной и прини-
мает значения в заданном множестве Ψ = {ψi}`

i=1 — конечном множестве
матричных пар, которые будем называть состояниями управляемой систе-
мы. Смена состояний системы происходит в случайные моменты времени,
которые назовем моментами переключения данной системы или моментами
переключения случайного процесса ξ(htσ). Отметим, что подобные систе-
мы со случайными параметрами исследовались многими авторами в связи
с задачами полной управляемости, равномерной локальной, равномерной
глобальной управляемости, устойчивости и стабилизации.

Задача о построении слабо инвариантных множеств для линейной си-
стемы (4) тесно связана с задачей построения неупреждающего управления
для данной системы. Термин «неупреждающее управление», по-видимому,
введен свердловской школой по теории управления (см., например, работы
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Н.Н. Красовского 9, Н. Н. Красовского и А. И. Субботина10, А.И. Суббо-
тина и А. Г. Ченцова11), задача построения управления данного типа для
детерминированных систем исследовалась также в работах С.Ф. Николае-
ва и Е.Л. Тонкова12. Управление u(t, x) называется неупреждающим, если
для его построения в момент времени t = τ может быть использована ин-
формация о поведении системы только при t 6 τ.

Одна из особенностей построения неупреждающего управления для си-
стемы со случайными параметрами (4) состоит в том, что нам неизвестны
моменты переключения и состояния данной системы, которые появляются
при t > τ. Поэтому возникает следующая задача: нужно научиться строить
такое управление, чтобы траектория управляемой системы оставалась как
угодно долго в некотором (слабо инвариантном) множестве до появления
нужного состояния этой системы. В диссертации, на основании результа-
тов работ [6-13] и [15] получены новые достаточные условия существования
неупреждающего управления для системы (4), а также оценка снизу веро-
ятности того, что данная система локально управляема на фиксированном
отрезке времени.

Другой важной задачей, связанной с задачей существования слабо ин-
вариантных множеств, является задача об исследовании полной управляе-
мости для линейной системы S :

ẋ = A(t)x+B(t)u, (t, x, u) ∈ R× Rn × Rm.

Оп р е д е л е н и е 0.5. (Р. Калман 13, Н.Н. Красовский 14) Система S
называется вполне управляемой на отрезке I

.= [t0, t1], если для каждого
x0 ∈ Rn найдется управление u : [t0, t1] → Rm такое, что решение x(·)

9Красовский Н.Н. Стохастический программный синтез для детерминированной по-
зиционной дифференциальной игры // Прикл. матем. и механика. — 1982. — Т.46, № 6.
— С. 885–892.

Красовский Н.Н. Управление динамической системой. М.: Наука, 1985. 520 c.
10Красовский Н. Н., Субботин А.И. Позиционные дифференциальные игры. — М.: На-

ука, 1974. — 456 с.
11Субботин А. И., Ченцов А. Г. Оптимизация гарантии в задачах управления. М.: На-

ука, 1981. 286 c.
12Николаев С.Ф., Тонков Е. Л. Дифференцируемость вектора быстродействия и по-

зиционное управление линейной докритической системой // Дифференц. уравнения. —
2000. — Т.36, № 1. — С. 76–84.

Николаев С.Ф., Тонков Е. Л. О некоторых задачах, связанных с существованием и
построением неупреждающего управления для нестационарных управляемых систем //
Вестник Удмуртского ун-та. Серия матем. Ижевск. — 2000. — № 1. — С. 11–32.

13Kalman R. E. Contribution to the theory of optimal control // Boletin de la Sociedad
Matematika Mexicana. — 1960. — Т.5, № 1. — С. 102–119.

14Красовский Н.Н. Теория управления движением. М.: Наука, 1968. 476 c.
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задачи Коши
ẋ = A(t)x+B(t)u(t), x(t0) = x0

удовлетворяет равенству x(t1) = 0. Далее, система S называется вполне
управляемой, если для каждого момента времени t0 ∈ R найдется значение
t1 > t0 такое, что система S вполне управляема на отрезке [t0, t1].

Если система S стационарна, то есть матрицы A и B не зависят от време-
ни, то для полной управляемости данной системы необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось условие

rank
{
B,AB, . . . , An−1B

}
= n.

Этот результат был получен для системы с одним входом (то есть при
m = 1) в работе Р. Калмана15 и в общем случае — в работе J. P. La Salle16.

Н.Н. Красовским17 получено достаточное условие полной управляемо-
сти системы S в предположении, что элементы матриц A(t) и B(t) имеют
непрерывные производные вплоть до (n − 1)-го порядка. Рассматривается
матрица

K(t, S) =
{
K0(t, S), . . . ,Kn−1(t, S)

}
, (6)

K0(t, S) = B(t), . . . ,Ki(t) = A(t)Ki−1(t, S)− K̇i−1(t, S), i = 1, . . . , n− 1.

Утверждается, что если на отрезке I = [t0, t1] найдется точка t∗ такая,
что rankK(t∗, S) = n, то система S вполне управляема на I. Извест-
но, что данное условие не является необходимым и существуют примеры
вполне управляемых систем, для которых rankK(t, S) 6 n − 1 при всех
t ∈ I (А.А. Леваков18, С.А. Минюк19). В работе А. Чанга20 показано, что
если функция t → S(t) аналитическая на некотором открытом интервале,
содержащем отрезок I, то условие rankK(t∗, S) = n не только достаточно,
но и необходимо для полной управляемости системы S.

В связи с этими результатами Н. Н. Красовского и А. Чанга возника-
ет следующая задача: если rankK(t, S) 6 n − 1 при всех t ∈ I и функция

15Калман Р.Е. Об общей теории систем управления // Труды I Международного кон-
гресса ИФАК. Изд-во АН СССР. — 1961. — Т.2. — С. 521–547.

16La Salle J. P. Time optimal control systems // Proc. Nat. Acad. Sci. USA. — 1959. — Т.1,
№45. — С. 4–13.

17Красовский Н.Н. Теория управления движением. М.: Наука, 1968. 476 c.
18Леваков А.А. К управляемости линейных нестационарных систем // Дифференц.

уравнения. — 1987. — Т.23, № 5. — С. 798–806.
19Минюк С.А. К теории полной управляемости линейных нестационарных систем //

Дифференц. уравнения. — 1990. — Т.26, № 3. — С. 414–420.
20Chang A. An algebraic characterization of controllability // IEEE Trans. Autom. Control.

— 1965. — Т.10, № 1. — С. 112–114.
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t→ S(t) не является аналитической (но имеет достаточное число производ-
ных), то при каких дополнительных условиях система S вполне управляема
на отрезке I либо не обладает этим свойством? Такие условия получены в
работах Л.Е. Забелло21, А. А. Левакова22, С. А. Минюка23, а также в рабо-
тах [1], [2], [5], результаты которых представлены в диссертации.

В заключение отметим, что свойства сильной и слабой инвариантно-
сти множеств относительно различных управляемых систем и дифферен-
циальных включений при различных предположениях исследуются мно-
гими авторами. Например, в работах Х. Г. Гусейнова, А.И. Субботина и
В.Н. Ушакова 24, Х. Г. Гусейнова и В.Н. Ушакова 25 получены условия ин-
вариантности множеств на базе конструкций, развитых в теории дифферен-
циальных игр при изучении стабильных мостов. В работах Е.А. Панасенко
и Е.Л. Тонкова26 исследуются свойства положительной инвариантности и
равномерной устойчивости по Ляпунову (в сильном и слабом смысле) отно-
сительно дифференциального включения, которое имеет замкнутые, но не
обязательно компактные образы. В работе А.Б. Куржанского и П. А. То-
чилина27 вводится понятие и исследуется структура слабо инвариантных
множеств для так называемых гибридных систем. Ю. Л. Сачков 28 изуча-
ет условия, при которых существуют инвариантные ортанты билинейной
системы. Кроме того, он исследует свойство управляемости билинейной си-

21Забелло Л.Е. Об управляемости линейных нестационарных систем // Автоматика и
телемеханика. — 1973. — № 8. — С. 13–19.

22Леваков А.А. К управляемости линейных нестационарных систем // Дифференц.
уравнения. — 1987. — Т.23, № 5. — С. 798–806.

23Минюк С.А. К теории полной управляемости линейных нестационарных систем //
Дифференц. уравнения. — 1990. — Т.26, № 3. — С. 414–420.

24Guseinov H.G., Subbotin A. I., Ushakov V.N. Derivatives for multivalued mappings with
applications to game theoretical problems of control // Probl. Contr. Inform. Theory. — 1985.
— Т. 14, № 3. — С. 155–167.

25Гусейнов Х. Г., Ушаков В.Н. Сильно и слабо инвариантные множества относительно
дифференциального включения, их производные и применение к задачам управления //
Дифференц. уравнения. — 1990. — Т. 26, № 11. — С. 1888–1894.

26Панасенко Е.А., Тонков Е.Л. Функции Ляпунова и положительно инвариантные
множества дифференциальных включений // Дифференц. уравнения. — 2007. — Т. 43,
№ 6. — С. 859–860.

Панасенко Е.А., Тонков Е.Л. Инвариантные и устойчиво инвариантные множества
дифференциальных включений // Труды Матем. ин-та им. В. А. Стеклова. — 2008. — Т.
262. — С. 202–221.

27Куржанский А.Б., Точилин П.А. Слабо инвариантные множества гибридных систем
// Дифференц. уравнения. — 2008. — Т.44, № 11. — С. 1523–1533.

28Сачков Ю. Л. Инвариантные области трехмерных билинейных систем // Вестник
МГУ, сер. мат., мех. — 1991. — № 4. — С. 23–26.

Сачков Ю.Л. Инвариантные ортанты билинейных систем // Дифференц. уравнения.
— 1995. — Т. 31, № 6. — С. 1094–1095.
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стемы в положительном ортанте при помощи кусочно-постоянного неогра-
ниченного управления. В работах В. Н. Ушакова 29 и его учеников исследу-
ется свойство инвариантности множеств относительно дифференциального
включения. В этих работах введено и исследовано понятие дефекта инва-
риантности для множеств, не обладающих свойством инвариантности.

Различные классы задач управления для систем со случайными па-
раметрами рассматривались в работах Дж. Адомиана, Н.И. Андреева,
Ю.М. Астапова, И.И. Гихмана, М. Ф. Диментберга, Б. Г. Доступова, Л. Г.
Евланова, И.Е. Казакова, В.М. Константинова, А.А. Красовского, В.С.
Медведева, Ж.П. Обена, В.С. Пугачева, Р. Ришела, А.В. Скорохода, У.
Флеминга, Р. З. Хасьминского и ряда других авторов.

Цель работы. Целью диссертации является исследование инвариант-
ных и статистически инвариантных множеств управляемой системы

ẋ = f(htσ, x, u), (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× Rn × Rm,

правая часть которой параметризована с помощью топологической или
метрической динамической системы; исследование свойств пространства
clcv(Rn), состоящего из непустых выпуклых замкнутых подмножеств Rn;
изучение задач о полной управляемости и построении неупреждающего
управления.

Методы исследования. Работа опирается на методы качественной
теории дифференциальных уравнений, математической теории управления,
теории случайных процессов и теории динамических систем.

Научная новизна. Все полученные в работе результаты являются но-
выми. Основные результаты состоят в следующем.

1. Рассматривается пространство clcv(Rn), состоящее из непустых вы-
пуклых замкнутых (не обязательно ограниченных) подмножеств евклидова
пространства Rn, в котором вводится метрика Хаусдорфа–Бебутова Dist.
Исследуются основные свойства полуотклонений D(F,G), D(G,F ) и рас-
стояния Dist(F,G) между выпуклыми замкнутыми множествами F и G,
введено и исследовано понятие полунепрерывности сверху и снизу в терми-
нах полуотклонений D и непрерывности в терминах метрики Dist.

29Ушаков В.Н., Латушкин Я.А. Дефект стабильности множеств в игровых задачах
управления // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. — 2006. — Т. 12, № 2. — С.
178–194.

Ушаков В.Н., Зимовец А. А. Дефект инвариантности множеств относительно диффе-
ренциального включения // Вестник Удмуртского ун-та. Математика. Механика. Ком-
пьютерные науки. — 2011. — № 2. — С. 98–111.
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2. Получены аналоги известных теорем существования решения задачи
Коши для дифференциального включения с фазовыми ограничениями, от-
носительно которого предполагается, что правая часть принимает значения
в пространстве clcv(Rn).

3. Введены понятия и исследованы свойства статистически инвариант-
ных и статистически слабо инвариантных множеств относительно управля-
емой системы. Получены достаточные условия существования инвариант-
ных (в указанном смысле) множеств, сформулированные в терминах метри-
ки Хаусдорфа–Бебутова, функций А.М. Ляпунова и производной Ф. Клар-
ка данных функций.

4. Для управляемой системы со случайными параметрами введены по-
нятия статистически инвариантных и статистически слабо инвариантных
множеств с вероятностью единица. Получены достаточные условия суще-
ствования таких множеств.

5. Получены необходимые и достаточные условия полной управляемо-
сти нестационарной линейной системы в предположении, что ранг матрицы
Н.Н. Красовского не превосходит размерности фазового пространства.

6. Получены достаточные условия существования неупреждающего уп-
равления для линейной системы со случайными параметрами, а также оцен-
ка снизу вероятности того, что данная система неупреждающе локально
управляема на фиксированном отрезке времени.

Теоретическая и практическая ценность. Работа имеет теоретиче-
ский характер. Ее результаты и примененные методы могут быть использо-
ваны при проведении исследований по математической теории управления в
Институте математики и механики УрО РАН, в Институте динамики систем
и теории управления СО РАН, в Институтах математики НАН Беларуси и
НАН Украины, в Московском, Владимирском, Воронежском, Ярославском
и Удмуртском государственных университетах, а также при чтении спец-
курсов на математическом факультете Удмуртского госуниверситета.

Апробация работы. Результаты работы докладывались на заседаниях
Ижевского городского семинара по дифференциальным уравнениям и тео-
рии управления в 2002 — 2011 годах, на всероссийской конференции «Тео-
рия управления и математическое моделирование», посвященной 75-летию
Удмуртского государственного университета в Ижевске в 2006 году, на меж-
дународной конференции «Моделирование и устойчивость динамических
систем» в Киеве в 2007 году, на международной конференции «Колмого-
ровские чтения. Общие проблемы управления и их приложения» в Тамбове
в 2007 и 2009 годах, на международной конференции «Дифференциаль-
ные уравнения и топология», посвященной 100-летию Л.С. Понтрягина в
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МГУ в 2008 году, на международной конференции, посвященной 70-летию
ректора МГУ академика В. А. Садовничего в МГУ в 2009 году, на меж-
дународном математическом конгрессе ИФАК в Финляндии в 2009 году,
на украинском математическом конгрессе, посвященном 100-летию со дня
рождения Н. Н. Боголюбова в Киеве в 2009 году, на международной кон-
ференции по дифференциальным уравнениям и динамическим системам в
Суздале в 2010 году, на заседании семинара по качественной теории диф-
ференциальных уравнений в МГУ в 2011 году, на международной конфе-
ренции «Дифференциальные уравнения и смежные вопросы», посвященной
памяти И. Г. Петровского в МГУ в 2011 году, на международной конферен-
ции по математической теории управления и механике в Суздале в 2011
году, на заседании семинара по теории управления отдела динамических
систем Института математики и механики УрО РАН в Екатеринбурге в
2011 году и др.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в ра-
ботах [1–28].

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, се-
ми глав, 27 параграфов (нумерация параграфов сквозная), 20 рисунков,
заключения и списка литературы. Объём диссертации 246 страниц. Биб-
лиографический список содержит 228 наименований.

Краткое содержание работы

Во введении обосновывается актуальность темы исследования, дается
общая характеристика рассматриваемого в диссертации круга вопросов,
определяется цель работы, приводятся ссылки на основные работы и да-
ется краткий обзор основных направлений, к которым примыкает диссер-
тация. Кратко характеризуется основное содержание работы, описываются
подходы к решению задач.

В первой главе введено и исследовано пространство непустых замкну-
тых выпуклых (но не обязательно компактных) подмножеств Rn с метрикой
Хаусдорфа–Бебутова, которое обозначается clcv(Rn).

В первом параграфе вводится расстояние Dist(F,G) между множества-
ми F и G пространства clcv(Rn). Для определения этого расстояния обо-
значим через f0 и g0 ближайшие к нулю пространства Rn точки множеств
F и G соответственно, а через Or(f0) и Or(g0) обозначим замкнутые ша-
ры радиуса r с центрами в точках f0 и g0 из Rn. Введем в рассмотрение
компактные при каждом r ∈ [0,∞) множества

Fr = F
⋂
Or(f0), Gr = G

⋂
Or(g0)
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и полуотклонения d(Fr, Gr), d(Gr, Fr), где

d(Fr, Gr) = max
f∈Fr

%(f,Gr), d(Gr, Fr) = max
g∈Gr

%(g, Fr).

Далее, определим полуотклонения

D(F,G) = sup
r>0

min
{
d(Fr, Gr), 1/r

}
, D(G,F ) = sup

r>0
min

{
d(Gr, Fr), 1/r

}
(7)

и расстояние
Dist(F,G) = max

{
D(F,G), D(G,F )

}
, (8)

которое будем называть метрикой Хаусдорфа–Бебутова. Получены основные
свойства расстояния Dist(F,G), в частности, показано, что это расстояние
принимает конечные значения для любых, как ограниченных, так и неогра-
ниченных подмножеств Rn.

Во втором параграфе исследованы основные свойства пространства
clcv(Rn).

Оп р е д е л е н и е 2.1. Будем говорить, что последовательность множеств
{F i}∞i=1, где F i ∈ clcv(Rn), сходится к множеству F ∈ clcv(Rn) в метрике
Хаусдорфа–Бебутова, если для любого ε > 0, всех r ∈ [0, 1/ε] и всех, доста-
точно больших индексов i, имеет место неравенство dist(F i

r , Fr) 6 ε.
Такую сходимость будем называть также сходимостью, равномерной на

компактах в Rn.

Т е о р е м а 2.1. Пусть последовательность множеств {F i}∞i=1 такова,
что F i ∈ clcv(Rn), i ∈ N. Тогда равенство lim

i→∞
Dist(F i, F ) = 0 эквива-

лентно равномерной на компактах в Rn сходимости последовательности
{F i}∞i=1 к множеству F ∈ clcv(Rn).

Т е о р е м а 2.2. Пространство clcv(Rn) является полным в метрике
Хаусдорфа–Бебутова, определенной равенствами (7), (8).

В третьем параграфе для функции F (σ, x) переменных (σ, x) ∈ Σ×Rn со
значениями в пространстве clcv(Rn) введено и исследовано понятие полуне-
прерывности сверху и снизу в терминах полуотклоненийD и непрерывности
в терминах метрики Dist Хаусдорфа–Бебутова.

Оп р е д е л е н и е 3.1. Функцию F (σ, x) будем называть полунепрерывной
сверху в точке (σ0, x0), если для всякого r > 0 выполнено следующее свой-
ство: для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что для всех точек (σ, x) из
замкнутой окрестности Oδ(σ0, x0) полуотклонение Хаусдорфа

d
(
Fr(σ, x), Fr(σ0, x0)

)
6 ε,
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где Fr(σ, x)
.= F (σ, x)

⋂
Or

(
f0(σ, x)

)
, f0(σ, x) — точка множества F (σ, x),

ближайшая к нулю пространства Rn.
Получены свойства полунепрерывной сверху функции F (σ, x), связан-

ные с замкнутостью ее графика. Рассматривается функция (σ, x) → f0(σ, x),
где f0(σ, x) — точка множества F (σ, x), ближайшая к нулю пространства Rn.

Т е о р е м а 3.1. Функция F : Σ×Rn → clcv(Rn) полунепрерывна сверху в
точке (σ0, x0) в метрике Хаусдорфа–Бебутова тогда и только тогда, когда
для некоторой замкнутой окрестности Oδ(σ0, x0) график данной функции
является замкнутым множеством и функция (σ, x) → f0(σ, x) непрерывна
в точке (σ0, x0).

Основным объектом исследования во второй главе являются управля-
емая система, дифференциальное включение и так называемая динамиче-
ская система сдвигов. Здесь приводятся основные сведения из теории дина-
мических систем и описывается процесс построения динамической системы
сдвигов по заданной управляемой системе и отвечающему ей дифференци-
альному включению.

В четвертом параграфе приведены определения и некоторые свойства
топологической и метрической динамических систем. Здесь также описано,
как по заданной управляемой системе (2) построить динамическую систему,
которая является расширением исходной топологической или метрической
динамической системы. В §5 построена динамическая система сдвигов, от-
вечающая системе (2) или управляемой системе

ẋ = g(t, x, u), x ∈ N(t), u ∈ U(t, x), t ∈ R,

где функции N и U принимают значение в пространствах clcv(Rn) и
clcv(Rm) соответственно.

В шестом параграфе получены аналоги известных теорем существова-
ния решения задачи Коши для дифференциального включения с фазовыми
ограничениями

ẋ ∈ F (htσ, x), x(t) ∈M(htσ), (9)

относительно которого предполагается, что функция (σ, x) → F (σ, x) при-
нимает значения в пространстве clcv(Rn), а функция σ →M(σ) принимает
значения в пространстве clos(Rn) непустых замкнутых подмножеств в Rn.

Обозначим через TxM(σ) опорный конус к множеству M в точке x.
Функции F (σ, x) и M(σ) назовем согласованными, если функция σ →M(σ)
непрерывна и выполнено условие

Q(σ, x) .= F (σ, x) ∩ TxM(σ) 6= ∅ для всех (σ, x) ∈ Σ×M(σ).
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Т е о р е м а 6.1. Пусть функции F (σ, x) и M(σ) являются согласованны-
ми и функция (σ, x) → F (σ, x) ∈ clcv(Rn) полунепрерывна сверху в метрике
Хаусдорфа–Бебутова. Тогда для каждой точки (σ, x0), x0 ∈M(σ), найдет-
ся такой интервал (t∗, t∗) числовой прямой, что решение задачи Коши (9)
существует при всех t ∈ (t∗, t∗) и при всех t ∈ [0, t∗) удовлетворяет вклю-
чению x(t) ∈M(htσ).

В этом параграфе также получены условия, при которых векторное по-
ле, порожденное задачей (9), обладает свойством слабой полноты. Это озна-
чает, что для любой начальной точки (σ, x0) множества Σ×M(σ) существует
по крайней мере одно решение ϕ(t) задачи Коши (9), определенное и удо-
влетворяющее включению ϕ(t) ∈M(htσ) при всех t ∈ R+

.= [0,+∞).
В третьей главе получены основные результаты диссертации, относящи-

еся к исследованию статистически инвариантных множеств управляемой
системы (2), параметризованной топологической динамической системой
(Σ, ht). Предполагается, что выполнены следующие условия:
1) Для каждой точки (t, σ) функция (x, u) → f(htσ, x, u) непрерывна;
2) для каждой точки (σ, x, u) функция t→ f(htσ, x, u) кусочно-непрерывна;
3) функция (σ, x) → U(σ, x) принимает значения в пространстве clcv(Rm) и
полунепрерывна сверху в метрике Хаусдорфа–Бебутова.

В седьмом параграфе введены и исследованы такие характеристики, как
относительная частота, верхняя и нижняя относительная частота поглоще-
ния множества достижимости A(t, σ,X) системы (2) заданным множеством
M = Σ×M(σ). Рассмотрим множество

α(ϑ0, ϑ, ω) .=
{
t ∈ [ϑ0, ϑ] : A(t, ω) ⊆M(htσ)

}
,

где ω = (σ,X). В предположении, что для каждого σ ∈ Σ множество до-
стижимости A(t, σ,X) существует при всех t > 0, относительной частотой
поглощения множества достижимости системы (2) множеством M назовем
следующий предел

freq(ω) .= lim
ϑ→∞

mesα(0, ϑ, ω)
ϑ

=

= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : A(t, σ,X) ⊆M(htσ)}
ϑ

. (10)

Далее, если предел (10) не существует, то характеристики

freq∗(ω) .= lim
ϑ→∞

mesα(0, ϑ, ω)
ϑ

, freq∗(ω) .= lim
ϑ→∞

mesα(0, ϑ, ω)
ϑ
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будем называть, соответственно, верхней и нижней относительной частотой
поглощения множества достижимости A(t, ω) системы (2) множеством M.

В восьмом параграфе доказано обобщение теоремы С.А. Чаплыгина30 о
дифференциальных неравенствах и получены условия существования верх-
него решения скалярной задачи Коши

ż = w(htσ, z), z(t0) = z0, t > t0 (11)

в предположении, что выполнены следующие условия:
1) для каждого σ ∈ Σ существует последовательность изолированных точек
числовой оси {τk}∞k=0, такая, что функция (t, z) → w(htσ, z) непрерывна в
каждой из областей Gi

.= {(t, z) : t ∈ [τi−1, τi), z ∈ R} и имеет предел слева
при t→ τi, i = 1, 2, . . . ;
2) для каждой точки (t, σ) ∈ R× Σ выполнено неравенство

lim
|z|→∞

|w(htσ, z)|
|z|

<∞ .

В девятом параграфе введены определения функции А.М. Ляпунова,
производной Кларка, а также нижней и верхней производной в силу диф-
ференциального включения (3). Обозначим через Mr(σ) = M(σ) + Or(0)
замкнутую окрестность множества M(σ) в Rn, через Nr

+(σ) = Mr(σ)\M(σ)
— внешнюю r-окрестность границы множества M(σ).

Оп р е д е л е н и е 9.1.(Е.А. Панасенко, Е.Л. Тонков31) Скалярную функ-
цию V (σ, x) переменных (σ, x) ∈ Σ×Rn будем называть функцией Ляпунова
(относительно заданного множества M ⊆ Ω), если она удовлетворяет ло-
кальному условию Липшица и выполнены следующие условия:

1) V (σ, x) 6 0 при всех (σ, x) ∈ Σ×M(σ);
2) V (σ, x) > 0 для всех (σ, x) ∈ Σ×Nr

+(σ).

Управляемой системе (2) поставим в соответствие дифференциальное
включение

ẋ ∈ F (htσ, x), F (σ, x) = coH(σ, x), (12)

где через H(σ, x) обозначено множество всех предельных значений функ-
ции f

(
σ, x, U(σ, x)

)
при (σi, xi) → (σ, x), coH(σ, x) — замыкание выпуклой

оболочки множества H(σ, x).
30Чаплыгин С.А. Новый метод приближенного интегрирования дифференциальных

уравнений // Избранные труды. Механика жидкости и газа. Математика. М.: Наука,
1976. — С. 307–362.

31Панасенко Е.А., Тонков Е.Л. Распространение теорем Е.А. Барбашина и Н.Н. Кра-
совского об устойчивости на управляемые динамические системы // Труды Ин-та матем.
и механ. УрО РАН. — 2009. — Т. 15, № 3. — С. 185–201.
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Оп р е д е л е н и е 9.3. (Ф. Кларк 32) Для локально липшицевой функции
V (σ, x) обобщенной производной в точке (σ, x) ∈ Σ × Rn по направлению
вектора q ∈ Rn называется следующий верхний предел

V o(σ, x; q) .= lim sup
(ϑ,y,ε)→(σ,x,+0)

V (hεϑ, y + εq)− V (ϑ, y)
ε

,

а выражения V o
min(σ, x) .= inf

q∈F (σ,x)
V o(σ, x; q), V o

max(σ, x)
.= sup

q∈F (σ,x)

V o(σ, x; q)

называются нижней и верхней производной функции V в силу дифференци-
ального включения (12).

Исследованы необходимые для дальнейшего свойства функции Ляпуно-
ва V (σ, x) и функции V

(
htσ, ϕ(t, σ, x)

)
, где ϕ(t, σ, x) — некоторое решение

включения (12) (леммы 9.1− 9.3). В десятом параграфе получены условия
существования решения дифференциального включения (12), продолжае-
мого на полуось R+ (обобщение теоремы Ла-Салля 33), а также условия,
при которых все решения включения (12) продолжаемы на полуось R+.

Т е о р е м а 10.1. Если для каждого σ ∈ Σ существуют функции V (σ, x)
и w(σ, z) такие, что функция V (σ, x) является бесконечно большой функ-
цией Ляпунова и при всех (σ, x) ∈ Σ × Q%, где Q%

.= {x ∈ Rn : |x| > %},
выполнено неравенство

V o
min(σ, x) 6 w

(
σ, V (σ, x)

)
, (13)

то при каждом σ ∈ Σ для каждой точки x0 ∈ Rn существует решение
дифференциального включения (12), удовлетворяющее начальному усло-
вию ϕ(0, σ, x0) = x0 и продолжаемое на полуось R+.

Т е о р е м а 10.2. Пусть для каждого σ ∈ Σ существуют функции
V (σ, x) и w(σ, z) такие, что V (σ, x) является бесконечно большой функ-
цией Ляпунова и при всех (σ, x) ∈ Σ×Q% выполнено неравенство

V o
max(σ, x) 6 w

(
σ, V (σ, x)

)
. (14)

Тогда при каждом σ ∈ Σ для каждой точки x0 ∈ Rn все решения
дифференциального включения (12), удовлетворяющие начальному усло-
вию ϕ(0, σ, x0) = x0, продолжаемы на полуось R+.

32Clarke F.H. Generalized gradients and applications // Trans. Amer. Math. Soc. — 1975.
— Т. 205, № 2. — С. 247–262.

33Демидович. Б.П. Лекции по математической теории устойчивости. — М.: Наука,
1967. — 472 с.
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В §11 в предположении, что верхнее решение z∗(t, σ) задачи Коши (11)
существует для всех t > 0, введена и исследована характеристика

κ(σ) .= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z∗(t, σ) 6 0}
ϑ

.

Если указанный предел существует, то κ(σ) является относительной часто-
той пребывания верхнего решения z∗(t, σ) задачи Коши в множестве (−∞, 0].
Если предел не существует, рассматриваются характеристики

κ∗(σ) .= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z∗(t, σ) 6 0}
ϑ

,

κ∗(σ) .= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z∗(t, σ) 6 0}
ϑ

.

В следующей теореме получены условия статистической инвариантности за-
данного множества M = Σ×M(σ) в предположении, что все решения вклю-
чения (12), удовлетворяющие начальному условию ϕ(0, σ, x) = x ∈ M(σ),
продолжаемы на полуось R+.

Т е о р е м а 11.1. Пусть для каждого σ ∈ Σ существуют функции
V (σ, x) и w(σ, z) такие, что функция V (σ, x) является функцией Ляпу-
нова относительно множества M, при всех (σ, x) ∈ Σ × Rn выполнено
неравенство (14) и при всех σ ∈ Σ имеет место равенство κ(σ) = 1. Тогда
множество M статистически инвариантно относительно системы (2).

Показано, что для каждого σ ∈ Σ для любого множества X ⊆ M(σ)
верхняя и нижняя относительные частоты поглощения множества дости-
жимости A(t, σ,X) множеством M удовлетворяют неравенствам

freq∗(ω) > κ∗(σ), freq∗(ω) > κ∗(σ).

В заключение параграфа исследовано свойство положительной инвариант-
ности множества M относительно решений включения (12).

С л е д с т в и е 11.2. Пусть для каждого σ ∈ Σ множество M(σ) ком-
пактно, существуют функции V(σ, x) и w(σ, z) такие, что функция V(σ, x)
является функцией Ляпунова относительно множества M и при всех
(σ, x) ∈ Σ× Rn выполнено неравенство (14).

Если для некоторого σ ∈ Σ для всех t > 0 верхнее решение задачи Коши
(11) удовлетворяет неравенству z∗(t, σ) 6 0, то любое решение ϕ(t, σ, x)
включения (12) с начальным условием ϕ(0, σ, x) = x ∈ X ⊆ M(σ) продол-
жаемо на полуось R+ и множество достижимости A(t, σ,X) поглоща-
ется множеством M при каждом t > 0.
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В §12 результаты предыдущих параграфов применяются для исследова-
ния статистической инвариантности заданного множества M относительно
линейной управляемой системы

ẋ = A(htσ)x+B(htσ)u, (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× Rn × Rm,

которая параметризована топологической динамической системой (Σ, ht).
В четвертой главе получены основные результаты диссертации, касаю-

щиеся вопроса существования слабо инвариантных и статистически слабо
инвариантных множеств управляемой системы (2).

Оп р е д е л е н и е 13.2. МножествоM называется слабо инвариантным от-
носительно управляемой системы (2), если для любой точки (σ, x) ∈M най-
дется хотя бы одно решение ϕ(t, σ, x) данной системы с начальным условием
ϕ(0, σ, x) = x, определенное и удовлетворяющее включению

ϕ(t, σ, x) ∈M(htσ) при всех t > 0.

В §13 получены достаточные условия статистически слабой инвариантно-
сти заданного множества M в предположении, что множество достижимо-
сти A(t, σ,X) управляемой системы (2) существует для всех σ ∈ Σ и всех
t > 0.

Т е о р е м а 13.1. Пусть для каждого σ ∈ Σ существуют функции
V (σ, x) и w(σ, z) такие, что V (σ, x) является функцией Ляпунова отно-
сительно множества M, при всех (σ, x) ∈ Σ× Rn выполнено неравенство
(13) и имеет место равенство κ∗(σ) = 1. Тогда множество M стати-
стически слабо инвариантно относительно управляемой системы (2).

С л е д с т в и е 13.1. Пусть для каждого σ ∈ Σ существуют функции
V (σ, x) и w(σ, z), удовлетворяющие следующим условиям:

1) верхнее решение z∗(t, σ) задачи (11) при всех t > 0 определено и удо-
влетворяет неравенству z∗(t, σ) 6 0;

2) функция V (σ, x) является функцией Ляпунова относительно мно-
жества M и при всех (σ, x) ∈ Σ× Rn выполнено неравенство (13).

Тогда множество M является слабо инвариантным относительно уп-
равляемой системы (2).

В четырнадцатом параграфе получены условия существования предела
κ(σ) и равенства κ(σ) = 1 для линейной задачи Коши

ż = a(htσ)z + b(htσ), z(0, σ) = 0, t > 0. (15)

Предполагается, что σ является периодической точкой потока ht : Σ → Σ,
допускающей период T и функции a(σ), b(σ) непрерывны на множестве Σ.
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В §15 рассматривается задача Коши (15) в предположении, что при каж-
дом фиксированном σ ∈ Σ функции t → a(htσ) и t → b(htσ) почти перио-
дические в смысле Бора. Основным результатом этого параграфа является
следующее утверждение.

Т е о р е м а 15.1. Предположим, что для каждого σ ∈ Σ имеет место
равенство

lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : b(htσ) = 0}
ϑ

= 0,

функция t → a(htσ) ограничена на R+, функция t → b(htσ) почти пери-
одическая в смысле Бора и удовлетворяет условию Липшица. Если для
решения z(t, σ) задачи (15) выполнены неравенства

lim
t→∞

z(t, σ) 6 0, lim
t→∞

z(t, σ) < 0,

то предел κ(σ) существует и равен единице.

В последнем параграфе главы введены понятия неблуждающего множе-
ства достижимости A(t, ω) системы (2) и минимального центра притяжения
движения t → gtω =

(
htσ,A(t, ω)

)
(определения 16.2 и 16.3). Получены

условия (теоремы 16.1 − 16.3) неблуждаемости множества достижимости
управляемой системы и условия существования минимального центра при-
тяжения, дополняющие результаты работ 34.

Основным объектом исследования пятой главы являются статистически
инвариантные и статистически слабо инвариантные с вероятностью едини-
ца множества управляемой системы со случайными параметрами

ẋ = f(htσ, x, u), (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× Rn × Rm, (16)

порожденной метрической динамической системой (Σ,A, ν, ht). В частности,
здесь изучаются инвариантные множества управляемых систем (4) и (5).

В §17 построена метрическая динамическая система (Σ,A, ν, ht), которая
параметризует управляемые системы (4) и (5) и поэтому их можно отож-
дествить со стационарным в узком смысле случайным процессом

ξ(htσ) .=
(
A(htσ), B(htσ)

)
,

реализации которого являются кусочно-постоянными функциями. В этом
параграфе также введены ключевые понятия данной главы.

34Немыцкий В.В., Степанов В. В. Качественная теория дифференциальных уравнений.
— М.: ГИТТЛ, 1949. — 550 с.

Каток. А.Б., Хасселблат Б. Введение в современную теорию динамических систем.
— М.: Факториал, 1999. — 767 с.
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Оп р е д е л е н и е 17.1. Множество M будем называть статистически ин-
вариантным c вероятностью единица относительно управляемой системы
(16), если для почти всех σ ∈ Σ выполнено равенство freq(σ,M(σ)) = 1.

Оп р е д е л е н и е 17.2. Множество M называется положительно инвари-
антным c вероятностью единица относительно системы (16), если для любого
t > 0 имеет место равенство ν

{
σ ∈ Σ : A

(
t, σ,M(σ)

)
⊆M(htσ)

}
= 1.

В следующем параграфе на основании результатов §11 и §13 получе-
ны достаточные условия статистической инвариантности и статистически
слабой инвариантности с вероятностью единица заданного множества M
относительно управляемой системы (16) (теоремы 18.2 и 18.3).

Оп р е д е л е н и е 18.1. Множество M будем называть статистически сла-
бо инвариантным с вероятностью единица относительно системы (16), если
для почти всех σ ∈ Σ для любой точки x ∈M(σ) найдется решение ϕ(t, σ, x)
системы (16) с начальным условием ϕ(0, σ, x) = x, продолжаемое на полуось
R+, такое, что для этого решения верхняя относительная частота попада-
ния в множество M равна единице:

freq∗(ϕ) .= lim
ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : ϕ(t, σ, x) ∈M(htσ)

}
ϑ

= 1.

Далее, множество M называется слабо инвариантным с вероятностью едини-
ца относительно управляемой системы (16), если для почти всех σ ∈ Σ для
некоторого решения ϕ(t, σ, x) с начальным условием ϕ(0, σ, x) = x ∈M(σ)
включение ϕ(t, σ, x) ∈M(htσ) выполнено при всех t > 0.

В §19 показано, что для проверки инвариантности заданного множе-
ства M относительно управляемой системы (4) или (5) необходимо исследо-
вать поведение решения z(t, σ) задачи Коши (15) в предположении, что для
каждого σ ∈ Σ функции t→ a(htσ) и t→ b(htσ) кусочно-постоянные и име-
ют точки разрыва, совпадающие с точками разрыва функции t → ξ(htσ).
В леммах 19.2 и 19.3 получены условия равенства

κ(σ) = lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z(t, σ) 6 0}
ϑ

= 1

для задачи Коши (15), выполненные с вероятностью единица и связанные
со сходимостью соответствующей последовательности случайных величин с
вероятностью единица. Основные результаты главы доказаны при условии,
что для почти всех σ ∈ Σ моменты переключения случайного процесса
ξ(htσ) изолированы и число этих моментов бесконечно.

В §20 на основании результатов предыдущего параграфа получены до-
статочные условия существования предела κ(σ) и равенства κ(σ) = 1, вы-
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полненные с вероятностью единица. Относительно метрической динами-
ческой системы (Σ,A, ν, ht) здесь предполагается, что фазовое простран-
ство Σ = Σ1 × Σ2, где Σ1 — пространство числовых последовательностей
θ = (θ1, . . . , θk, . . . ), положительные случайные величины θ1, θ2, . . . незави-
симы и θ2, θ3, . . . имеют функцию распределения F (t). Далее, пространство

Σ2 = {ϕ : ϕ = (ϕ0, ϕ1, . . . ϕk, . . . ), ϕk ∈ Ψ}, где Ψ = {ψ1, . . . , ψ`},

и если система

ż = a(htσ)z + b(htσ), (t, σ, z) ∈ R× Σ× R (17)

находится в состоянии ψi = (ai, bi), то эта система совпадает с линейным
уравнением

ż = aiz + bi, i = 1, . . . , `.

Предполагаем также, что из любого состояния ψ1, . . . , ψ` система (17) пе-
реходит в состояние ψi с вероятностью pi > 0, p1 + . . . + p` = 1 и задано
начальное распределение π = (p1, . . . , p`).

Т е о р е м а 20.1. Пусть ai 6= 0 для всех i = 1, . . . , `, ` > 2 и найдется
такое j ∈ {1, . . . , `}, что aj > 0. Если имеют место неравенства

min
{i: ai<0}

bi
ai

> max
{i: ai>0}

bi
ai
, min

{i: ai<0}

bi
ai
> 0,

∑̀
i=1

(
pi

∫ ∞

0

e2aitdF (t)
)
< 1,

то для задачи Коши (15) равенство κ(σ) = 1 имеет место с вероятно-
стью единица.

Далее, если ai < 0 для всех i = 1, . . . , ` и min
{i=1,...,`}

bi
ai
> 0, то равенство

κ(σ) = 1 выполнено для всех σ ∈ Σ.

В шестой главе исследуются условия полной управляемости на отрезке
I = [t0, t1] линейной нестационарной системы

ẋ = A(t)x+B(t)u, (t, x, u) ∈ R× Rn × Rm,

которая отождествляется с функцией t→ S(t) .=
(
A(t), B(t)

)
∈M(n, n+m),

ее задающей и называется системой S. Рассматривается так называемый
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критический случай, то есть предполагается, что ранг матрицы Н.Н. Кра-
совского K(t, S), определенной равенством (6), не превосходит n − 1 для
всех t ∈ I.

В §22 приведены некоторые известные результаты о полной управляемо-
сти системы S и получены утверждения о структуре пространства управ-
ляемости L(S, I) данной системы на отрезке I (леммы 22.2 и 22.3). В сле-
дующем параграфе на основании результатов §22 получены утверждения о
размерности и структуре пространства управляемости L(S, I), выраженные
в терминах матрицы Красовского K(t, S). В теореме 23.2 показано, что раз-
мерность пространства управляемости dimL(S, I) > rankK(t, S) для всех
t ∈ I. Далее получены условия, при которых dimL(S, I) = rankK(t, S).

Т е о р е м а 23.3. Пусть целые числа m и r удовлетворяют неравенствам
1 6 m 6 n− 1, m 6 rm 6 n−m и для всех t ∈ I имеют место равенства

rankK(t, S) = rank
(
K0(t, S), . . . ,Kr−1(t, S)

)
= rm.

Тогда dimL(S, I) = rm и, следовательно, система S не является вполне
управляемой на отрезке I.

Т е о р е м а 23.4. Пусть rankK(t, S) ≡ r для всех t ∈ I = [t0, t1]. То-
гда пространство управляемости системы S на отрезке I удовлетворяет
следующим равенствам L(S, I) = K(t0, S) Rnm и dimL(S, I) = r.

В последнем параграфе главы получены необходимые и достаточные
условия полной управляемости линейной системы S в критическом случае.
В лемме 24.1 показано, что если rankK(t, S) ≡ r для всех t ∈ I

.= (t0, t1),
то матрица K(t, S) имеет r столбцов ki1(t), . . . , kir

(t), линейно независимых
в Rn для каждого t ∈ I, за возможным исключением счетного числа точек
{τ1, τ2, . . .}. По векторам ki1(t), . . . , kir (t) с помощью процесса ортогонали-
зации построим ортонормированные векторы `1(t), . . . , `r(t) и рассмотрим
следующие пределы: `i(τ − 0) .= lim

t→ τ−0
`i(t), `i(τ + 0) .= lim

t→ τ+0
`i(t).

Т е о р е м а 24.1. Предположим, что rankK(t, S) ≡ r1 при всех t ∈ (t0, τ)
и rankK(t, S) ≡ r2 при всех t ∈ (τ, t1). Если пределы

`1(τ − 0), . . . , `r1(τ − 0), `1(τ + 0), . . . , `r2(τ + 0)

существуют, то условие

Lin
(
`1(τ − 0), . . . , `r1(τ − 0), `1(τ + 0), . . . , `r2(τ + 0)

)
= Rn

является необходимым и достаточным условием полной управляемости
системы S на отрезке I = [t0, t1].
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Основным предметом исследования седьмой главы является задача о су-
ществовании неупреждающего управления для линейной нестационарной
системы

ẋ = A(htσ)x+B(htσ)u, (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× Rn × U, (18)

параметризованной метрической динамической системой (Σ,A, ν, ht), по-
строенной в §17 (предполагаем, что множество U ⊂ Rm выпукло, компактно
и содержит нуль в своей внутренности относительно Rm).

Систему (18) будем отождествлять со стационарным в узком смысле
случайным процессом ξ(htσ) .=

(
A(htσ), B(htσ)

)
и называть системой ξ.

Предполагается, что для каждого σ ∈ Σ функция t → ξ(htσ) переменно-
го t кусочно-постоянная и принимает значения в множестве Ψ = {ψi}`

i=1

— конечном множестве матричных пар ψi
.= (Ai, Bi), которые называют-

ся состояниями данной системы. Таким образом, если система ξ находится
в состоянии ψi на промежутке времени [t0, t1), то эта система на данном
промежутке совпадает с детерминированной системой

ẋ = Aix+Biu, (x, u) ∈ Rn × U.

Также известно, что для системы ξ вероятности нахождения в состояниях
ψ1, . . . , ψ` задаются вектором π = (π1, . . . , π`), а условные вероятности pij

перехода из состояния ψi в состояние ψj образуют матрицу P = (pij)i,j=1...`,
которая является матрицей переходных вероятностей некоторой однород-
ной цепи Маркова. Основные результаты главы получены в предположе-
нии, что существуют постоянные α и β, 0 < α < β < ∞, такие, что дли-
ны интевалов θ2, θ3, . . . между переключениями случайного процесса ξ(htσ)
удовлетворяют неравенствам α 6 θk 6 β, k = 2, 3 . . .

В §25 показано, что для построения неупреждающего управления для
системы ξ должно существовать слово w = (ϕ1, . . . , ϕk), ϕi ∈ Ψ, облада-
ющее следующими свойствами. Для слова w можно построить множества
D1, . . . , Dk такие, что любую начальную точку x1 системы ξ из множества
D1 (которое является некоторой окрестностью начала координат) при по-
мощи программного управления можно перевести в точку x2 множества D2

за время α; точку x2 можно перевести в точку x3 ∈ D3 за время α, и т. д.,
точку xk множества Dk перевести в нуль также за время α. Кроме того,
чтобы для системы ξ существовало неупреждающее управление, для мно-
жеств D1, . . . , Dk должны существовать позиционные управления, которые
удерживают траекторию решения системы, выходящую из точек D1, . . . , Dk

в этом же множестве до следующего момента переключения системы, в ка-
ком бы состоянии из множества Ψ не находилась данная система.
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В параграфах 26 и 27 получены достаточные условия существования
неупреждающего управления и оценка снизу вероятности того, что систе-
ма ξ неупреждающе локально управляема на заданном отрезке [0, T ]. В §26
рассмотрен случай, когда множество Ψ содержит произвольное конечное
число состояний. Для слова w = (ϕ1, . . . , ϕk) построена детерминированная
линейная система S, которая рассматривается на отрезке [0, kα], причем на
промежутке [0, α) система S совпадает с системой ϕ1, на [α, 2α) совпадает
с ϕ2, и так далее, на [(k − 1)α, kα] совпадает с ϕk. В теореме 26.1 получе-
ны условия существования неупреждающего управления для системы ξ в
предположении, что соответствующая ей система S локально управляема
на отрезке [0, kα]. В §27 рассмотрен случай, когда множество Ψ содержит
два сообщающихся состояния ψ1, ψ2.
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