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ÎÁÙÀß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ �ÀÁÎÒÛÀêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ êîí�ëèêòíî óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèéñÿ ðàçäåë ñîâðåìåííîé ìà-òåìàòèêè. Â äàííîé òåîðèè èññëåäóþòñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷å-ñêèìè ïðîöåññàìè â óñëîâèÿõ êîí�ëèêòà, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èåäâóõ èëè áîëåå ñòîðîí, ñïîñîáíûõ âîçäåéñòâîâàòü íà ïðîöåññ ñ ïðîòèâî-ïîëîæíûìè èëè íåñîâïàäàþùèìè öåëÿìè. Äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, îïè-ñûâàåìûå îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, íàçûâàþòòàêæå äè��åðåíöèàëüíûìè èãðàìè.�àçâèòèå òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð ñòèìóëèðîâàëîñü íàëè÷èåìðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, èìåþùèõ çíà÷åíèå äëÿ ìåõàíèêè, ýêîíîìè-êè, âîåííîãî äåëà, ðàäèîýëåêòðîíèêè, áèîëîãèè è äðóãèõ îáëàñòåé.Ñòàíîâëåíèå ýòîé òåîðèè ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèÿìè �.Àéçåêñà,À.Áðàéñîíà, Á.Í.Ïøåíè÷íîãî, Ó.Ôëåìèíãà, Ë.À.Ïåòðîñÿíà.Â Ñîâåòñêîì Ñîþçå àêòèâíàÿ ðàçðàáîòêà òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõèãð íà÷àëàñü ïîñëå �óíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò àêàäåìèêîâ Í.Í.Êðàñîâ-ñêîãî è Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ýòó ðàçðàáîòêó âíåñ-ëè Â.Ä.Áàòóõòèí, �. Â. �àìêðåëèäçå, Í.Ë. �ðèãîðåíêî, Ï.Á. �óñÿòíèêîâ,Â.È.Æóêîâñêèé, Â.Â. Çàõàðîâ, Ì.È. Çåëèêèí, À.Ô.Êëåéìåíîâ,À.Â.Êðÿæèìñêèé, À.Á.Êóðæàíñêèé, Â.Í.Ëàãóíîâ, À.À.Ìåëèêÿí,Å.Ô.Ìèùåíêî, Ì.Ñ.Íèêîëüñêèé,Þ.Ñ.Îñèïîâ, Í.Í.Ïåòðîâ, Å.Ñ.Ïîëî-âèíêèí, Í.Þ.Ñàòèìîâ, À.È.Ñóááîòèí, Í.Í.Ñóááîòèíà, Â. Å. Òðåòüÿêîâ,Í.Ò.Òûíÿíñêèé, Â.È.Óõîáîòîâ, Â.Í.Óøàêîâ, À. �.×åíöîâ, Ô.Ë.×åðíî-óñüêî, À.À.×èêðèé è ìíîãèå äðóãèå àâòîðû.Èç çàðóáåæíûõ àâòîðîâ ìîæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèòü ðàáîòûË.Áåðêîâè÷à, Ä.Áðåéêâåëëà, À.Ôðèäìàíà, �.Ýëëèîòà, Äæ.Ëåéòìàíà,�.Ï.Èâàíîâà è äðóãèõ àâòîðîâ.Îäíèì èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð ÿâëÿ-þòñÿ çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ�óáåãàíèÿ ñ ó÷àñòèåì ãðóïïû óïðàâëÿåìûõîáúåêòîâ, õîòÿ áû ñ îäíîé èç ïðîòèâîáîðñòâóþùèõ ñòîðîí. Ïðè ýòîì ñè-òóàöèÿ ìîæåò áûòü îñëîæíåíà íàëè÷èåì îãðàíè÷åíèé íà ñîñòîÿíèÿ îáú-åêòîâ.Îäíà èç ïåðâûõ çàäà÷, ëèíåéíàÿ ãëîáàëüíàÿ çàäà÷à óêëîíåíèÿ, áûëàïîñòàâëåíà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíûì è Å.Ô.Ìèùåíêî1.Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå ðàáîòû À.Àçàìîâà,Ì.Ñ. �àáðèýëÿíà, Â.Ë. Çàêà, À.Â.Ìåçåíöåâà, Â.Â.Îñòàïåíêî, È.Ñ. �àï-ïîïîðòà, Â.Ñ.Ïàöêî, Á.Á. �èõñååâà, Ñ.È.Òàðëèíñêîãî è äðóãèõ àâòîðîâ.Íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü äëÿ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à óêëî-íåíèÿ ñ ó÷àñòèåì íåñêîëüêèõ ëèö ñ òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì ñëîæíîé1Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ., Ìèùåíêî Å.Ô. Çàäà÷à îá óáåãàíèè îäíîãî óïðàâëÿåìîãî îáúåêòàîò äðóãîãî / / ÄÀÍ ÑÑÑ�, 1969, Ò. 189, � 4, ñ. 721�7233



ñòðóêòóðû234. Ñïåöè�èêà ýòèõ çàäà÷ òðåáóåò ñîçäàíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ èõèññëåäîâàíèÿ. Âåñüìà àêòóàëüíîé ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðîáëåìû âûÿñíåíèÿâîçìîæíîñòè óêëîíåíèÿ ãðóïïû óáåãàþùèõ îò ìíîãèõ ïðåñëåäîâàòåëåéè ïåðåíîñà êðèòåðèåâ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ïðåñëåäîâàíèÿ�óáåãàíèÿ íàíåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé. �åøåíèþ ýòèõ âîïðîñîâ è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿäèññåðòàöèÿ.Öåëü ðàáîòû. �àáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ çàäà÷ ïðåñëåäîâàíèÿ�óáåãàíèÿ ñ ó÷àñòèåì ãðóïï óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ, õîòÿ áû ñ îäíîé èçïðîòèâîáîðñòâóþùèõ ñòîðîí, è íàõîæäåíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè â ýòèõçàäà÷àõ.Îñíîâíîé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìå-òîäû òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð è âûïóêëîãî àíàëèçà, ðàçâèòûå âðàáîòàõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ìàòåìàòèêîâ.Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿíîâûìè è ñíàáæåíû ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè:1. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ëîêàëüíîé çàäà÷èóêëîíåíèÿ ãðóïïû óáåãàþùèõ îò ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé â ëèíåé-íîé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å.2. Ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ãëîáàëüíîé çàäà÷èóêëîíåíèÿ ãðóïïû óáåãàþùèõ îò ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé â ñëó÷àå,êîãäà äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ ñêàëÿðíûìè ìàòðèöàìè.3. Ïîëó÷åíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà ÷èñëà óáåãàþùèõ, äîñòàòî÷íîãî äëÿðàçðåøèìîñòè çàäà÷è óêëîíåíèÿ èç ëþáîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè ïðè�èêñèðîâàííîì ÷èñëå ïðåñëåäîâàòåëåé â èãðàõ ñ ïðîñòîé ìàòðèöåé.4. Ïðåäëîæåíà ïîçèöèîííàÿ ïðîöåäóðà óïðàâëåíèÿ ñ ïîâîäûð¼ì, ãà-ðàíòèðóþùàÿ ïîïàäàíèå ïðåñëåäîâàòåëåé â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îê-ðåñòíîñòü òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà â äè��åðåíöèàëüíîé èãðå ñïðîñòûìè äâèæåíèÿìè ïðè óñëîâèè, óáåãàþùèé íå ïîêèäàåò ïðå-äåëû âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà.5. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óêëîíåíèÿ îäíîãî óáåãàþùåãî îòãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé â äè��åðåíöèàëüíûõ èãðàõ âòîðîãî ïîðÿä-êà.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. �åçóëüòàòû äèññåðòà-öèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ2×èêðèé À.À. Êîí�ëèêòíî óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû. Êèåâ: íàóê. äóìêà, 1992.3Ïåòðîâ Í.Í., Ïåòðîâ Í.Íèêàíäð. Î äè��åðåíöèàëüíîé èãðå ¾êàçàêè�ðàçáîéíèêè¿ / / Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 1983, Ò. 19, � 8. Ñ. 1366�1374.4�ðèãîðåíêî Í.Ë. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ íåñêîëüêèìè äèíàìè÷åñêè-ìè ïðîöåññàìè. Ì.: Ì�Ó, 1990. 4



äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð ñî ìíîãèìèó÷àñòíèêàìè.Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëà-äûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ (39-é, 41-é è 42-é âñåðîññèéñêèõ) ìîëîä¼æ-íûõ øêîëàõ-êîí�åðåíöèÿõ (ã. Åêàòåðèíáóðã, 2008, 2010, 2011), ìåæäóíà-ðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû òåîðèè óñòîé÷è-âîñòè è óïðàâëåíèÿ¿ (ã. Åêàòåðèíáóðã, 2009), êîí�åðåíöèè ¾�åãóëÿðíàÿè õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿ (ã.Èæåâñê, 2010), êîí�åðåíöèè ¾Äèíàìè÷åñêèåñèñòåìû, óïðàâëåíèå è íàíîìåõàíèêà¿ (ã.Èæåâñê, 2009), Èæåâñêîì ãîðîä-ñêîì ñåìèíàðå ïî äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ,êîí�åðåíöèè ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ 2006¿ (Êàçàíü, 2006) è äðóãèõ.Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ÷åòûðíàäöàòèðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðå�åðàòà.Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. �àáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,äâóõ ãëàâ, øåñòè ïàðàãðà�îâ, äâóõ ðèñóíêîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáú¼ìäèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 101 ñòðàíèöó è ñîäåðæèò 123 áèáëèîãðà�è÷åñêèåññûëêè. ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅ�ÒÀÖÈÈ�àáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ è øåñòè ïàðàãðà�îâ. Â ïåðâîé ãëàâå ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è êîí�ëèêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ãðóïï ïðåñëåäîâàòå-ëåé è óáåãàþùèõ. Öåëü ïðåñëåäîâàòåëåé � ïåðåëîâèòü âñåõ óáåãàþùèõ,öåëü óáåãàþùèõ � õîòÿ áû îäíîìó èçáåæàòü ïîèìêè. Äëÿ îäíîòèïíûõ ëè-íåéíûõ ñèñòåì äàíû óñëîâèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëåé èóáåãàþùèõ, äîñòàòî÷íûå äëÿ óáåãàíèÿ íà áåñêîíå÷íîì ïîëóèíòåðâàëå. Âñëó÷àå ïðîñòûõ ìàòðèö ðàññìîòðåí âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ÷èñëà ïðåñëå-äîâàòåëåé è óáåãàþùèõ, ïðè êîòîðîì ðàçðåøèìà ãëîáàëüíàÿ çàäà÷à óêëî-íåíèÿ. Âñå äè��åðåíöèàëüíûå èãðû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Rk

(k > 2).Ïåðâûé ïàðàãðà� íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð è ñîäåðæèò îïè-ñàíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ãðàíèöû ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè, ñâÿçàííûõñ óñëîâèÿìè ìàêñèìóìà è òðàíñâåðñàëüíîñòè.Âî âòîðîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà Γ nïðåñëåäîâàòåëåé è m óáåãàþùèõ. Çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî èç ïðåñëåäî-âàòåëåé Pi, i = 1, . . . ,n, èìååò âèä:
ẋi(t) = A(t)xi(t) + ui(t), ui ∈ U. (1)Çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî èç óáåãàþùèõ Ej , j = 1, . . . ,m, èìååò âèä:
ẏj(t) = A(t)yj(t) + vj(t), vj ∈ U. (2)Â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ xi(t0) = x0i ,

yj(t0) = y0j , ïðè÷¼ì x0i 6= y0j äëÿ âñåõ i, j. Çäåñü U ⊂ Rk � âûïóêëûé5



êîìïàêò, A(t) � äåéñòâèòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k, èçìå-ðèìàÿ íà âñåé îñè t, íîðìà ||A(t)|| èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì êîìïàêòíîìïîäìíîæåñòâå îñè t. Óïðàâëåíèÿìè èãðîêîâ ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûå �óíê-öèè ui(t), vj(t), ïðèíèìàþùèå ïðè t > t0 çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà U .Îïðåäåëåíèå 1 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â äè��åðåíöèàëüíîé èãðå Γ èç íà-÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z0 = (x01, . . . ,x
0
n,y

0
1 , . . . ,y

0
m) ðàçðåøèìà íà ïîëóáåñêî-íå÷íîì èíòåðâàëå [t0,+∞) ëîêàëüíàÿ çàäà÷à óêëîíåíèÿ, åñëè ñóùåñòâóþòòàêèå óïðàâëåíèÿ v1(t), . . . ,vm(t) óáåãàþùèõ, ÷òî ïðè ëþáûõ óïðàâëåíèÿõ

u1(t),. . . ,un(t) ïðåñëåäîâàòåëåé íàéäåòñÿ íîìåð
s ∈ {1, . . . ,m}, òàêîé, ÷òî ys(t) 6= xi(t) äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . ,n} ïðè âñåõ
t > t0.Ïóñòü G � íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rk. Ïîëà-ãàåì x(t) = (x1(t), . . . ,xn(t)), y(t) = (y1(t), . . . ,ym(t)) è îïðåäåëèì ìíîæå-ñòâà èíäåêñîâ

I(x(t),G) = {i| i ∈ {1, . . . ,n}, xi(t) ∈ G},

J(y(t),G) = {j| j ∈ {1, . . . ,m}, yj(t) ∈ G},ïðè÷åì, åñëè ñóùåñòâóþò èíäåêñû jl ∈ J(y(t),∂G), l = 1, . . . ,s, s > 1,
j1 < j2 <. . .< js, òàêèå, ÷òî yj1(t) = yj2(t) = · · · = yjs(t), òî ñ÷èòàåì, ÷òî
jl /∈ J(y(t),∂G) äëÿ l = 2, . . . ,s. Îáîçíà÷èì ÷åðåç |I| êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà I.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � âûïóêëûé êîìïàêò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψj(t)ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

ψ̇(t) = −A∗(t)ψ(t), (3)ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ψj(t0) = pj , ãäå pj � åäèíè÷íûéîïîðíûé âåêòîð ê ìíîæåñòâó G â ãðàíè÷íîé òî÷êå y0j , j ∈ J(y(t0),∂G).Òåîðåìà 1 Ïóñòü ñóùåñòâóåò âûïóêëûé êîìïàêò G, ÷òî
|J(y(t0),∂G)| > |I(x(t0),R

k\G)|,è äëÿ ëþáîãî j ∈ J(y(t0),∂G) îïîðíàÿ �óíêöèÿ C(U ;ψj) äè��åðåíöèðóåìàïî ψj âäîëü òðàåêòîðèè ψj(t) ñèñòåìû (3) äëÿ ïî÷òè âñåõ t > t0, òî-ãäà â äè��åðåíöèàëüíîé èãðå Γ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z0 ðàçðåøèìàëîêàëüíàÿ çàäà÷à óêëîíåíèÿ.Òåîðåìà 2 Ïóñòü U � ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé.Åñëè ñóùåñòâóþò âûïóêëûå êîìïàêòû G1, G2, òàêèå, ÷òî x0i ∈ G1∪G2äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . ,ν}, è
|I(x(t0),G1\G2)| < |J(y(t0),R

n\(G1 ∪G2))|+ |J(y(t0),∂G2)|, (4)6



òî â äè��åðåíöèàëüíîé èãðå Γ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z0 ðàçðåøèìàëîêàëüíàÿ çàäà÷à óêëîíåíèÿ.Â òðåòüåì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà Γ, îïè-ñûâàåìàÿ (1), (2), â êîòîðîé A(t) = −a(t)Ek, ãäå a(t) � äåéñòâèòåëüíàÿèçìåðèìàÿ �óíêöèÿ, èíòåãðèðóåìàÿ íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâåîñè t, à U � ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò.Îáîçíà÷èì
f+(t) = e

t∫

t0

a(s) ds

, g(t) =

t
∫

t0

f+(s) ds, λ0 = lim
t→+∞

1

g(t)
.Ïóñòü σ íåêîòîðîå ðàçáèåíèå t0 = τ0 < τ1 < · · · < ïðîìåæóòêà [t0,+∞),íå èìåþùåå êîíå÷íûõ òî÷åê ñãóùåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 2 Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèåé Vj óáåãàþùåãî Ej ,îòâå÷àþùåé ðàçáèåíèþ σ, íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {blj}

∞

l=0,ñòàâÿùèõ â ñîîòâåòñòâèå âåëè÷èíàì
(τl,x1(τl), . . . ,xn(τl),y1(τl), . . . ,ym(τl),

min
i=1..n

min
τ∈[τ0,τl]

‖xi(τ) − y1(τ)‖, . . . , min
i=1..n

min
τ∈[τ0,τl]

‖xi(τ)− ym(τ)‖)èçìåðèìóþ �óíêöèþ vlj(t), îïðåäåëåííóþ íà [τl,τl+1) è òàêóþ ÷òî
vlj(t) ∈ U äëÿ âñåõ t ∈ [τl,τl+1).Îïðåäåëåíèå 3 Â äè��åðåíöèàëüíîé èãðå Γ(n,m,z0) ðàçðåøèìàãëîáàëüíàÿ çàäà÷à óêëîíåíèÿ, åñëè èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z0ðàçðåøèìà ëîêàëüíàÿ çàäà÷à óêëîíåíèÿ.Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ëîêàëüíîé çàäà÷è óê-ëîíåíèÿ è îöåíêè äëÿ ÷èñëà óáåãàþùèõ, óêëîíÿþùèõñÿ îò çàäàííîãî ÷èñ-ëà ïðåñëåäîâàòåëåé èç ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïîçèöèé.Ëåììà 1 Ïóñòü â èãðå Γ(n,m,z0) λ0 = 0, ñóùåñòâóþò ãèïåðïëîñêîñòè
H1, H2, . . . , H2l, ìíîæåñòâà I1, I2,. . . , Il, J1, J2,. . . , Jl, òàêèå, ÷òîâûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1. H1 ‖ H2 ‖ · · · ‖ H2l, H+

j ⊂ H+
j−1,j = 2, . . . ,2l, p � åäèíè÷íûé âåêòîðíîðìàëè ãèïåðïëîñêîñòè H1, íàïðàâëåííûé â H+

1 ,2. Is ⊂ {1, . . . ,n}, Jq ⊂ {1, . . . ,m}, s,q = 1, . . . ,l,
Is ∩ Iq = ∅, s 6= q, Js ∩ Jq = ∅, s 6= q,3. x0i ∈ H1

−, i /∈ l
⋃

s=1

Is, 7



4. x0i ∈ H+
2s ∩H

−

2s+1, i ∈ Is, s = 1, . . . ,l − 1,

x0i ∈ H+
2l , i ∈ Il,5. y0j ∈ H+
2s−1

⋂

H−

2s, j ∈ Js, s = 1, . . . ,l,6. |J1|+ [|J2| − |I1|]
+
+ · · ·+ [|Jl| − (|I1|+ |I2|+ · · ·+ |Il−1|)]

+
>

> |I1|+ |I2|+ · · ·+ |Il|, ãäå a+ = max(a,0),7. äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ i, j ∈ l
⋃

s=1
Js, i 6= j, âûïîëíåíî

y0i − y0j ∦ v(p)− v(−p).Òîãäà â èãðå Γ(n,m,z0) ðàçðåøèìà ëîêàëüíàÿ çàäà÷à óêëîíåíèÿ.ÄîêàçàíàÒåîðåìà 3 Ïóñòü λ0 = 0, U � ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò ñ ãëàäêîéãðàíèöåé. Òîãäà äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ p, m, òàêèõ, ÷òî m > p2p + 2â èãðå Γ(2p + 1,m,z0) ðàçðåøèìà ãëîáàëüíàÿ çàäà÷à óêëîíåíèÿ.Îïðåäåëèì �óíêöèþ f : N → N ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f(n) = min {m| â Γ(n,m,z0) ïðîèñõîäèò óêëîíåíèå îò âñòðå÷è äëÿ ëþáî-ãî z0 }.Òåîðåìà 4 Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C1 > 0, C2 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿâñåõ íàòóðàëüíûõ n > 2 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

C1n lgn 6 f(n) 6 C2n lgn.Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òð¼õ ïàðàãðà�îâ, â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ çà-äà÷è ãðóïïîâîãî ïðåñëåäîâàíèÿ îäíîãî óáåãàþùåãî.Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà n + 1ëèö: n ïðåñëåäîâàòåëåé P1, . . . , Pn è óáåãàþùåãî E.Çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî èç ïðåñëåäîâàòåëåé Pi èìååò âèä
ẋi(t) = a(t)ui(t), xi(t0) = x0, ui ∈ Q. (5)Çàêîí äâèæåíèÿ óáåãàþùåãî E èìååò âèä
ẏ(t) = a(t)v(t), y(t0) = y0, v ∈ Q, (6)ïðè÷åì z0i = x0i − y0 /∈ Mi, i = 1, . . . ,n, Mi� çàäàííûå âûïóêëûå êîì-ïàêòû; a(t)� èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó �óíêöèÿ, èíòåãðèðóåìàÿ íà ëþáîìêîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå îñè t, ∫ +∞

t0
|a(s)| = +∞; Q� âûïóêëûé ñòðîãîâûïóêëûé êîìïàêò ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, 0 ∈ Q.8



Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óáåãàþùèé E â ïðîöåññå èãðû íå ïîêèäàåò ïðå-äåëû ìíîæåñòâà D âèäà
D =

{

y|y ∈ Rk (pj ,y) 6 µj , j = 1, . . . ,r
}

, (7)ãäå p1, . . . ,pr � åäèíè÷íûå âåêòîðû, µ1, . . . ,µl � âåùåñòâåííûå ÷èñëà òà-êèå, ÷òî IntD 6=∅.Ïóñòü T > t0� ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî è σ� íåêîòîðîå êîíå÷íîå ðàçáèå-íèå îòðåçêà [t0,T ]: t0 = τ0 < τ1 < . . . < τs < τs+1 = T.Îïðåäåëåíèå 4 Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèåé V óáåãàþùåãîE, çà-äàííîé íà [t0,T ], ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ σ, íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîîòîáðàæåíèé bl, l = 0,1, . . . ,s, ñòàâÿùèõ â ñîîòâåòñòâèå âåëè÷èíàì
(τl,x1(τl), . . . ,xn(τl),y(τl)) (8)èçìåðèìóþ �óíêöèþ vl(t), îïðåäåëåííóþ äëÿ t ∈ [τl,τl+1), è òàêóþ, ÷òî

vl(t) ∈ Q, y(t) ∈ D, t ∈ [τl,τl+1).Îïðåäåëåíèå 5 Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé êîíòðñòðàòåãèåé Ui ïðåñëåäî-âàòåëÿ Pi, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ σ, íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî îòîáðà-æåíèé cl, l = 0,1, . . . ,s, ñòàâÿùèõ â ñîîòâåòñòâèå âåëè÷èíàì (8) è óïðàâ-ëåíèþ vl(t) èçìåðèìóþ �óíêöèþ uil(t), îïðåäåëåííóþ äëÿ t ∈ [τl,τl+1) èòàêóþ, ÷òî uil(t) ∈ Q, t ∈ [τl,τl+1).Ïóñòü z0 = (x01, . . . ,x
0
n,y

0). Îáîçíà÷èì äàííóþ èãðó Γ = Γ(n,z0,D).Îïðåäåëåíèå 6 Â èãðå Γ âîçìîæíî óêëîíåíèå îò âñòðå÷è, åñëè äëÿëþáîãî ÷èñëà T > t0 ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå σ èíòåðâàëà [t0,T ], ñòðàòåãèÿ
V óáåãàþùåãî E, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçáèåíèþ σ, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõòðàåêòîðèé èãðîêîâ Pi èìååò ìåñòî

xi(t)− y(t) /∈Mi, t ∈ [t0,T ], i = 1, . . . ,n,ãäå y(t)� ðåàëèçîâàâøàÿñÿ â äàííîé ñèòóàöèè òðàåêòîðèÿ óáåãàþùåãî E.Îïðåäåëåíèå 7 Â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà, åñëè ñóùåñòâóåò ìîìåíòâðåìåíè T > t0 è äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ èíòåðâàëà [t0,T ], ëþáîé òðàåê-òîðèè y(t) èãðîêà E ñóùåñòâóþò êóñî÷íî-ïðîãðàììíûå êîíòðñòðàòåãèè Uièãðîêîâ Pi, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèþ σ, ñóùåñòâóåò ìîìåíò τ ∈ [t0,T ]è íîìåð m ∈ {1,2, . . . ,n} òàêèå, ÷òî
xm(τ) − y(τ) ∈Mm,ãäå xm(t)� ðåàëèçîâàâøàÿñÿ â äàííîé ñèòóàöèè òðàåêòîðèÿ ïðåñëåäîâà-òåëÿ Pm. 9



Âìåñòî ñèñòåì (5) è (6) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó
żi(t) = a(t)(ui(t)− v(t)), zi(t0) = z0i = x0i − y0. (9)Ââåäåì �óíêöèè λi ñëåäóþùèì îáðàçîì:
λi(v,mi) = max{λ | v − λ(z0i −mi) ∈ Q, v ∈ Q},

λi(v) = max
mi∈Mi

λi(v,mi), i = 1, . . . ,n,

λ−i (w,mi) = max{λ |w − λ(z0i −mi) ∈ −Q, w ∈ −Q},

λ−i (w) = max
mi∈Mi

λ−i (w,mi), i = 1, . . . ,n.Òàê êàê Q� âûïóêëûé ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, òî�óíêöèè λi íåïðåðûâíû íà Q, λ−i íåïðåðûâíû íà −Q, è ñóùåñòâóþò
δ(z0) = min

v∈Q
max

i=1,...,n
λi(v), δ−(z0) = min

w∈−Q
max

i=1,...,n
λ−i (w),ïðè÷åì

δ(z0) = 0 ⇐⇒ 0 ∈ Int conv

n
⋃

i=1

(z0i −Mi), δ(z
0) = 0 ⇐⇒ δ−(z0) = 0.Òåîðåìà 5 Ïóñòü D = Rk. Â èãðå Γ(n,z0,D) ïðîèñõîäèò ïîèìêà òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà δ(z0) > 0.Ïðåäïîëàãàÿ , ÷òî óáåãàþùèé E â ïðîöåññå èãðû íå ïîêèäàåò ïðåäå-ëû ìíîæåñòâà D âèäà (7), Q� øàð ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì â íà÷àëåêîîðäèíàò, ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîèìêè.Ïóñòü

λn+j(v) = 〈v, pj〉, j = 1..r

δ1(z
0) = min

v∈Q
max

s=1,...,n+r
λs(v), δ−1 (z

0) = min
v∈Q

max
s=1,...,n+r

λs(−v).Âåëè÷èíà δ1(z0) = 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
0 /∈ Int conv{z01 −M1, . . . ,z

0
n −Mn,p1, . . . ,pr}.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ δ1(z

0) > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî
δ1(z

0) > 0 ⇐⇒ 0 ∈ Int conv {z01 −M1, . . . ,z
0
n −Mn,p1, . . . ,pr}

δ1(z
0) > 0 ⇐⇒ δ−1 (z

0) > 0.Òåîðåìà 6 Ïóñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà n
⋃

i=1

(z0i −Mi) íå ìåíüøå
k. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû â èãðå Γ ïðîèñõîäèëà ïîèìêà, íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå δ1(z0) > 0.10



Âî âòîðîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîçèöèîííîé ïîèìêè îä-íîãî óáåãàþùåãî. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïðåñëåäîâàíèå ìîæåò áûòü çà-âåðøåíî çà êîíå÷íîå âðåìÿ â êëàññå ïîçèöèîííûõ êîíòðñòðàòåãèé, òî ïðèèí�îðìèðîâàííîñòè ïðåñëåäîâàòåëåé òîëüêî î ïîçèöèè èãðû, îíî ìîæåòáûòü çàêîí÷åíî çà òî æå ñàìîå âðåìÿ â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòèòåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà.Äëÿ êàæäîé èç ñèñòåì (9) ðàññìîòðèì ñèñòåìó�ïîâîäûðÿ
ẇi(t) = a(t)

(

ui(t)− v(t)
)

, wi(t0) = w0
i , ui,v ∈ Q, i ∈ Nn. (10)Îïðåäåëåíèå 8 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà èççàäàííîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè z0 = z(t0), åñëè ñóùåñòâóþò ìîìåíò âðåìå-íè T0 = T (z0), ïîçèöèîííûå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ñ ïîâîäûð¼ì

Ui = (Ui,ψi,χi) ïðåñëåäîâàòåëåé Pi, i ∈ Nn òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé èç-ìåðèìîé �óíêöèè v(·), v(t) ∈ Q, t ∈ [t0,T0] ñóùåñòâóþò ìîìåíò âðå-ìåíè τ ∈ [t0,T0] è íîìåð s ∈ Nn òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
zs(τ) ∈Ms.Çäåñü Ui� �óíêöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò �îðìèðîâàòü óïðàâëåíèå ïðåñëå-äîâàòåëÿ Pi â èñõîäíîé ñèñòåìå (9)

Ui : [t0,T0]× Rk × Rk → Q,�óíêöèÿ ψi åñòü ïåðåõîäíàÿ �óíêöèÿ i-ãî ïîâîäûðÿ
ψi : T

2
+ × Rnk × Rnk → Rk

(

T 2
+ =

{

(t1,t2) ∈ [t0,T0]
2
∣

∣ t1 6 t2
}

)

.Çíà÷åíèå ïåðåõîäíîé �óíêöèè ψi(t1,t2,z,w) åñòü ïîëîæåíèå wi = wi(t2), âêîòîðîì i-é ïîâîäûðü îêàæåòñÿ â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t2 ïðè óñëî-âèè, ÷òî â ìîìåíò t = t1 óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà è ïîâîäûðè íàõîäèëèñü âòî÷êàõ z = z(t1) è w = w(t1) ñîîòâåòñòâåííî.Òðåòüÿ �óíêöèÿ χi ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïîçèöèè (t,z) ïîëîæåíèåïîâîäûðÿ χi(t,z) = wi = wi(t).Ââåä¼ì �óíêöèè λi ñëåäóþùèì îáðàçîì:
λi(v,mi) = max{λ|v − λ(w0

i −mi) ∈ Q, v ∈ Q}, λi(v) = max
mi∈Mi

λi(v,mi),

λ−i (v,mi) = max{λ|v − λ(w0
i −mi)∈−Q, v∈−Q}, λ−i (v) = max

mi∈Mi

λ−i (v,mi)

w0 = (w0
1 , . . . ,w

0
n), w0

i /∈Mi, i ∈ Nn.Òàê êàê Q� ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, òî ñóùåñòâó-þò
δ(w0) = min

v∈Q
max
i∈Nn

λi(v) > 0, δ−(w0) = min
v∈−Q

max
i∈Nn

λ−i (v) > 0,11



ïðè÷¼ì (δ(w0))2 + (δ−(w0))2 > 0 ⇔ 0 ∈ Int conv
⋃

i∈Nn

(w0
i −Mi).Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

A+(t) = {τ ∈ [t0,t]|a(τ) > 0}, A−(t) = {τ ∈ [t0,t]|a(τ) < 0},

C′(Q;h)� ãðàäèåíò îïîðíîé �óíêöèè, Bk� åäèíè÷íûé øàð â Rk ñ öåí-òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.Òåîðåìà 7 Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ z0 è �óíêöèÿ a(·) òàêîâû, ÷òî
T̂ = T̂ (z0) = min

{
t > t0 | δ(z

0)

∫

A+(t)

a(s) ds+ δ
−(z0)

∫

A−(t)

|a(s)|ds = n

}
< +∞.Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà ñ òåðìèíàëüíûìèìíîæåñòâàìè M ε

i =Mi + εBk.Â òðåòüåì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óêëîíåíèÿ óáåãàþùåãîîò ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé â ñëó÷àå, êîãäà èãðîêè ðàñïîðÿæàþòñÿ óñêî-ðåíèÿìè (èíåðöèîííûå îáúåêòû).Çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî èç ïðåñëåäîâàòåëåé Pi, i = 1, . . . ,n, èìååòâèä:
ẍi(t) = a(t)ui(t), ui ∈ U.Çàêîí äâèæåíèÿ óáåãàþùåãî E èìååò âèä:
ÿ(t) = a(t)v(t), v ∈ U,ïðè÷åì, â íà÷àëüíûé ìîìåíò xi(t0) = x0i , ẋi(t0) = ẋ0i ,

y(t0) = y0, ẏ(t0) = ẏ0, x0i 6= y0, i = 1, . . . ,n.Çäåñü U ⊂ Rk� âûïóêëûé êîìïàêò, 0 ∈ IntU ; a(t)� îãðàíè÷åííàÿ èç-ìåðèìàÿ �óíêöèÿ, èíòåãðèðóåìàÿ íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâåîñè t, a(t) 6= 0 ïî÷òè âñþäó íà [t0,+∞). Óïðàâëåíèÿìè èãðîêîâ ÿâëÿþò-ñÿ èçìåðèìûå �óíêöèè ui(t), v(t), ïðèíèìàþùèå ïðè t > t0 çíà÷åíèÿ èçìíîæåñòâà U.Îáîçíà÷èì äàííóþ èãðó ÷åðåç Γ(n,z(t0)), ãäå
z(t) = (z1(t),ż1(t), . . . ,zn(t),żn(t)), zi(t) = xi(t)− y(t), i = 1, . . . ,n.Îïðåäåëåíèå 9 Ïîçèöèîííîé êîíòðñòðàòåãèåé V óáåãàþùåãî E íàçî-âåì èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå

[t0,+∞)× R2nk × Un → U.12



Òîãäà ïðè çàäàííûõ óïðàâëåíèÿõ ui(t) ïðåñëåäîâàòåëåé Pi, i = 1, . . . ,nñòðàòåãèÿ V îïðåäåëÿåò óïðàâëåíèå v(t) = V (t,z(t),u1(t), . . . ,un(t)), êîòî-ðîå áóäåò èçìåðèìîé �óíêöèåé. Ñ÷èòàåì, ÷òî óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòå-ëåé �îðìèðóþòñÿ íà îñíîâå èí�îðìàöèè î ñîñòîÿíèè z(t) äè��åðåíöè-àëüíîé èãðû.Òåîðåìà 8 Åñëè 0 /∈ co

{

n
⋃

i=1

ż0i

}
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