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Îáîçíà÷åíèÿ

Rn� ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ñ íîðìîé | · |;
〈·, ·〉� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn;
(
X, ‖ · ‖X

)
� áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî;

BX(x, r) è BX[x, r]� ñîîòâåòñòâåííî îòêðûòûé è çàìêíóòûé øàðû ðàäèóñà
r ñ öåíòðîì â òî÷êå x;

clX M � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M â ïðîñòðàíñòâå X;

conv M � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà M ⊂ X;

ρX(x,M)� ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà x ∈ X äî ìíîæåñòâà M ⊂ X, îïðåäå-
ëÿåìîå ðàâåíñòâîì ρX(x,M) = inf

y∈M
‖x− y‖X;

BX[M, ε]� ε -îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M ⊂ X, îïðåäåëÿåìàÿ íåðàâåíñòâîì
BX[M, ε] = {x ∈ X : ρX(x,M) 6 ε};
AC([a, b],Rn)� ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x(t) ñî
çíà÷åíèÿìè â Rn;

C([a, b],Rn)� ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : [a, b] → Rn;

L1([a, b],Rn)� ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé x : [a, b] → Rn;

comp X� ñîâîêóïíîñòü íåïóñòûõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà X;

L(X, Y)� ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íûïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ èç X â Y;

t → xt ∈ X, t ∈ [a, b]� îòîáðàæåíèå îòðåçêà [a, b] â ïðîñòðàíñòâî X.

3



Ââåäåíèå

Çàäà÷è âûæèâàíèÿ (òåðìèí ïðèíàäëåæèò Aubin J.-P.) äëÿ óïðàâëÿåìûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âêëþ÷àþò â ñåáÿ áîëüøîå ÷èñëî âïîëíå êîíêðåòíûõ
ïðèëîæåíèé, èíòåðåñ ê êîòîðûì íå îñëàáåâàåò ñ êîíöà 50-õ ãîäîâ ïðîøëî-
ãî ñòîëåòèÿ. Ê ÷èñëó òàêèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îòíîñÿòñÿ çàäà÷è îá îáõîäå
ïðåïÿòñòâèÿ, î ïîñòðîåíèè óïðàâëåíèÿ, óäåðæèâàþùåãî òðàåêòîðèè ñèñòå-
ìû â çàðàíåå çàäàííîì ìíîæåñòâå, â ÷àñòíîñòè, íà çàäàííîì ìíîãîîáðàçèè,
íåêîòîðûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ìíîãîå äðóãîå.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ x(t, x0) çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ẋ = f(x) (0.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(0) = x0 (0.2)

â òå÷åíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè îñòàþùåãîñÿ â íàïåðåä çàäàííîì ìíîæåñòâå
M ⊂ Rn (òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ âûæèâàþùèì), áûë ðàçðåøåí â 1942
ãîäó Íàãóìî [41]. Òåîðåìà Íàãóìî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü çàäàíî ìíî-
æåñòâî M. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ M ñóùåñòâóåò âûæè-
âàþùåå ðåøåíèå x(t, x0) çàäà÷è (0.1), (0.2) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
âî âñåõ òî÷êàõ x, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöå ìíîæåñòâà M, âûïîëíÿåòñÿ
âêëþ÷åíèå

f(x) ∈ TxM, x ∈ ∂M,

ãäå TxM � êîíóñ Áóëèãàíà ê ìíîæåñòâó M â òî÷êå x (îïðåäåëåíèå êîíóñà
Áóëèãàíà äàíî íèæå).

Áëèçêèìè ê âîïðîñàì âûæèâàåìîñòè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ ôà-
çîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ñðåäè âñåõ òðàåêòîðèé óïðà-
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âëÿåìîé ñèñòåìû, âûõîäÿùèõ èç äàííîé òî÷êè, íàéòè òðàåêòîðèþ ìàêñè-
ìàëüíî äîëãî îñòàþùóþñÿ â çàäàííîì ìíîæåñòâå. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ
òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà, çàäàííûé íà òðàåêòîðè-
ÿõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ïðè ýòîì òðàåêòîðèÿ íå äîëæíà ïîêèäàòü íåêî-
òîðîå çàäàííîå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ Â.È. Áëàãîäàòñêèõ è À.Ô. Ôè-
ëèïïîâà [13]), ÷òî óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû

ẋ = f(t, x, u), u ∈ U,

òåñíî ñâÿçàíû ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè

ẋ ∈ F (t, x), F (t, x) = f(t, x, U),

ïîýòîìó (è ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì â äàëüíåéøåì) èìååò ñìûñë èçó-
÷àòü çàäà÷è âûæèâàíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Â ðàáîòàõ À.Á. Êóðæàíñêîãî è Ò.Ô. Ôèëèïïîâîé [21], [22] ïîëó÷åíî àíà-
ëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
âêëþ÷åíèé, âûæèâàþùèõ äî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè â ïðåäåëàõ
çàäàííîãî ìíîæåñòâà.

Â ðàáîòå À.Á. Êóðæàíñêîãî è Ò.Ô. Ôèëèïïîâîé [23] óñòàíîâëåíû ñâÿ-
çè ìåæäó çàäà÷àìè î âûæèâàåìîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åèé è
ñèñòåìàìè âêëþ÷åíèé, ñîäåðæàùèìè âîçìóùàþùèå ïàðàìåòðû è ôóíêöèè.

Çàäà÷å î âûáîðå òðàåêòîðèè äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ èç ìíîæå-
ñòâà âñåõ òðàåêòîðèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ,
êîòîðàÿ ìàêñèìàëüíî äîëãî íàõîäèòñÿ â çàäàííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå,
ïîñâÿùåíà ðàáîòà À. Ç. Ôàçûëîâà [31]. Ýòó çàäà÷ó (ïî àíàëîãèè ñ çàäà-
÷åé î áûñòðîäåéñòâèè, åå åñòåñòâåííî íàçûâàòü çàäà÷åé î "äîëãîäåéñòâèè")
ìîæíî îòíåñòè ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷å-
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íèÿìè, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà äëÿ êîòîðîé äàíû â ðàáîòå Â.È. Áëàãîäàòñêèõ [39].
Äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ íà ýêñòðåìóì ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé
ïðåäëîæåí À.ß. Äóáîâèöêèì è À.À. Ìèëþòèíûì â ðàáîòå [17].

Çàäà÷ó âûæèâàíèÿ â ìíîæåñòâå M ⊂ Rn ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê
çàäà÷ó èçáåæàíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ ìíîæåñòâîì Rn\M. Çàäà÷àì îá èçáåæà-
íèè ñòîëêíîâåíèÿ ïîñâÿùåíû ñòàòüè À. Ç. Ôàçûëîâà [32], Í. Ñàòèìîâà è
À. Àçàìîâà [28].

Çàäà÷è âûæèâàíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì (èõ åùå íàçûâàþò ñè-
ñòåìàìè ñ íàñëåäñòâåííîñòüþ) îòëè÷àþòñÿ îò çàäà÷ âûæèâàíèÿ äëÿ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïåðâóþ î÷åðåäü òåì, ÷òî åñòå-
ñòâåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî C([−r, 0],Rn) òàêèõ ñèñòåì áåñêîíå÷íîìåð-
íî. Ýòó èíòåðïðåòàöèþ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì ïðåäëîæèë Í.Í. Êðàñîâ-
ñêèé [20].

Äëÿ ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì

ẋ(t) = f(xt) (0.3)

è öåëåâîãî ìíîæåñòâà M, çàäàííîãî â ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé íåðàâåíñòâîì

M
.
= {σ ∈ C([−r, 0],Rn) : β(σ(0)) +

∫ 0

−r

α(s, σ(s))ds 6 0}

â ñòàòüå Å.Ë. Òîíêîâà [29] áûëè íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûæèâàå-
ìîñòè.

* * *

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óñëîâèé âûæèâàíèÿ ðå-
øåíèé ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì è äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ ïîñëå-
äåéñòâèåì â çàäàííîì ìíîæåñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà C([−r, 0],Rn).
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Ôîðìàëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðåìû Íàãóìî íà ñèñòåìû ñ ïîñëåäåé-
ñòâèåì îêàçàëîñü íåâîçìîæíûì ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî äàæå ïðîñòûå äâè-
æåíèÿ ãëàäêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â áåñêîíå÷íîìåðíîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìîãóò íå èìåòü ïðîèçâîäíîé (ïîíèìàåìîé â îáû÷íîì ñìûñëå)
íà ìíîæåñòâàõ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå âàðèàöèè äâèæåíèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, â òåðìèíàõ êîòîðîé
óäàåòñÿ ïîëó÷èòü óñëîâèÿ (íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå) âûæèâàíèÿ äâè-
æåíèé â çàäàííîì ìíîæåñòâå.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàáîòû ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âàðèàöèè δxt äâèæåíèÿ
t → xt ∈ X, t ∈ R â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, ïðè÷åì ýòà âàðèàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì áîëåå øèðîêîãî ïðîñòðàíñòâà Y.

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.1. Ïóñòü çàäàíû áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X, Y è
X ⊂ Y. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå t → xt ∈ X, ãäå t ∈ [0, α], α > 0,

èìååò â òî÷êå t ∈ [0, α) âàðèàöèþ δxt ∈ Y, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
ε → r(ε) ∈ Y, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

xt+ε = xt + εδxt + r(ε),

lim
ε→0+

‖r(ε)‖Y

ε
= 0, sup

ε>0

∥∥∥∥δxt +
r(ε)

ε

∥∥∥∥
X

< +∞.

Ýòî îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåñòè ïîíÿòèå êàñà-
òåëüíîãî êîíóñà TY

x M ê ìíîæåñòâó M ⊂ X â òî÷êå x, ýëåìåíòû êîòîðîãî
òîæå ëåæàò â áîëåå øèðîêîì ïðîñòðàíñòâå Y.

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.2. Ïóñòü çàäàíû áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X è Y,

X ⊂ Y. Ïóñòü äàëåå, M � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X è
x ∈ M. Ýëåìåíò h ∈ Y íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì íàïðàâëåíèåì ê ìíî-
æåñòâó M â òî÷êå x, åñëè ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèå t → r(t) ∈ Y è
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti}∞i=1 ⊂ R+ óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

lim
i→∞

ti = 0, x + th + r(t) ∈ M,

lim
i→+∞

‖r(ti)‖Y

ti
= 0, sup

i

∥∥∥h +
r(ti)

ti

∥∥∥
X

< +∞.

Îáîçíà÷èì TY
x M � ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé ê M â òî÷êå x.

Äîêàçàíû íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ óòâåðæäåíèÿ, îïè-
ñûâàþùèå ñòðóêòóðó êîíóñà è äàþùèå åãî ñâÿçü ñ õîðîøî èçó÷åííûì êî-
íóñîì Áóëèãàíà, êîòîðûé ñîâïàäàåò c TY

x M ïðè X = Y.

Òåîðåìà 0.1. Ýëåìåíò h ∈ Y ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó TY
x M òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(δi, hi)}, ãäå
δi ∈ R+, hi ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

x + δihi ∈ M, δi → 0, ‖h− hi‖Y → 0, sup
i
‖hi‖X < +∞.

Ëåììà 0.1. Ïóñòü X è Y� áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, X ⊂ Y, x ∈ M,

ãäå M ⊂ X. Òîãäà äëÿ êîíóñà TY
x M èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

⋃
r>0

clY
(
(TxM)X ∩BX[0, r]

) ⊂ TY
x M ⊂ (

TxM
)Y

⋂(⋃
r>0

clY(BX[0, r])

)
.

Çäåñü ÷åðåç
(
TxM

)X è
(
TxM

)Y îáîçíà÷åíû êîíóñû Áóëèãàíà ê ìíîæåñòâó
M â òî÷êå x â ïðîñòðàíñòâàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå, âî âòîðîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûæèâàíèÿ. Ââå-
äåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, α], ãäå r > 0, α > 0, îáîçíà÷èì xt� îòîáðà-
æåíèå îòðåçêà [0, α] â ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C([−r, 0],Rn),

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

xt(s)
.
= x(t + s), t ∈ [0, α], s ∈ [−r, 0]. (0.4)
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ïîñëåäåéñòâèåì

ẋ = f(xt), (0.5)

x0 = ϕ. (0.6)

Âìåñòå ñ ñèñòåìîé (0.5) áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîä-
ìíîæåñòâî M ⊂ AC([−r, 0],Rn).

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.3. Ïóñòü ϕ ∈ M. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå
x(t, ϕ) çàäà÷è Êîøè (0.5), (0.6) âûæèâàåò â ìíîæåñòâå M, åñëè ñóùå-
ñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, α] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå xt ∈ M,

ãäå xt äâèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå AC([−r, 0],Rn), ïîðîæäåííîå ïî ïðàâèëó
(0.4).

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.4. Ìíîæåñòâî M îáëàäàåò ñâîéñòâîì âûæèâà-
åìîñòè äëÿ ñèñòåìû (0.5), åñëè äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ M íàéäåòñÿ ðåøåíèå
x(t, ϕ) çàäà÷è Êîøè (0.5), (0.6), âûæèâàþùåå â M. Áóäåì ãîâîðèòü òàê-
æå, ÷òî ìíîæåñòâî M åñòü ìíîæåñòâî âûæèâàåìîñòè ñèñòåìû (0.5).

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êî-
òîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìà (0.5) è ìíîæåñòâî M, ÷òîáû ìíî-
æåñòâî M îáëàäàëî ñâîéñòâîì âûæèâàåìîñòè äëÿ ñèñòåìû (0.5).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷åíû óñëîâèÿ âûæèâàíèÿ óðàâíåíèÿ

δxt = F (xt), (0.7)

ãäå îòîáðàæåíèå F äåéñòâóåò â ïðîèçâîëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû äàþò íàì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âû-
æèâàíèÿ óðàâíåíèÿ (0.7).
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Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì,
åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ M íàéäåòñÿ ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî
BX[x, r] ∩M � êîìïàêòíî.

Òåîðåìà 0.2. Ïóñòü X, Y� áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, X ⊂ Y, è çàäà-
íû ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî M â X è íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå F : X → Y. Ïóñòü äàëåå, äëÿ âñåõ òî÷åê ϕ ∈ M ñóùåñòâóþò ÷èñëî
α > 0 è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå t → xt ∈ M, t ∈ [0, α] òàêîå, ÷òî
x0 = ϕ è δxt = F (xt) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α), òî åñòü ñóùåñòâóåò
âûæèâàþùåå â M ðåøåíèå (0.7) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = ϕ.

Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê ϕ ∈ M èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

F (x) ∈ TY
x M.

Òåîðåìà 0.3. Ïóñòü X, Y� áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, X ⊂ Y, çàäàíû
ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî M â X è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
F : X → Y. Ïóñòü äàëåå:

1) äëÿ êàæäîãî x ∈ M èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå F (x) ∈ TY
x M ;

2) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ M âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

sup
i

∥∥∥F (x) +
r(ti(x), x)

ti(x)

∥∥∥
X

< c,

ãäå r(ti(x), x) è ti(x) èç îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî êîíóñà TY
x M.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ M ñóùåñòâóþò ÷èñëî α > 0 è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå t → xt ∈ M, t ∈ [0, α] òàêîå, ÷òî x0 = ϕ è δxt = F (xt)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α).

Äîêàçàíî, ÷òî â òåîðåìå 0.3 óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ F

ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå: äîñòàòî÷íî çàìêíóòîñòè îòîáðàæåíèÿ F.
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Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå óêàçàíà ñâÿçü ìåæäó ñèñòåìîé ñ ïîñëåäåéñòâèåì
è óðàâíåíèåì (0.7). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâ X è Y

âçÿòü AC([−r, 0],Rn) è L1([−r, 0],Rn) × Rn, à îòîáðàæåíèå F : X → Y

îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì
F (σ)

.
= (σ̇, f(σ)), (0.8)

òî ìåæäó ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (0.3) è (0.5) ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ïóñòü
X = AC([−r, 0],Rn), Y = L1([−r, 0],Rn)× Rn.

Ëåììà 0.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, α), α > 0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (0.3). Òîãäà îòîáðàæåíèå

t → xt ∈ X, t ∈ [0, α),

ïîñòðîåííîå ïî ïðàâèëó

xt(s)
.
= x(t + s), t ∈ [0, α), s ∈ [−r, 0],

èìååò äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α) âàðèàöèþ δxt è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (0.7).

Ëåììà 0.3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå

t → yt, t ∈ [0, α), α > 0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (0.7). Òîãäà îòîáðàæåíèå

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, α)
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ãäå
x(s) = ϕ(s), s ∈ [−r, 0], x(t) = yt(0), t ∈ [0, α)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (0.3).

Èç òåîðåìû 0.3 è ýòèõ ëåìì ñëåäóåò óòâåðæäåíèå, äàþùåå äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ âûæèâàíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì.

Òåîðåìà 0.4. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî M ⊂ X. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî äâèæåíèå t → xt ∈ M , ïî-
ðîæäåííîå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì ẋ(t) = f(xt)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = ϕ ∈ M äîcòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîé òî÷êè
σ ∈ M âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

F (σ) ∈ TY
σ M,

ãäå F (σ) îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (0.8).

Äîêàçàíà çàìêíóòîñòü îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ëåììà 0.4. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

(F0σ)(t)
.
= σ̇(t), t ∈ [−r, 0]

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îïåðàòîðîì, åñëè åãî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé èç C([−r, 0],Rn) â L1([−r, 0],Rn) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
D(F0)

.
= AC([−r, 0],Rn) .

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â òåîðåìå 0.4 â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà
X ìîæíî âçÿòü ïðîñòðàíñòâî C([−r, 0],Rn). Ìíîæåñòâî M ïðè ýòîì ïî-
ïðåæíåìó áóäåò çàäàâàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé, íî êîìïàêòíî îíî äîëæíî áûòü â ïðîñòðàíñòâå C([−r, 0],Rn).
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Îáîçíà÷èì

X
.
= AC([−r, 0],Rn), Y

.
= L1([−r, 0],Rn)× Rn.

Ïóñòü ìíîæåñòâî M ⊂ X îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì

M
.
= {ϕ ∈ X : a(ϕ) = 0},

ãäå îòîáðàæåíèå a : X → R èìååò âèä

a(ϕ)
.
= β(ϕ(0)) +

∫ 0

−r

α(s, ϕ(s))ds, (0.9)

β : Rn → R è α : R× Rn → R� íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Â ïÿòîì ïàðàãðàôå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûæèâàåìîñòè äëÿ

ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì è ìíîæåñòâîì M, çàäàííûì îäíèì óðàâíåíèåì.

Òåîðåìà 0.5. Ïóñòü

M
.
= {ϕ ∈ X : a(ϕ) = 0},

ãäå îòîáðàæåíèå a : X → R îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (0.9) ñ ôóíêöèÿìè
β : Rn → R è α : R × Rn → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî x.

Ïóñòü äàëåå, äëÿ ìíîæåñòâà M âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
1) âî âñåõ òî÷êàõ ϕ ∈ M âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∣∣β′(x)|x=ϕ(0)
∣∣ +

∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ(s)

∣∣ ds 6= 0;

2) âî âñåõ òî÷êàõ ϕ ∈ M âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈β′(x)|x=ϕ(0), f(ϕ)〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ϕ̇(s)〉ds = 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê ϕ ∈ M, ñ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé
ñóùåñòâóþò ϑ > 0 è îòîáðàæåíèå t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, ϑ] ÿâëÿþùåå-
ñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (0.5), (0.6) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, ϑ] âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå xt ∈ M.
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Â øåñòîì ïàðàãðàôå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûæèâàåìîñòè äëÿ
ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì è ìíîæåñòâîì M, çàäàííîì êîíå÷íûì ÷èñëîì
óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 0.6. Ïóñòü

M
.
= {ϕ ∈ X : a1(ϕ) = 0, . . . am(ϕ) = 0},

ãäå îòîáðàæåíèå ai : X → R, i = 1, . . . , m åñòü

ai(ϕ)
.
= βi(ϕ(0)) +

∫ 0

−r

αi(s, ϕ(s))ds,

ñ ôóíêöèÿìè βi : Rn → R è αi : R×Rn → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûìè ïî x. Ïóñòü äàëåå, âî âñåõ òî÷êàõ ϕ ∈ M âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∣∣βi
′(x)|x=ϕ(0)

∣∣ +

∫ 0

−r

∣∣αix
′(s, x)|x=ϕ(s)

∣∣ ds 6= 0;

2) ôóíêöèîíàëû a′i(ϕ)[·] ∈ X∗, i = 1, . . . , m ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ãäå

a′i(ϕ)[ψ] = 〈βi
′(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉+

∫ 0

−r

〈αix
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds

3) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

〈β′i(x)|x=ϕ(0), f(ϕ)〉+

∫ 0

−r

〈αix
′(s, x)|x=ϕ(s), ϕ̇(s)〉ds = 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê ϕ ∈ M, ñ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé
ñóùåñòâóþò ϑ > 0 è îòîáðàæåíèå t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, 0] ÿâëÿþùåå-
ñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (0.5), (0.6) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, ϑ] âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå xt ∈ M.
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Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû ñìåøàííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé:
{

ẋ(t) = f(xt, y(t))

ẏ(t) = g(xt, y(t)),
(0.10)

{
x0 = ϕ

y(0) = y0,
(0.11)

ãäå x ∈ Rn, y, y0 ∈ Rm, ϕ ∈ C([−r, 0],Rn), f : C([−r, 0],Rn)× Rm → Rn,

g : C([−r, 0],Rn) × Rm → Rm. Â òàêîì âèäå ìîæíî çàïèñàòü, íàïðèìåð,
çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì

ẋ(t) = f(t, xt),

x(t0) = ϕ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.5. Ðåøåíèåì ñèñòåìû (0.10), (0.11) íàçûâàþòñÿ
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, ϑ), t → y(t) ∈ Rm, t ∈ [0, ϑ)

ϑ > 0, òàêèå, ÷òî
1) x(s) = ϕ(s), s ∈ [−r, 0];

2) y(0) = y0;

3) x(t) è y(t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà [0, ϑ) è îáðàùàþò ñèñòåìó
(0.10) â òîæäåñòâî.

Äëÿ ñìåøàííûõ ñèñòåì íàéäåíû óñëîâèÿ âûæèâàíèÿ â ìíîæåñòâå M,

çàäàííîì â ïðîñòðàíñòâå C([−r, 0],Rn)× Rm îäíèì óðàâíåíèåì.

Òåîðåìà 0.7. Ïóñòü

M
.
= {(ϕ, y) ∈ C([−r, 0],Rn)× Rm : a(ϕ, y) = 0},
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ãäå îòîáðàæåíèå a : C([−r, 0],Rn)× Rm → R îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì

a(ϕ, y)
.
= β(ϕ(0), y) +

∫ 0

−r

α(s, ϕ(s))ds,

c ôóíêöèÿìè β : Rn+m → R, α : R × Rn → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìûìè ïî x. Ïóñòü äàëåå, äëÿ ìíîæåñòâà M âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ

1) âî âñåõ òî÷êàõ (ϕ, y) ∈ M âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
∣∣βx

′(x, y)|x=ϕ(0)
∣∣ + |βy

′(ϕ(0), y)|+
∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ(s)

∣∣ ds 6= 0;

2) âî âñåõ òî÷êàõ (ϕ, y) ∈ M âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈βx
′(x, y)|x=ϕ(0), f(ϕ)〉+ 〈βy

′(ϕ(0), y), g(y)〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ϕ̇(s)〉ds = 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê (ϕ, y0) ∈ M òàêèõ, ÷òî

vraisup
s∈[−r,0]

|ϕ̇(s)| < +∞

ñóùåñòâóþò ϑ > 0 è îòîáðàæåíèÿ

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, ϑ], t → y(t) ∈ Rm, t ∈ [0, ϑ],

ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (0.10), (0.11) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, ϑ]

âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå (xt, y(t)) ∈ M.

Â âîñüìîì ïàðàãðàôå èññëåäîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ çàäàííûõ
íåïóñòîãî ìíîæåñòâà M áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X è ìíîãîçíà÷íîé ôóíê-
öèè x → F (x) ∈ comp Y, x ∈ M ïîðîæäàþùåé çàäà÷ó

δxt ∈ F (xt), (0.12)

x0 = ϕ ∈ M, (0.13)
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íàéäóòñÿ α > 0 è ðåøåíèå t → xt çàäà÷è (0.12), (0.13) óäîâëåòâîðÿþùåå
ïðè âñåõ t ∈ [0, α] âêëþ÷åíèþ xt ∈ M.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ r(t) è ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {ti} â îïðåäåëåíèè êàñàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ çàâèñÿò îò
òî÷êè x ∈ M è ýëåìåíòà êàñàòåëüíîãî êîíóñà h ∈ TY

x M. Ýòó çàâèñèìîñòü
áóäåì çàïèñûâàòü r(t, x, h) è ti(x, h).

Ïóñòü h ∈ TY
x M, îáîçíà÷èì

c(x, h)
.
= sup

i

∥∥∥h +
r(ti(x, h), x, h)

ti(x, h)

∥∥∥
X
.

Åñëè çàäàíî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x → F (x) ∈ comp Y, x ∈ M è
äëÿ âñåõ x ∈ M âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå F (x) ⊂ TY

x M, òî îáîçíà÷èì

c(x)
.
= sup

h∈F (x)
c(x, h).

Òåîðåìà 0.8. Ïóñòü X è Y� áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, X ⊂ Y è çà-
äàíû ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî M â X è ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó
ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

F : X → comp Y.

Ïóñòü äàëåå:
1) äëÿ êàæäîãî x ∈ M èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

F (x) ⊂ TY
x M ;

2) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ M âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

sup
x∈M

c(x) < c.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ M ñóùåñòâóþò ÷èñëî α > 0 è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå

t → xt ∈ M, t ∈ [0, α]
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òàêèå, ÷òî
x0 = ϕ è δxt ∈ F (xt)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α).

Òåîðåìà 0.9. Ïóñòü X è Y� áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, X ⊂ Y è çà-
äàíî çàìêíóòîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

F : X → comp Y

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(F ). Ïóñòü äàëåå, çàäàíî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî M â D(F ) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) äëÿ âñåõ x ∈ M îòîáðàæåíèå x → H(x) ∈ comp Y, x ∈ M ïî-
ñòðîåííîå ïî ïðàâèëó

H(x) = F (x) ∩ TY
x M

ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó ;
2) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ M âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî
sup
x∈M

c(x) < c,

ãäå
c(x)

.
= sup

h∈H(x)

{
sup

i

∥∥∥h +
r(ti(x, h), x, h)

ti(x, h)

∥∥∥
X

}
.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ M ñóùåñòâóþò ÷èñëî α > 0 è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå

t → xt ∈ M, t ∈ [0, α]

òàêîå, ÷òî
x0 = ϕ è δxt ∈ F (xt)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α).
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Äîêàçàíî, ÷òî â òåîðåìàõ 0.8, 0.9 óñëîâèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó
ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå: äîñòà-
òî÷íî çàìêíóòîñòè ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F â ñìûñëå çàìêíóòîñòè
ãðàôèêà Γ(F ) â X×Y.

Â äåâÿòîì ïàðàãðàôå äîêàçàíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó çàäà÷åé Êîøè äëÿ âêëþ÷åíèÿ

ẋ(t) ∈ f(xt), (0.14)

x0 = ϕ, (0.15)

ãäå f : AC([−r, 0],Rn) → compRn, ϕ ∈ AC([−r, 0],Rn) è çàäà÷åé Êîøè
äëÿ âêëþ÷åíèÿ

δxt ∈ F (xt), (0.16)

x0 = ϕ, (0.17)

ãäå F : AC([−r, 0],Rn) → L1([−r, 0],Rn)× compRn äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

F (σ)
.
= (σ̇, f(σ)).

Ëåììà 0.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, α), α > 0,

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (0.14), (0.15). Òîãäà îòîáðàæåíèå

t → xt ∈ X, t ∈ [0, α)

ïîñòðîåííîå ïî ïðàâèëó

xt(s)
.
= x(t + s), t ∈ [0, α), s ∈ [−r, 0],

èìååò äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α) âàðèàöèþ δxt è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (0.16), (0.17).
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Ëåììà 0.6. Ïóñòü îòîáðàæåíèå

t → yt, t ∈ [0, α), α > 0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (0.16), (0.17). Òîãäà îòîáðàæåíèå

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, α)

ãäå
x(s) = ϕ(s), s ∈ [−r, 0], x(t) = yt(0), t ∈ [0, α)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (0.14), (0.15).

Òàêèì îáðàçîì èìååò ìåñòî òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.10. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî M ⊂ AC([−r, 0],Rn). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî äâèæåíèå
t → xt ∈ M , ïîðîæäåííîå äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì ñ çàïàçäû-
âàíèåì ẋ(t) ∈ f(xt) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = ϕ ∈ M, äîcòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ âñÿêîé òî÷êè σ ∈ M âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

F (σ) ⊂ TY
σ M,

ãäå F (σ) = (σ̇(s), f(σ)), Y = L1([−r, 0],Rn)× compRn.

Äîêàçàíà çàìêíóòîñòü îòîáðàæåíèÿ F, äåéñòâóþùåãî èç ïðîñòðàíñòâà
C([−r, 0],Rn) â ïðîñòðàíñòâî L1([−r, 0],Rn)×compRn ïî ïðàâèëó F (σ) =

(σ̇(s), f(σ)), ãäå D(F ) = AC([−r, 0],Rn)� îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ F. Òàêèì
îáðàçîì, â òåîðåìå 0.10 ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
AC([−r, 0],Rn) ìîæíî çàìåíèòü íà ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
C([−r, 0],Rn). Ìíîæåñòâî M ïðè ýòîì ïî-ïðåæíåìó áóäåò çàäàâàòüñÿ â
ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, à óñëîâèå ëîêàëüíîé êîì-
ïàêòíîñòè ìíîæåñòâà M äîëæíî áûòü âûïîëíåíî â C([−r, 0],Rn).
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ (Èæåâñê, 1999 �
2003 ãîäû), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ëîìîíîñîâ � 2000"(Ìîñêâà,
ÌÃÓ), ÕXXII-é ðåãèîíàëüíîé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè "Ïðîáëåìû òå-
îðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè"(Åêàòåðèíáóðã, 2001), 5-îé Ðîñ-
ñèéñêîé óíèâåðñèòåòñêî-àêàäåìè÷åñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè
(Èæåâñê, ÅÃÍÎÊ� 2001), êîíôåðåíöèè "Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ", ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ Í.Â. Àçáåëå-
âà (Èæåâñê, 2002), cåìèíàðå Â.À. Êîíäðàòüåâà, Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâà è
Í.Õ. Ðîçîâà ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (Ìîñê-
âà, ÌÃÓ, 2003), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ
À.Í. Êîëìîãîðîâà (Òàìáîâ, ÎÏÓ-2003) è îïóáëèêîâàíû â [4] � [12].

Âûðàæàþ ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü Å. Ë. Òîíêîâó çà ïîñòàíîâêó èíòå-
ðåñíîé çàäà÷è è ñäåëàííûå â ïðîöåññå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé çàìå÷àíèÿ.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î âûæèâàíèè

� 1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà êàñàòåëüíîãî êîíóñà

Èç òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî èçâåñòíî [19], ÷òî âñÿ-
êàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : [a, b] → Rn äèôôåðåíöèðóåìà
ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [a, b]. Îäíàêî, äëÿ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â íåêî-
òîðîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòî ñâîéñòâî íå èìååò ìåñòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå t → xt : [0, 1] → C[−1, 0],

îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

xt(s)
.
=

{
0, −1 6 s < −t,

s + t, −t 6 s 6 0.
(1.1)

Åñëè îïðåäåëèòü ïðàâóþ ïðîèçâîäíóþ d
dt

xt ∈ C[−1, 0] îòîáðàæåíèÿ (1.1),
êàê ïðåäåë â C[−1, 0] ðàâåíñòâîì

lim
ε→0+

∥∥∥∥
d

dt
xt − xt+ε − xt

ε

∥∥∥∥
C[−1,0]

= 0,

òî íàøå îòîáðàæåíèå íå èìååò ïðîèçâîäíîé íè â îäíîé òî÷êå èíòåðâàëà
[0, 1). Îäíàêî, åñëè ïðåäåë áðàòü â ïðîñòðàíñòâå ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé,
òî â êàæäîé òî÷êå t ∈ [0, 1) îí ñóùåñòâóåò

lim
ε→0+

xt+ε − xt

ε
= ϕ(s) ∈ L1[−1, 0], ϕ(s) =

{
0, −1 6 s < −t,

1, −t 6 s 6 0.
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Ïîýòîìó, äëÿ äâèæåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, â êà÷åñòâå àíàëî-
ãà ïðîèçâîäíîé ââåäåì ïîíÿòèå âàðèàöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ýëåìåíòîì áîëåå
øèðîêîãî ïðîñòðàíñòâà. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áàíàõîâû ïðî-
ñòðàíñòâà (X, ‖ · ‖X) è (Y, ‖ · ‖Y) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Óñëîâèå A. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà (X, ‖ · ‖X) è
(Y, ‖ · ‖Y) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A, åñëè X� âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî ïðîñòðàíñòâà Y è íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî k, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ X

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖x‖Y 6 k‖x‖X.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå t → xt ∈ X, ãäå t ∈ [0, α], α > 0, èìå-
åò â òî÷êå t ∈ [0, α) âàðèàöèþ δxt ∈ Y, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
ε → r(ε) ∈ Y, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

xt+ε = xt + εδxt + r(ε),

lim
ε→0+

‖r(ε)‖Y

ε
= 0, sup

ε>0

∥∥∥∥δxt +
r(ε)

ε

∥∥∥∥
X

< +∞.

Ï ð è ì å ð 1.1. Äîêàæåì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå âàðèàöèÿ
îòîáðàæåíèÿ t → xt ∈ C[−1, 0], t ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò â êàæäîé òî÷êå t

ïîëóèíòåðâàëà [0, 1), åñëè â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà Y âçÿòü ïðîñòðàíñòâî
ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé L1[−1, 0].

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1) íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ε > 0 èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

xt+ε = xt + εδxt + r(ε),

ãäå

δxt =

{
0, −1 6 s < −t,

1, −t 6 s 6 0,
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r(ε) =





0, −1 6 s < −t− ε,

s + t + ε, −t− ε 6 s < −t,

0, −t 6 s 6 0,

δxt +
r(ε)

ε
=





0, −1 6 s < −t− ε,

s + t + ε
ε , −t− ε 6 s < −t,

1, −t 6 s 6 0.

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

‖r(ε)‖L1[−1,0] =

∫ −t−ε

−1
0 ds +

∫ −t

−t−ε

(s + t + ε)ds +

∫ 0

−t

0 ds =
ε2

2
,

è ∥∥∥∥δxt +
r(ε)

ε

∥∥∥∥
C[−1,0]

= sup
s∈[−1,0]

∣∣∣∣δxt(s) +
r(ε)

ε
(s)

∣∣∣∣ = 1.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

lim
ε→0+

‖r(ε)‖L1[−1,0]

ε
= lim

ε→0+

ε

2
= 0,

sup
ε>0

∥∥∥∥δxt +
r(ε)

ε

∥∥∥∥
C[−1,0]

= 1 < +∞.

Ýòîò ïðèìåð ìîæíî îáîáùèòü.

Ï ð è ì å ð 1.2. Ïóñòü íà îòðåçêå [−r, ϑ], r > 0, ϑ > 0 çàäàíà àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x ∈ AC[−r, ϑ] ñ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé
ïðîèçâîäíîé

vraisup
s∈[−r,ϑ]

|ẋ(s)| = c < +∞.

Òîãäà îòîáðàæåíèå t → xt ∈ C[−r, 0], ïîðîæäåííîå ïî ïðàâèëó

xt(s)
.
= x(t + s), t ∈ [0, ϑ], s ∈ [−r, 0]

èìååò âàðèàöèþ δxt ∈ L1[−r, 0] â êàæäîé òî÷êå t ∈ [0, 1) è

δxt(s) = ẋt(s).
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Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå Îïðåäåëèì δxt ∈ L1[−r, 0] è îòîáðàæåíèå
ε → r(ε) ∈ L1[−r, 0], ε > 0 ñëåäóþùèì îáðàçîì

δxt(s)
.
= ẋt(s), r(ε)

.
= xt+ε − xt − εδxt.

Äîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ

lim
ε→0+

‖r(ε)‖L1[−r,0]

ε
= 0

è
sup
ε>0

∥∥∥∥δxt +
r(ε)

ε

∥∥∥∥
C[−r,0]

< +∞
èç îïðåäåëåíèÿ âàðèàöèè âûïîëíåíû.

lim
ε→0+

∥∥∥∥
r(ε)

ε

∥∥∥∥
L1[−r,0]

= lim
ε→0+

∫ 0

−r

∣∣∣∣
xt+ε(s)− xt(s)

ε
− ẋt(s)

∣∣∣∣ ds =

= lim
ε→0+

∫ 0

−r

∣∣∣∣
x(t + s + ε)− x(t + s)

ε
− ẋ(t + s)

∣∣∣∣ ds.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ x(t + s + ε)− x(t + s)
ε ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå

t ∈ [0, ϑ), s ∈ [−r, 0] ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ẋ(t + s) ïðè ε → 0+ è ðàçíîñòü
∣∣∣∣
x(t + s + ε)− x(t + s)

ε
− ẋ(t + s)

∣∣∣∣
îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé 2c, ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó

lim
ε→0+

∫ 0

−r

∣∣∣∣
x(t + s + ε)− x(t + s)

ε
− ẋ(t + s)

∣∣∣∣ ds = 0.

Ïåðâîå èç óñëîâèé äîêàçàíî. Äîêàæåì âòîðîå.
∥∥∥∥δxt +

r(ε)

ε

∥∥∥∥
C[−r,0]

=

∥∥∥∥
xt+ε − xt

ε

∥∥∥∥
C[−r,0]

= sup
s∈[−r,0]

|xt+ε(s)− xt(s)|
ε

.

Èç íåðàâåíñòâà vraisup
s∈[−r,ϑ]

|ẋ(s)| = c < +∞ ïîëó÷àåì

|xt+ε(s)− xt(s)|
ε

=
1

ε
|x(t + s + ε)− x(t + s)| =

25



=
1

ε
|x(t + s) +

∫ t+s+ε

t+s

ẋ(t + s + τ)dτ − x(t + s)| 6 1

ε
cε = c

äëÿ âñåõ t ∈ [0, ϑ), s ∈ [−r, 0], ñëåäîâàòåëüíî,
∥∥∥∥
xt+ε − xt

ε

∥∥∥∥
C[−r,0]

= sup
s∈[−r,0]

|xt+ε(s)− xt(s)|
ε

6 c

äëÿ âñåõ ε > 0 òàêèõ, ÷òî t + ε 6 ϑ, ïîýòîìó

sup
ε>0

∥∥∥∥δxt +
r(ε)

ε

∥∥∥∥
C[−r,0]

6 c < +∞.

¤

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.1 âàðèàöèÿ ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàí-
ñòâå X ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì áîëåå øèðîêîãî ïðîñòðàíñòâà Y. Ââåäåì îïðå-
äåëåíèå êàñàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, òàêæå ÿâëÿþùååñÿ ýëåìåíòîì áîëåå
øèðîêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A (ñì.
ñ. 23), M � íåïóñòîå, ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X è x ∈ M. Ýëåìåíò
h ∈ Y íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì íàïðàâëåíèåì ê M â òî÷êå x, åñëè
ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèå t → r(t) ∈ Y è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti}∞i=1 ⊂ R+

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

lim
i→∞

ti = 0, x + th + r(t) ∈ M,

lim
i→+∞

‖r(ti)‖Y

ti
= 0, sup

i

∥∥∥h +
r(ti)

ti

∥∥∥
X

< +∞.

Îáîçíà÷èì TY
x M � ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé ê M â òî÷êå x.

Ï ð è ì å ð 1.3. Ïîñòðîèì TY
x M ê ìíîæåñòâó M, â ñëó÷àå, êîãäà M

åñòü âñå ïðîñòðàíñòâî X. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X êîíóñ TY
x X
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ñîñòîèò òîëüêî èç òåõ ýëåìåíòîâ h ∈ Y, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {hi} ⊂ X, îãðàíè÷åííàÿ â X (sup

i
‖hi‖X < +∞) è ñõîäÿùàÿñÿ

ê h â Y (‖h− hi‖Y → 0). Ïî äðóãîìó ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

TY
x X =

⋃
c>0

clY BX[0, c]. (1.2)

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (1.2).
Ïóñòü h ∈ TY

x X. Âîçüìåì r(t) è {ti} èç îïðåäåëåíèÿ 1.2 è îáîçíà÷èì
hi = h +

r(ti)
ti

. Òîãäà

sup
i
‖hi‖X = sup

i
‖h +

r(ti)

ti
‖X = c < +∞,

‖h− hi‖Y = ‖r(ti)
ti
‖Y → 0, i →∞.

Ïîýòîìó h ∈ clY BX[0, c] è, ñëåäîâàòåëüíî,

TY
x X ⊂

⋃
c>0

clY BX[0, c].

Ïóñòü òåïåðü äëÿ h ∈ Y íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hi} ⊂ X òàêàÿ,
÷òî sup

i
‖hi‖X < +∞, ‖h−hi‖Y → 0. Îïðåäåëèì ti

.
= 1/i, r(ti)

.
= ti(hi−h).

Íà îòðåçêàõ [ti+1, ti] îïðåäåëèì

r(t)
.
=

ti − t

ti − ti+1
ti+1hi+1 +

t− ti+1

ti − ti+1
tihi − th.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî {ti} è r(t) óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ 1.2, ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ c > 0 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

clY BX[0, c] ∈ TY
x X,

îòêóäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå
⋃
c>0

clY BX[0, c] ∈ TY
x X.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (1.2) èìååò ìåñòî. ¤
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Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äàþò îïèñàíèå ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà TY
x M.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü M � íåïóñòîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà X è x ∈ M. Ýëåìåíò h ∈ Y ïðèíàäëåæèò TY

x M, åñëè è òîëüêî
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà c > 0, ÷òî

lim
ε→0+, BX[0,c]3g→h

ρX(x + εg, M)

ε
= 0. (1.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåí-
ñòâà (1.3) äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(δk, hk)}, ãäå δk ∈
R+, hk ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

δk → 0, ‖hk − h‖Y → 0, sup
k
‖hk‖X < +∞ è

lim
k→+∞

ρX(x + δkhk,M)

δk
= 0. (1.4)

Ïóñòü h ∈ TY
x M. Èç îïðåäåëåíèÿ 1.2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îòîáðà-

æåíèå t → r(t), óäîâëåòâîðÿþùåå âêëþ÷åíèþ x + th + r(t) ∈ M, è ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {ti}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

sup
i→+∞

∥∥∥h +
r(ti)

ti

∥∥∥
X

< +∞. (1.5)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(δk, hk)}, ãäå

δk
.
= tk, hk

.
= h +

r(tk)

tk
.

Èç âêëþ÷åíèÿ x + tkh + r(tk) ∈ M ñëåäóåò, ÷òî x + δkhk ∈ M. Ïîýòîìó
ρX(x + δkhk,M) = 0 è ðàâåíñòâî (1.4) âûïîëíåíî. Îãðàíè÷åííîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè hk ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (1.5).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.3). Òîãäà íàéäóòñÿ ýëåìåíò
h ∈ Y, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δk} ⊂ R+ è îãðàíè÷åííàÿ
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â X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hk} ⊂ X, ñõîäÿùàÿñÿ ê h ïî íîðìå â Y (òî åñòü
‖hk − h‖Y → 0 ), óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó (1.4).

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå t → r(t). Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ δk è hk ñóùåñòâóåò ýëåìåíò yk ìíîæåñòâà M, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé íåðàâåíñòâó

‖x + δkhk − yk‖X 6 2ρX(x + δkhk,M). (1.6)

Îáîçíà÷èì òåïåðü tk = δk è îïðåäåëèì r(tk) = yk − x − tkh. Èç ñâÿçíî-
ñòè M èìååì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ yk è yk+1 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå t → zk(t) ∈ M, t ∈ [tk, tk+1], ñîåäèíÿþùåå yk è yk+1. Îïðå-
äåëèì r(t) íà îòðåçêå [tk, tk+1] ñëåäóþùèì îáðàçîì: r(t)

.
= zk(t)− x− th.

Òîãäà x + th + r(t) ∈ M äëÿ âñåõ t.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîãî òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ âûïîëíåíû
âñå ñâîéñòâà îïðåäåëåíèÿ 1.2. Îöåíèì íîðìó r(tk). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî tk

èìååì

‖r(tk)‖Y = ‖yk − x− tkh‖Y 6 ‖yk − x− tkhk‖Y + tk‖h− hk‖Y. (1.7)

Äàëåå, èç óñëîâèÿ A (ñì. ñ. 23) ñëåäóåò îöåíêà

‖x + tkhk − yk‖Y 6 k‖x + tkhk − yk‖X.

Ïîäñòàâèâ ýòî íåðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâî (1.7), ïîëó÷àåì

‖r(tk)‖Y 6 k‖yk − x− tkhk‖X + tk‖h− hk‖Y.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà (1.6) ñëåäóåò, ÷òî

‖r(tk)‖Y 6 2kρX(x + δkhk,M) + tk‖h− hk‖Y,

îòêóäà, â ñèëó ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(δk, hk)} (1.4) è ‖h−hi‖Y → 0

èìååì,

lim
k→+∞

‖r(tk)‖Y

tk
6 lim

k→+∞
2kρX(x + tkhk,M)

tk
+ lim

k→+∞
‖h− hk‖Y = 0.
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Èç âûáîðà yk ñëåäóåò îöåíêà
∥∥∥h +

r(tk)

tk

∥∥∥
X

=
‖yk − x‖X

tk
6 ‖yk − x− tkhk‖X

tk
+ ‖hk‖X 6

6 ρX(x + tkhk,M)

tk
+ ‖hk‖X.

Èç îãðàíè÷åííîñòè hk è îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{

ρX(x + tkhk,M)

tk

}+∞

k=1
,

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

sup
k

∥∥∥h +
r(tk)

tk

∥∥∥
X

< +∞.

Òàêèì îáðàçîì, h ∈ TY
x M. ¤

Ñëåäñòâèå 1.1. Ìíîæåñòâî TY
x M ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü h ∈ TY
x M. Äîêàæåì, ÷òî λh ∈ TY

x M

äëÿ âñåõ λ > 0. Ïî ëåììå 1.1 íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî

lim
ε→0+, BX[0,c]3g→h

ρX(x + εg, M)

ε
= 0,

òî åñòü íàéäóòñÿ {εi, gi} òàêèå, ÷òî

‖gi‖X < c, ‖gi − h‖Y → 0, εi → 0 + è ρX(x + εigi,M)

εi
<

1

i
.

Âîçüìåì δi
.
= εi/λ, hi

.
= λgi. Ïîëó÷àåì, ÷òî ‖hi − λh‖Y → 0, ‖hi‖X 6 λc

è
ρX(x + δihi,M)

δi
=

ρX(x + εigi,M)

(εi/λ)
<

λ

i
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
ε→0+, BX[0,λc]3g→λh

ρX(x + εg, M)

ε
6 lim

i→+∞
ρX(x + δihi,M)

δi
= 0.
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Ïî ëåììå (1.1) èìååì, ÷òî λh ∈ TY
x M. ¤

Ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðèâ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1 ïîëó÷èì òåîðåìó, êî-
òîðàÿ äàåò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî êîíóñà.

Òåîðåìà 1.1. Ýëåìåíò h ∈ Y ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó TY
x M òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(δi, hi)}, ãäå
δi ∈ R+, hi ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

x + δihi ∈ M, δi → 0, ‖h− hi‖Y → 0, sup
i
‖hi‖X < +∞.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êîíóñà Áóëèãàíà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3 (ñì. [36, ñ. 7] ). Ïóñòü M � íåïóñòîå, ïîäìíîæå-
ñòâî ïðîñòðàíñòâà X è x ∈ M. Ýëåìåíò h ∈ X íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì
íàïðàâëåíèåì ê M â òî÷êå x, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
ε→0+

ρX(x + εh,M)

ε
= 0.

Ìíîæåñòâî TxM êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé ê M â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ
êîíóñîì Áóëèãàíà.

Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A (ñì. ñ. 23) è M � íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî X. Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî êîíóñ Áóëèãàíà ê ìíîæåñòâó M â
òî÷êå x ∈ M ìîæíî ñòðîèòü êàê â ïðîñòðàíñòâå X, òàê è â ïðîñòðàíñòâå
Y (ïîñêîëüêó X ⊂ Y ). Ýòè äâà êîíóñà ìîãóò íå ñîâïàäàòü ïîýòîìó, ïðè
íåîáõîäèìîñòè, êîíóñ Áóëèãàíà â òî÷êå x ê ìíîæåñòâó M â ïðîñòðàí-
ñòâå X áóäåì îáîçíà÷àòü (TxM)X (ñëåäîâàòåëüíî, (TxM)X = TxM ), à â
ïðîñòðàíñòâå Y� (TxM)Y.

Òåîðåìà 1.2 (ñì. [36, ñ. 8] ). Ïóñòü M � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî X.

Ýëåìåíò h ∈ X ïðèíàäëåæèò êîíóñó Áóëèãàíà TxM òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(δi, hi)} òàêàÿ, ÷òî

x + δihi ∈ M, δi → 0+, ‖h− hi‖X → 0.
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Ëåììà 1.2. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A
( ñì. ñ. 23), M � ïîäìíîæåñòâî X, x ∈ M. Òîãäà äëÿ êîíóñà TY

x M ( ñì.
îïðåäåëåíèå 1.2 ) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

(TxM)X ⊂ TY
x M ⊂ (TxM)Y.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü h ∈ (TxM)X. Ïî òåîðåìå 1.2 ñóùåñòâó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(δi, hi)} òàêàÿ, ÷òî

δi → 0+, ‖h− hi‖X → 0 è x + δihi ∈ M.

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ‖h− hi‖Y → 0 (èç
ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ X è Y ), à â ñèëó ñõîäèìîñòè ‖h − hi‖X → 0 èìååì,
÷òî {hi} îãðàíè÷åíà â X. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(δi, hi)},
óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 1.1 è, ñëåäîâàòåëüíî, h ∈ TY

x M.

Åñëè h ∈ TY
x M, òî ïî òåîðåìå 1.1 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{(δi, hi)} òàêàÿ, ÷òî

δi → 0+, ‖h− hi‖Y → 0, x + δihi ∈ M, sup
i
‖hi‖X < +∞.

Â ñèëó òåîðåìû 1.2, ïåðâûõ òðåõ óñëîâèé äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû h ∈
(TxM)Y. ¤

Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè X = Y, òî

(TxM)X = TY
x M = (TxM)Y,

òî åñòü ïðè X = Y êîíóñ TX
x M åñòü êîíóñ Áóëèãàíà (TxM)X.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò óêàçàòü ñâÿçü ìåæäó êàñàòåëüíûìè
íàïðàâëåíèÿìè èç êîíóñà Áóëèãàíà è íàïðàâëåíèÿìè èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.
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Ëåììà 1.3. Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A ( ñì. ñ. 23), è
M � ïîäìíîæåñòâî X. Òîãäà äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ M èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå ⋃

r>0

clY
(
(TxM)X ∩BX[0, r]

) ⊂ TY
x M.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü h ∈ ⋃
r>0

clY
(
(TxM)X ∩ BX[0, r]

)
. Òîãäà

íàéäåòñÿ r > 0, ÷òî h ∈ clY
(
(TxM)X∩BX[0, r]

)
, òî åñòü íàéäåòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {hi} ⊂ (TxM)X, îãðàíè÷åíàÿ ïî íîðìå â X ( sup
i
‖hi‖X 6 r ),

è ñõîäÿùàÿñÿ ê h â Y (‖h− hi‖Y → 0 ). Äëÿ âñÿêîãî hi èìååì ðàâåíñòâî

lim
ε→0+

ρX(x + εhi,M)

ε
= 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà 1/i è hi íàéäåòñÿ δi > 0 òàêîå,
÷òî

ρX(x + δihi,M)

δi
<

1

i
,

ïðè÷åì δi ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî δi+1 < δi è δi → 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîñòðîèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(δi, hi)} òàêóþ, ÷òî δi ∈ R+, hi ∈ X,

δi → 0, ‖hk − h‖Y → 0, ‖hi‖X < r,
ρX(x + δihi, M)

δi
<

1

i
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
lim

ε→0+, BX[0,r]3g→h

ρX(x + εg, M)

ε
= 0.

Ïî ëåììå 1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî h ∈ TY
x M. ¤

Ëåììà 1.4. Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A ( ñì. ñ. 23), è
M � ïîäìíîæåñòâî X. Òîãäà äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ M èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå

TY
x M ⊂ (

TxM
)Y

⋂ (⋃
r>0

clY(BX[0, r])

)
.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü h ∈ TY
x M. Òîãäà ïî ëåììå 1.2 èìå-

åò ìåñòî âêëþ÷åíèå h ∈ (TxM)Y. Ïî òåîðåìå 1.1 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {hi}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ‖h − hi‖Y → 0,

sup
i
‖hi‖X = c < +∞. Ïîýòîìó h ∈ clY BX[0, c].

Ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå

h ∈ (TxM)Y
⋂(

clY BX[0, c]
)
,

äîêàçûâàþùåå ëåììó. ¤
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� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûæèâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(x), x ∈ Rn (2.1)

è íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî M ⊂ Rn. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âû-
æèâàåìîñòè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1 (ñì. [36, ñ. 9] ). Ïóñòü x0 ∈ M. Ðåøåíèå x(t, x0)

ñèñòåìû (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0 âûæèâàåò â ìíîæåñòâå
M, åñëè ñóùåñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî x(t) ∈ M äëÿ âñåõ t ∈ [0, α].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2 (ñì. [36, ñ. 9] ). Ìíîæåñòâî M îáëàäàåò ñâîéñò-
âîì âûæèâàåìîñòè äëÿ ñèñòåìû (2.1), åñëè äëÿ âñÿêîãî x0 ∈ M íàéäåòñÿ
ðåøåíèå x(t, x0) ñèñòåìû (2.1), âûæèâàþùåå â M.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê òåîðåìà Íàãóìî.

Òåîðåìà 2.1 (ñì. [36, ñ. 11] ). Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M ⊂ Rn îáëàäà-
åò ñâîéñòâîì âûæèâàåìîñòè äëÿ ñèñòåìû (2.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ âñåõ x ∈ ∂M âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

f(x) ∈ TxM

ãäå TxM � êîíóñ Áóëèãàíà ê ìíîæåñòâó M â òî÷êå x.

Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ẋ ∈ F (x) ñ ôàçîâûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè èçâåñòíà òåîðåìà (ñì. [40]), äàþùàÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ âûæèâàþùåãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-
÷åíèÿ â ìíîæåñòâå M. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî óñëîâèå ïîõîæå íà óñëîâèå â òåîðå-
ìå Íàãóìî, à èìåííî: äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå èìååò âûæèâàþùåå
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ðåøåíèå â ìíîæåñòâå M åñëè è òîëüêî åñëè âî âñåõ x ∈ ∂M èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

F (x) ∩ TxM 6= ∅,

ãäå TxM � êîíóñ Áóëèãàíà.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê àâòîíîìíîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ ïîñëåäåéñòâèåì ẋ(t) = f(xt). Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàêòîâêîé Í.Í. Êðà-
ñîâñêîãî [20], ïðåäëîæèâøåãî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé, çàäà÷ó âûæèâàíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì ìû áóäåì ôîð-
ìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó âûæèâàíèÿ â çàäàííîì ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, α], ãäå r > 0, α > 0, îáîçíà÷èì xt� îòîáðà-
æåíèå îòðåçêà [0, α] â ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C([−r, 0],Rn),

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

xt(s)
.
= x(t + s), t ∈ [0, α], s ∈ [−r, 0]. (2.2)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì

ẋ = f(xt). (2.3)

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x0 = ϕ, (2.4)

ãäå ϕ ∈ C([−r, 0],Rn).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3 (ñì. [35, ñ. 11] ). Ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.3),
(2.4) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ t → x(t) ∈ Rn, ãäå t ∈ [−r, α],

α > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [−r, 0] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x(t) = ϕ(t) è
äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α] âûïîëíåíî ẋ(t) = f(xt).
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Âìåñòå ñ ñèñòåìîé (2.3) áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîä-
ìíîæåñòâî M ⊂ AC([−r, 0],Rn).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4. Ïóñòü ϕ ∈ M. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå
x(t, ϕ) çàäà÷è Êîøè (2.3), (2.4) âûæèâàåò â ìíîæåñòâå M, åñëè ñóùå-
ñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, α] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå xt ∈ M,

ãäå xt� äâèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå AC([−r, 0],Rn) îïðåäåëåíîå ðàâåíñòâîì
(2.2).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.5. Ìíîæåñòâî M îáëàäàåò ñâîéñòâîì âûæèâà-
åìîñòè äëÿ ñèñòåìû (2.3), åñëè äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ M íàéäåòñÿ ðåøåíèå
x(t, ϕ) çàäà÷è Êîøè (2.3), (2.4), âûæèâàþùåå â M.

Â äàííîé ðàáîòå ñóùåñòâåííîå âíèìàíèå óäåëåíî èññëåäîâàíèþ íåîáõî-
äèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü àâòîíîì-
íàÿ ñèñòåìà (2.3) è ìíîæåñòâî M, ÷òîáû ìíîæåñòâî M áûëî ìíîæåñòâîì
âûæèâàåìîñòè äëÿ (2.3). Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ èçó÷àåòñÿ äëÿ íåàâòîíîìíîé
ñèñòåìû ẋ(t) = f(t, xt). Êðîìå òîãî, â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ çàäà÷è âûæèâà-
íèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì (÷òî ïîçâîëèò â
áóäóùåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è âûæèâàíèÿ äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïî-
ñëåäåéñòâèåì). Âàæíîå âíèìàíèå óäåëåíî òàêæå ðàññìîòðåíèþ ïðèìåðà ñ
ìíîæåñòâîì M, èìåþùèì êîíêðåòíîå ýêîíîìè÷åñêîå ñîäåðæàíèå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à âûæèâàíèÿ èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðè-
ëîæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå ïðåäñòàâëÿåò èíòå-
ðåñ èññëåäîâàíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ êîíêðåòíàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèîíèðóåò â çàðàíåå çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ îïðå-
äåëÿþòñÿ ïëàíîâûì çàäàíèåì è âîçìîæíîñòÿìè ñàìîé ýêîíîìèêè. Ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé ÷àùå âñåãî ïðèâîäèò ê ñîîò-
âåòñòâóþùèì ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñóùåñòâåííî ïðè
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ýòîì, ÷òî ïðè âíèìàòåëüíîì ìîäåëèðîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé ìû
âûíóæäåíû ó÷èòûâàòü âñåãäà ïðèñóòñòâóþùèé â ýêîíîìèêå ýôôåêò çàïàç-
äûâàíèÿ (èíâåñòèöèè, âëîæåííûå â ýêîíîìèêó, ïðèíîñÿò äîõîä íå ñðàçó, à
÷åðåç íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè). Òàêèì îáðàçîì, ìû âûíóæäåíû
ìîäåëèðîâàòü ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåé-
ñòâèåì. Íà âàæíîñòü ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà è àêòóàëüíîñòü çàäà÷è âûæèâà-
íèÿ äâèæåíèÿ xt, ïîðîæäåííîãî ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ ïîñëåäåéñòâèåì îáðàòèëè âíèìàíèå ó÷àñòíèêîâ ãîðîäñêîãî ñåìèíàðà ïî
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïåðìñêèå ìàòåìàòè-
êè Â.Ï. Ìàêñèìîâ [1, ñ. 263] è Ä.Ë. Àíäðèàíîâ [2], [3]. Ïåðâûå èç èçâåñòíûõ
íàì ðàáîò ïî òåîðèè âûæèâàíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ïîñëå-
äåéñòâèåì ïðèíàäëåæàò J.-P. Aubin [36, ãëàâà 6] è Å.Ë. Òîíêîâó [29].

Áëèçêèìè ê çàäà÷àì âûæèâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î ïîñòðîåíèè ñòàáèëü-
íûõ ìîñòîâ â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ ñáëèæåíèÿ-óêëîíåíèÿ. Îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ñòàáèëüíûå ìîñòû ìîæíî ñòðîèòü â òåðìèíàõ êîíóñà Áóëèãàíà
(ñì. ðàáîòó Â.Í. Óøàêîâà [30]). Â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè îïèñàíèÿ ñòàáèëüíûõ
ìîñòîâ â Åêàòåðèíáóðãå (â ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ) ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Á. Êóð-
æàíñêîãî, Ò.Ô. Ôèëèïïîâîé è Â.Í. Óøàêîâà àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ
âûæèâàíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé [14], [15], [16], [24], [25], [34].
Âàæíîå âíèìàíèå â ýòèõ ðàáîòàõ óäåëÿåòñÿ ïîñòðîåíèþ ÿäðà âûæèâàíèÿ è
ðàçðàáîòêå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñòðîèòü ÿäðî âûæèâàíèÿ
äëÿ êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
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� 3. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Â ýòîì ðàçäåëå íàéäåíû óñëîâèÿ (òåîðåìà 3.2), ïðè êîòîðûõ äëÿ çàäàí-
íûõ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X è ôóíêöèè F : X → Y, ïîðîæäàþùåé
óðàâíåíèå

δxt = F (xt), (3.1)

íàéäóòñÿ α > 0 è ðåøåíèå t → xt óðàâíåíèÿ (3.1) óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè
âñåõ t ∈ [0, α] âêëþ÷åíèþ xt ∈ M.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íàì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âûæèâàíèÿ.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A ( ñì. ñ. 23),

è çàäàíû ìíîæåñòâî M â X è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : X → Y.

Ïóñòü äàëåå, äëÿ âñåõ òî÷åê ϕ ∈ M ñóùåñòâóþò ÷èñëî α > 0 è íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå t → xt ∈ M, t ∈ [0, α] òàêîå, ÷òî x0 = ϕ è
δxt = F (xt) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α), òî åñòü ñóùåñòâóåò âûæèâà-
þùåå â M ðåøåíèå (3.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = ϕ.

Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê ϕ ∈ M èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

F (x) ∈ TY
x M.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ϕ ∈ M. Ïî
óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóþò ÷èñëî α > 0 è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
t → xt ∈ M, t ∈ [0, α] òàêîå, ÷òî x0 = ϕ è δxt = F (xt) äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ [0, α), â ÷àñòíîñòè

δx0 = F (ϕ).

Ïî îïðåäåëåíèþ 1.1 âàðèàöèè δxt ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå xt ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå

xε = x0 + εδx0 + r(ε),
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èëè
xε = ϕ + εF (ϕ) + r(ε),

äëÿ ε ∈ [0, ϑ], ϑ ∈ (0, α], è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

lim
ε→0+

‖r(ε)‖Y

ε
= 0, sup

ε>0

∥∥∥∥δx0 +
r(ε)

ε

∥∥∥∥
X

< +∞. (3.2)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òî÷êè ϕ ∈ M è ýëåìåíòà F (ϕ) ∈ Y íàøëîñü îòî-
áðàæåíèå ε → r(ε) ∈ Y òàêîå, ÷òî

ϕ + εF (ϕ) + r(ε) ∈ M,

è èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà (3.2). Ïî îïðåäåëåíèþ 1.2 ïîëó÷àåì, ÷òî F (ϕ)

ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì íàïðàâëåíèåì ê ìíîæåñòâó M â òî÷êå x. Ñëåäîâà-
òåëüíî, èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

F (ϕ) ∈ TY
ϕ M

äëÿ âñåõ ϕ ∈ M. ¤
Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì,

åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ M íàéäåòñÿ ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî
BX[x, r] ∩M � êîìïàêòíî.

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ r(t) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti} â îïðåäå-
ëåíèè 1.2 çàâèñÿò îò òî÷êè x è ýëåìåíòà h. Ïîýòîìó, ïðè íåîáõîäèìîñòè,
ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ çàïèñüþ r(t, x, h) è ti(x, h). Åñëè h = F (x), òî
äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè áóäåì ïèñàòü

r(t, x)
.
= r(t, x, F (x)),

ti(x)
.
= ti(x, F (x)).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A ( ñì. ñ. 23),

è çàäàíû ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî M â X è íåïðåðûâíîå îòî-
áðàæåíèå F : X → Y. Ïóñòü äàëåå:

40



1) äëÿ êàæäîãî x ∈ M èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå F (x) ∈ TY
x M ;

2) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ M âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

sup
i

∥∥∥F (x) +
r(ti(x), x)

ti(x)

∥∥∥
X

< c.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ M ñóùåñòâóþò ÷èñëî α > 0 è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå t → xt ∈ M, t ∈ [0, α] òàêîå, ÷òî x0 = ϕ è δxt = F (xt)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α).

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Òîãäà, äëÿ ëþáîé òî-
÷êè x ∈ M è âñÿêîãî öåëîãî m ñóùåñòâóþò ÷èñëî ε(x,m) ∈ (0, 1/m) è
ýëåìåíò u(x,m) ∈ X òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà:

1) x + ε(x,m)u(x,m) ∈ M ;

2) u(x,m) ∈ BY

[
F

(
BX[x, 1/m]

)
, 1/m

]
;

3) ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì m ôóíêöèÿ x → ε(x,m) îãðàíè÷åíà ñíè-
çó íåêîòîðûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, òî åñòü inf

x∈M
ε(x,m) = ϑm > 0;

4) sup
m∈N, x∈M

‖u(x,m)‖X < +∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü m ∈ N è y ∈ M. Òîãäà èç óñëîâèÿ
F (y) ∈ TY

y M è òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëî δy ∈ (0, 1/m)

è ýëåìåíò hy ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

y + δyhy ∈ M, (3.3)

‖hy − F (y)‖Y <
1

2m
, (3.4)

‖hy‖X < c. (3.5)

Ðàññìîòðèì BX(y, ηy), ãäå y ∈ M, ηy îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì

ηy =
δy

2(k + 1)m
.
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Â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû î ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà M,

íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìî ïðîñòðàíñòâî M êîì-
ïàêòíî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðåñå÷åíèå M ñ íåêî-
òîðûì çàìêíóòûì øàðîì). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ïîêðûòèå
{BX(yj, ηyj

)} ìíîæåñòâà M. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî x ∈ M íàéäåòñÿ j, ÷òî
x ∈ BX(yj, ηyj

). Îáîçíà÷èì

ε(x,m)
.
= δyj

, u(x,m)
.
= hyj

+
yj − x

δyj

.

Äîêàæåì, ÷òî ïàðà ε(x,m) è u(x,m)� èñêîìàÿ äëÿ x è m . Äåéñòâèòåëü-
íî, èç îïðåäåëåíèÿ u(x,m) ïîëó÷àåì

x + ε(x,m)u(x,m) = x + δyj

(
hyj

+
yj − x

δyj

)
= yj + δyj

hyj
.

Èç âêëþ÷åíèÿ (3.3) ñëåäóåò, ÷òî

x + ε(x,m)u(x,m) ∈ M.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.
Äàëåå, èìååì îöåíêó

‖u(x,m)− F (yj)‖Y 6 ‖u(x,m)− hyj
‖Y + ‖hyj

− F (yj)‖Y.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îöåíèì ñâåðõó, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ
u(x,m) è ηyj

:

‖u(x,m)− hyj
‖Y 6 ‖yj − x‖Y

δyj

6 k‖yj − x‖X

δyj

6
kηyj

δyj

6 k

2(k + 1)m
6 1

2m
.

Âòîðîå ñëàãàåìîå èç íåðàâåíñòâà (3.4) îãðàíè÷åíî

‖hyj
− F (yj)‖Y 6 1

2m
.

Ñëåäîâàòåëüíî
‖u(x,m)− F (yj)‖Y 6 1

m
.
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Ïîýòîìó, èç âêëþ÷åíèÿ yj ∈ BX(x, ηyj
) èìååì:

u(x,m) ∈ BY

[
F

(
BX[x, 1/m]

)
, 1/m

]
.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.
Ïóñòü

θm = min
j

δyj
.

Òàê êàê {BX(yj, ηyj
)}� êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà M è êàæäîå ÷èñëî

δyi
> 0, òî θm > 0. Ïîýòîìó, â ñèëó ðàâåíñòâà ε(x,m) = δyi

èìååì

inf
x∈M

ε(x,m) = ϑm > 0.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.
Äëÿ ëþáûõ x è m èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u(x,m)‖X 6 ‖hyj
‖X +

‖yj − x‖X

δyj

,

èç íåðàâåíñòâà (3.5) ñëåäóåò, ÷òî

‖u(x,m)‖X 6 c +
1

2m(k + 1)
,

îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî sup
m∈N, x∈M

‖u(x,m)‖X < +∞. Òàêèì îáðàçîì,
÷åòâåðòîå óòâåðæäåíèå ëåììû òîæå âûïîëíåíî. ¤

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.2.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ϕ ïðîñòðàí-

ñòâà M. Îáîçíà÷èì α = r/c, ãäå r = max
x∈M

‖x− ϕ‖X.

Íà îñíîâàíèè ëåììû 3.1, äëÿ âñÿêîãî m ∈ N ïîñòðîèì öåëîå ÷èñëî j,

êîíå÷íûé íàáîð ÷èñåë εm
1 . . . εm

j ∈ (θm, 1/m) è ýëåìåíòîâ xm
1 . . . xm

j ∈ M,

ãäå
xm

0 = ϕ, xm
i+1 = xm

i + εm
i um

i ,

um
i ∈ BY

[
F

(
BX[xm

i , 1/m]
)
, 1/m

]
, i = 1 . . . j, (3.6)
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ïðè÷åì èíäåêñ j îïðåäåëÿåòñÿ èç íåðàâåíñòâà
j−1∑
i=0

εm
i > α.

Ñîãëàñíî ëåììå 3.1, äëÿ ëþáûõ öåëûõ i è m èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
‖um

i ‖X 6 c. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî i âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå xm
i ∈ BX[ϕ, r].

Äåéñòâèòåëüíî,

‖xm
i − ϕ‖X 6

i−1∑
q=0

‖xm
q+1 − xm

q ‖X =
i−1∑
q=0

εm
i ‖um

q ‖X 6 c

i−1∑
q=0

εm
i = r.

Ïîëîæèì
τm
i

.
= εm

0 + · · ·+ εm
i .

Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [τm
i , τm

i+1] ïîñòðîèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

xm
t

.
= xm

i + (t− τm
i )um

i .

Òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [τm
i , τm

i+1] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖xm
t − xm

i ‖X = (t− τm
i )‖um

i ‖X 6 εm
i ‖um

i ‖X 6 c

m
. (3.7)

Äàëåå, äëÿ âñÿêîãî t ∈ [τm
i , τm

i+1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî δxm
t = um

j ,

ïîýòîìó íà îñíîâàíèè (3.6), (3.7) èìååì, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè t ∈ [0, α]

xm
t ∈ BX(M, c/m), (3.8)

δxm
t ∈ BY

[
F (BX[xm

t , c/m]), 1/m
]
. (3.9)

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé xm
t , m ∈ N óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû Àðöåëà. ßñíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî öåëîãî m îòîáðàæåíèå
t → xm

t ∈ conv M, t ∈ [0, α], ãäå conv M � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà M, äåé-
ñòâóåò èç êîìïàêòà â êîìïàêò.

Äàëåå, ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm
t } ñëåäóåò

èç âêëþ÷åíèÿ (3.8).

44



Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ xm

t . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0.

Òîãäà äëÿ âñÿêèõ t1, t2 ∈ [0, α] òàêèõ, ÷òî |t1 − t2| < ε êîëè÷åñòâî óçëîâ
τm
i ∈ [t1, t2] íå ïðåâîñõîäèò (m + 1)ε. Ñëåäîâàòåëüíî

‖xm
t1
− xm

t2
‖X 6 c(m + 1)ε

m
.

Ïî òåîðåìå Àðöåëà ñóùåñòâóåò äâèæåíèå t → xt ∈ M, t ∈ [0, α] òàêîå,
÷òî ‖xt − xm

t ‖X → 0 ðàâíîìåðíî íà [0, α]. Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà (3.8)
ñëåäóåò, ÷òî xt ∈ M.

Äàëåå, èìååò ìåñòî îöåíêà

‖δxm
t − F (xt)‖Y = ‖um

i − F (xt)‖Y 6 ‖um
i − F (xm

i )‖Y + ‖F (xm
i )− F (xt)‖Y.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç âêëþ÷åíèÿ (3.6) ïîëó÷àåì ‖um
i −F (xm

i )‖Y → 0, òî åñòü
ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê 0 ðàâíîìåðíî ïî t. Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà
(3.7), íåïðåðûâíîñòè F (x) è îöåíêè

‖xt − xm
i ‖X 6 ‖xt − xm

t ‖X + ‖xm
t − xm

i ‖X,

ïîëó÷àåì, ÷òî è âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíîìåðíî ïî t ñòðåìèòñÿ ê 0.

Òåì ñàìûì xm
t → xt è δxm

t → F (xt) ðàâíîìåðíî ïî t.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, α) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî δxt = F (xt).

Ôèêñèðóåì t0 ∈ [0, α). Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà δxt0 = F (xt0) äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆t âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

∥∥∥∥
xt0+∆t − xt0

∆t
− F (xt0)

∥∥∥∥
Y

< ε,

∥∥∥∥
xt0+∆t − xt0

∆t

∥∥∥∥
X

< +∞.

Òàê êàê ‖xm
t − xt‖X → 0 ðàâíîìåðíî ïî t, äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðà-

âåíñòâà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m èìåþò ìåñòî
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íåðàâåíñòâà
∥∥∥∥
xm

t0+∆t − xm
t0

∆t
− F (xt0)

∥∥∥∥
Y

< ε,

∥∥∥∥
xm

t0+∆t − xm
t0

∆t

∥∥∥∥
X

< +∞.

Èç íåïðåðûâíîñòè F (ϕ) èìååì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ η > 0

òàêîå, ÷òî ‖F (ϕ)− F (xt0)‖Y < ε äëÿ âñåõ ‖ϕ− xt0‖X < (4c + 1)η.

Âîçüìåì m äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû 1/m < η è ‖xm
t − xt‖X < 2cη

äëÿ âñåõ t ∈ [0, α), è âîçüìåì ∆t < η.

Íàéäóòñÿ íîìåðà i1 è i2 òàêèå, ÷òî

τm
i1

6 t0 < τm
i1+1 < · · · < τm

i2−1 < t0 + ∆t 6 τm
i2

.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ i1 6 s 6 i2 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

BX[xm
s , 1/m] ⊂ BX[xt0, 4(c + 1)η]. (3.10)

Âñå τm
s , s = i1, . . . , i2 îòëè÷àþòñÿ îò t0 ìåíåå, ÷åì íà 2η. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖xm
s − xt0‖X 6 ‖xm

s − xm
t0
‖X + ‖xm

t0
− xt0‖X < 2cη + 2cη = 4cη.

Òàêèì îáðàçîì, xm
s ∈ BX[xt0, 4cη] è òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî.

Íàïîìíèì, ÷òî íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [τm
s , τm

s+1], s = i1, . . . , i2 − 1,

îòîáðàæåíèå xm
t ëèíåéíî è èìååò âèä

xm
t = xm

ts
+ (t− ts)u

m
s , t ∈ [τm

s , τm
s+1].

Òîãäà, íà îòðåçêå [t0, t0 + ∆t] èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

xm
t − xm

t0
= (t− t0)u

m
i1
, t ∈ [t0, τ

m
i1+1],

xm
t − xm

i1+1 = (t− τm
i1+1)u

m
i1+1, t ∈ [τm

i1+1, τ
m
i1+2],

. . .

xm
t − xm

i2−1 = (t− τm
i2−1)u

m
i2−1, t ∈ [τm

i2−1, t0 + ∆t].
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Ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ âñåõ um
i èìååò ìåñòî îöåíêà

‖um
i ‖X 6 c.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ t ∈ [τi, τi+1] âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖xm
t − xm

i ‖X 6 c(t− τi),

ñëîæèâ êîòîðûå, ïîëó÷èì

‖xm
t − xm

t0
‖X 6 c(t− t0).

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà t− t0 è îáîçíà÷èâ ∆t = t− t0, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
∥∥∥∥
xm

t0+∆t − xm
t0

∆t

∥∥∥∥
X

< c

äëÿ âñåõ ∆t < η. Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó m → +∞, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
∥∥∥∥
xt0+∆t − xt0

∆t

∥∥∥∥
X

< c.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå íåðàâåíñòâî èç îïðåäåëåíèÿ δxt âûïîëíåíî.
Äîêàæåì, ÷òî ïåðâîå òàêæå èìååò ìåñòî. Äëÿ âñåõ i1 6 s 6 i2 − 1 ïî

îïðåäåëåíèþ um
s èìååì

um
s ∈ BY

[
F

(
BX[xm

s , 1/m]
)
, 1/m

]
,

òî åñòü íàéäåòñÿ y ∈ BX[xm
s , 1/m] òàêîå, ÷òî

‖um
s − F (y)‖Y 6 1/m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç âêëþ÷åíèÿ (3.10) èìååì, ÷òî y ∈ BX[xt0, 4(c + 1)η] è
ïî ïîñòðîåíèþ η ïîëó÷àåì

‖F (y)− F (xt0)‖Y < ε.

47



Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ um
s âûïîëíåíî

‖um
s − F (xt0)‖Y 6 ‖um

s − F (y)‖Y + ‖F (y)− F (xt0)‖Y 6 1/m + ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå íåðàâåíñòâà

‖xm
t − xm

s − (t− τm
s )F (xt0)‖Y = (t− τm

s )‖um
s −F (xt0)‖Y 6 (t− τm

s )(1/m + ε)

ìîæíî ñëîæèòü è ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m è ∆t < η èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖xm
t0+∆t − xm

t0
− ∆tF (xt0)‖Y 6 ∆t(1/m + ε).

Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïî m è ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà ∆t, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ
îöåíêó ∥∥∥∥

xt0+∆t − xt0

∆t
− F (xt0)

∥∥∥∥
Y

< ε.

¤
Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3.2 îòîáðàæåíèå F : X → Y ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ íåïðåðûâíûì íà ïðîñòðàíñòâå X. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà
îòîáðàæåíèå F : X → Y íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî çàìêíóòîñòè îòîáðàæåíèÿ F. Íàïî-
ìíèì îïðåäåëåíèå çàìêíóòîãî îòîáðàæåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1 (ñì. [27, ñ. 276] ). Îòîáðàæåíèå F : X → Y íà-
çûâàåòñÿ çàìêíóòûì îòîáðàæåíèåì, åñëè ãðàôèê Γ(F ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì ìíîæåñòâîì, ãäå ãðàôèê Γ(F )� ìíîæåñòâî ïàð âèäà

Γ(F )
.
= {(σ, F (σ)) : σ ∈ D(F )},

à D(F ) ⊂ X� îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå F : X → Y ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì åñëè è
òîëüêî åñëè èç óñëîâèé

‖σi − σ‖X → 0, {σi} ⊂ D(F ),

‖F (σi)− f‖Y → 0, f ∈ Y

ñëåäóåò, ÷òî σ ∈ D(F ) è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî F (σ) = f.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A ( ñì. ñ. 23),

è çàäàíî çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå F : X → Y ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
D(F ). Ïóñòü äàëåå, çàäàíî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî M â D(F )

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) äëÿ êàæäîãî x ∈ M èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå F (x) ∈ TY

x M ;

2) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ M âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

sup
i

∥∥∥F (x) +
r(ti(x), x)

ti(x)

∥∥∥
X

< c.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ M ñóùåñòâóþò ÷èñëî α > 0 è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå t → xt ∈ M, t ∈ [0, α] òàêîå, ÷òî x0 = ϕ è δxt = F (xt)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû óòâåðæäåíèå ëåììû 3.1
îñòàåòñÿ âåðíûì è åå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíå-
íèé. Ïîïðàâêè â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû ïðîèñõîäÿò â ìåñòàõ, ãäå èñïîëü-
çóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ F, ïîíèìàåìàÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
äëÿ âñÿêèõ x̂ ∈ D(F ) è ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî èç óñëîâèé
‖x− x̂‖X < δ x ∈ D(F ) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ‖F (x)− F (x̂)‖Y < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî ñàìîé òåîðåìû äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 3.2. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà M,

òàê êàê âñå ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ñîõðàíÿþòñÿ. ¤
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Ãëàâà 2

Çàäà÷à âûæèâàíèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ
ïîñëåäåéñòâèåì

� 4. Çàäà÷à âûæèâàíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè

τ → x(τ) ∈ Rn, τ ∈ [−r, ϑ], r > 0, ϑ > 0

îáîçíà÷èì
xt(s)

.
= x(t + s), s ∈ [−r, 0], t ∈ [0, ϑ].

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

X = AC([−r, 0],Rn), Y = L1([−r, 0],Rn)× Rn.

Íîðìû ‖ · ‖X è ‖ · ‖Y ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

‖ϕ‖X = sup
s∈[−r,0]

|ϕ(s)|+
∫ 0

−r

|ϕ̇(s)|ds,

‖(ϕ, b)‖Y = max{
∫ 0

−r

|ϕ(s)|ds, |b|}.
Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå A îçíà÷àåò âêëþ÷åíèå X ⊂ Y è âûïîëíåíèå

íåðàâåíñòâà sup
ϕ∈X,ϕ 6=0

‖ϕ‖Y

‖ϕ‖X
< +∞. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíò ϕ ∈ X, êàê ïàðó

(ϕ(·), ϕ(0)) ∈ X̃,
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ãäå
X̃

.
= {(ϕ(·), b) ∈ AC([−r, 0],Rn)× Rn : b = ϕ(0)}

ñ íîðìîé
‖(ϕ(·), b)‖X̃ = max{‖ϕ‖X, |b|}.

Â äàëüíåéøåì áóäåì îòîæäåñòâëÿòü X è X̃. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàí-
ñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà Y è òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

sup
ϕ∈X,ϕ6=0

‖ϕ‖Y

‖ϕ‖X
< +∞ âûïîëíåíî.

Ïóñòü èìååòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì

ẋ(t) = f(xt), x0 = ϕ. (4.1)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòîáðàæåíèå F : X → Y, îïðåäåëåííîå ðàâåí-
ñòâîì

F (σ)
.
= (σ̇(·), f(σ))

è âìåñòå ñ çàäà÷åé (4.1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó

δxt = F (xt), x0 = ϕ. (4.2)

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Ðåøåíèåì çàäà÷è (4.2) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-
íèå t → xt ∈ X, t ∈ [0, α), α > 0 òàêîå, ÷òî x0 = ϕ, îòîáðàæåíèå xt

àáñîëþòíî íåïðåðûâíî íà ëþáîì îòðåçêå [0, β], β < α è äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ [0, α) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî δxt = F (xt).

Ôîðìóëèðóåìûå íèæå äâå ëåììû óñòàíàâëèâàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿìè çàäà÷ (4.2) è (4.1).

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, α), α > 0
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1). Òîãäà îòîáðàæåíèå

t → xt ∈ X, t ∈ [0, α),

ïîñòðîåííîå ïî ïðàâèëó

xt(s)
.
= x(t + s), t ∈ [0, α), s ∈ [−r, 0],

èìååò äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α) âàðèàöèþ δxt è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (4.2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå t → xt ∈ X, ãäå
t ∈ [0, α). Ïî îïðåäåëåíèþ, âàðèàöèÿ δxt îòîáðàæåíèÿ t → xt, ýòî ïàðà

δxt = (σ, b) ∈ L1[−r, 0]× Rn

òàêàÿ, ÷òî
lim
ε→0

∥∥xt+ε − xt

ε
− δxt

∥∥
Y

= 0,

ãäå ∥∥xt+ε − xt

ε
− δxt

∥∥
Y

=

= max
{∥∥xt+ε − xt

ε
(·)− σ(·)

∥∥
L1([−r,0],Rn),

∣∣xt+ε(0)− xt(0)

ε
− b

∣∣}.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

σ(s) = lim
ε→0+

xt+ε(s)− xt(s)

ε

è
b = lim

ε→0+

xt+ε(0)− xt(0)

ε
.

Äëÿ âñåõ s < 0, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ε ñïðàâåäëèâî s + ε < 0, ïîýòîìó

σ(s) = lim
ε→0+

xt(s + ε)− xt(s)

ε
= ẋt(s).

äëÿ ïî÷òè âñåõ s ∈ [−r, 0].
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Äëÿ b, ïî îïðåäåëåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.1) (ñì. [35, ñ. 51]), èìååì

b = lim
ε→0+

x(t + ε)− x(t)

ε
= lim

ε→0+

x(t) +

∫ t+ε

t

f(xs)ds− x(t)

ε
= f(xt)

ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α).

Òàêèì îáðàçîì,
δxt = (ẋt(s), f(xt))

ïî÷òè âñþäó íà [0, α). ¤

Ëåììà 4.2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå

t → yt, t ∈ [0, α), α > 0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.2). Òîãäà îòîáðàæåíèå

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, α),

ãäå
x(s) = ϕ(s), s ∈ [−r, 0], x(t) = yt(0), t ∈ [0, α)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïî÷òè âñþäó íà èíòåðâàëå [0, α) èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

δyt = F (yt) = (ẏt, f(yt)) ∈ Y.

Ïî îïðåäåëåíèþ âàðèàöèè δyt ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
ε→0+

∥∥∥∥
(yt+ε(·), yt+ε(0))− (yt(·), yt(0))

ε
− (ẏt(·), f(yt))

∥∥∥∥
Y

= 0.

Îòêóäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

lim
ε→0

∫ 0

−r

∣∣∣∣
yt+ε(s)− yt(s)

ε
− ẏt(s)

∣∣∣∣ ds = 0 (4.3)
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è
lim
ε→0

∣∣∣∣
yt+ε(0)− yt(0)

ε
− f(yt)

∣∣∣∣ = 0. (4.4)

äëÿ ïî÷òè t ∈ [0, α).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, 0], ïîñòðîåííîå ïî
ïðàâèëó

x(s) = ϕ(s), s ∈ [−r, 0], x(t) = yt(0), t ∈ [0, α).

Äëÿ x(t) èç ðàâåíñòâà (4.4) ïîëó÷àåì, ÷òî

ẋ(t) = lim
ε→0+

yt+ε(0)− yt(0)

ε
= f(yt).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ëåììû òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâî

ẋ(t) = f(xt),

ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ s ∈ [−r, 0] âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî yt(s) = xt(s). Ïî îïðåäåëåíèþ xt íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî

x(t + s) = yt(s).

Èç îïðåäåëåíèÿ x(t) ñëåäóåò, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

yt+s(0) = yt(s).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ y(t, s)
.
= yt(s), ãäå t ∈ [0, α),

s ∈ [−r, 0]. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ y(t, s) ïîñòîÿííà âäîëü îòðåçêîâ s+t =

const, s ∈ [−r, 0], t ∈ [0, α).

Èç ðàâåíñòâà (4.3) ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
ε→0

yt+ε(s)− yt(s)

ε
= ẏt(s)

äëÿ ïî÷òè âñåõ s ∈ [−r, 0]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê

(t, s) ∈ [0, α)× [−r, 0)
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èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ
∂y(t, s)

∂t
= lim

ε→0+

y(t + ε, s)− y(t, s)

ε
= lim

ε→0+

yt+ε(s)− yt(s)

ε
= ẏt(s) =

= lim
ε→0+

yt(s + ε)− yt(s)

ε
= lim

ε→0+

y(t, s + ε)− y(t, s)

ε
=

∂y(t, s)

∂s
.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ôóíêöèþ y(t, const−t) ïîëó÷èì
d

dt
y(t, const−t) =

∂y(t, s)

∂t

∣∣∣∣
s=const−t

+
∂y(t, s)

∂s

∣∣∣∣
s=const−t

d(const−t)

dt
=

=
∂y(t, s)

∂t

∣∣∣∣
s=const−t

− ∂y(t, s)

∂s

∣∣∣∣
s=const−t

= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ y(t, const−t) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.
Ïîêàæåì, ÷òî yt+τ(s) = yt+s(τ) äëÿ âñåõ s, τ ∈ [−r, 0). Èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà

ẏt+s(τ) = lim
ε→0+

yt+s(τ + ε)− yt+s(τ)

ε
= lim

ε→0+

yt+τ+ε(s)− yt+τ(s)

ε
= ẏt+τ(s).

Òàê êàê yt+s(τ) ∈ AC[−r, 0], òî

yt+s(0) =

∫ 0

s

ẏt+s(τ)dτ + yt+s(s).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

yt(s) =

∫ 0

s

ẏt+τ(s)dτ + yt+s(s)

è ïîýòîìó yt+s(0) = yt(s). ¤
Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.2 è ëåìì 4.2, 4.1, ìîæíî ñôîð-

ìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûæèâàíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì.

Òåîðåìà 4.1. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî M ⊂ X. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî äâèæåíèå t → xt ∈ M , ïî-
ðîæäåííîå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ çàïàçäûâàíèåì ẋ(t) = f(xt)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = ϕ ∈ M, äîcòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîé òî÷-
êè σ ∈ M âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå F (σ) ∈ TY

σ M, ãäå F (σ) = (σ̇(s), f(σ)).

55



Âîçüìåì òåïåðü, â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâ

X = C([−r, 0],Rn), Y = L1([−r, 0],Rn)× Rn.

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå σ → F (σ) ∈ Y, σ ∈ X, äåéñòâóþùåå ïî
ïðàâèëó

F (σ) = (σ̇, f(σ))

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü çàìêíóòîñòü îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ F0, êàê îòîáðàæåíèÿ äåéñòâóþùåãî èç C([−r, 0],Rn) â L1([−r, 0],Rn)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(F0) = AC([−r, 0],Rn).

Ëåììà 4.3. Ïóñòü F0 äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà C([−r, 0],Rn) â
ïðîñòðàíñòâî L1([−r, 0],Rn) ïî ïðàâèëó

(F0σ)(t)
.
= σ̇(t), t ∈ [−r, 0], σ ∈ D(F0),

ãäå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé D(F0) = AC([−r, 0],Rn). Òîãäà ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìêíóòîñòü F0 îçíà÷àåò, ÷òî èç óñëîâèé

‖σn − σ̂‖C([−r,0],Rn) → 0

è
‖F0(σn)− f‖L1([−r,0],Rn) → 0

ñëåäóåò, ÷òî (σ̂, f) ∈ Γ(F0) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, F0(σ̂) = f.

Îáîçíà÷èì
ϕn

.
= F0(σn) = σ̇n.
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Èç ñâîéñòâ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

σn(t) = σn(−r) +

∫ t

−r

ϕn(s)ds.

Íàì òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâî

σ̂(t) = σ̂(−r) +

∫ t

−r

f(s)ds.

Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî (ñ ó÷åòîì âêëþ÷åíèÿ f ∈ L1([−r, 0],Rn) ), ÷òî
σ ∈ AC([−r, 0],Rn). Èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî f ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé σ̂ è, ñëåäîâàòåëüíî, (σ, f) ∈ Γ(F0).

Îöåíèì íîðìó ðàçíîñòè

|σ̂(t)− σ̂(−r)−
∫ t

−r

f(s)ds| 6 |σ̂(t)− σn(t)|+ |σn(t)− σ̂(−r)−
∫ t

−r

f(s)ds|.

Ïî îïðåäåëåíèþ σn è ϕn, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

σn(t) = σn(−r) +

∫ t

−r

ϕn(s)ds,

ïîýòîìó, âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

|σn(t)− σ̂(−r)−
∫ t

−r

f(s)ds| 6 |σn(−r)− σ̂(−r)|+
∫ t

−r

|ϕn(s)− f(s)|ds.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|σ̂(t)− σ̂(−r)−
∫ t

−r

f(s)ds| 6

6 |σ̂(t)− σn(t)|+ |σn(−r)− σ̂(−r)|+
∫ t

−r

|ϕn(s)− f(s)|ds.

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñõîäÿòñÿ ê 0 â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè σn ê
σ̂. Èç ñõîäèìîñòè ϕn ê f â L1([−r, 0],Rn) è îöåíêè

∫ t

−r

|ϕn(s)− f(s)|ds 6
∫ 0

−r

|ϕn(s)− f(s)|ds
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ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ê 0 òðåòüåãî ñëàãàåìîãî. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü íåðà-
âåíñòâà ìîæåò ñòàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé, ÷òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî

|σ̂(t)− σ̂(−r)−
∫ t

−r

f(s)ds| = 0

äëÿ âñåõ t ∈ [−r, 0]. ¤
Èç ýòîé ëåììû, òåîðåìû (3.3) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå, äàþùåå äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ âûæèâàåìîñòè äëÿ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì è ìíîæåñòâà,
çàäàííîãî â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, ëîêàëüíî êîìïàêòíîå â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôó-
íêöèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî äâèæåíèå t → xt ∈ M , ïîðî-
æäåííîå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ çàïàçäûâàíèåì ẋ(t) = f(xt) è
íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = ϕ ∈ M, äîcòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîé òî÷êè
σ ∈ M âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå F (σ) ∈ TY

σ M, ãäå F (σ) = (σ̇(s), f(σ)).
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� 5. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñëåäåéñòâèåì
è îäíèì îãðàíè÷åíèåì

Ïóñòü
X

.
= AC([−r, 0],Rn), Y

.
= L1([−r, 0],Rn)× Rn

è ìíîæåñòâî M çàäàíî â X óðàâíåíèåì

M
.
= {ϕ ∈ X : a(ϕ) = 0},

ãäå îòîáðàæåíèå a : X → R èìååò âèä

a(ϕ)
.
= β(ϕ(0)) +

∫ 0

−r

α(s, ϕ(s))ds,

β : Rn → R è α : R× Rn → R� íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: β′(x)|x=x0

� ãðàäèåíò ôóíêöèè β(x) â
òî÷êå x0, òî åñòü

β′(x)|x=x0

.
=

(
∂β(x)

∂x1
, . . . ,

∂β(x)

∂xn

)∣∣∣∣
x=x0

,

è ñîîòâåòñòâåííî

αx
′(t, x)|x=x0

.
=

(
∂α(t, x)

∂x1
, . . . ,

∂α(t, x)

∂xn

)∣∣∣∣
x=x0

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈·, ·〉 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ β : Rn → R íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé
ïðîèçâîäíîé β′(x) íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn. Ôóíêöèÿ α : R × Rn → R
íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé αx

′(t, x) íà âñåì ïðîñòðàíñòâå
R× Rn. Òîãäà îòîáðàæåíèå a : X → R, ãäå

a(ϕ)
.
= β(ϕ(0)) +

∫ 0

−r

α(s, ϕ(s))ds
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äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå âî âñåõ òî÷êàõ ϕ̂ ∈ X è ïðîèçâîäíàÿ

a′(ϕ̂)[·] : X → R

äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

a′(ϕ̂)[ψ] = 〈β′(x)|x=ϕ̂(0), ψ(0)〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ϕ ∈ X.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îòîáðàæåíèÿ a : X → R â òî÷êå ϕ ïî íàïðàâëå-
íèþ ψ ∈ X

a′(ϕ)[ψ]
.
= lim

ε→0+

a(ϕ + εψ)− a(ϕ)

ε
= lim

ε→0+

1

ε

(
β(ϕ(0) + εψ(0))− β(ϕ(0))

)
+

+ lim
ε→0+

1

ε

(∫ 0

−r

α(s, ϕ(s) + εψ(s))ds−
∫ 0

−r

α(s, ϕ(s))ds
)
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ β(x) äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ Rn,

èìååì ðàâåíñòâî

lim
ε→0+

1

ε

(
β(ϕ(0) + εψ(0))− β(ϕ(0))

)
= 〈β′(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉.

Èç íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè α(t, x) ïî x ñëåäóåò, ÷òî ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó:

lim
ε→0+

1

ε

(∫ 0

−r

α(s, ϕ(s) + εψ(s))ds−
∫ 0

−r

α(s, ϕ(s))ds
)

=

= lim
ε→0+

∫ 0

−r

1

ε
(α(s, ϕ(s)+εψ(s))−α(s, ϕ(s)))ds =

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds.

Òàêèì îáðàçîì,

a′(ϕ)[ψ] = 〈β′(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ϕ ∈ X îòîáðàæåíèå

a′(ϕ)[·] : X → R
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ëèíåéíî è íåïðåðûâíî, òî åñòü a′(ϕ)[·] ∈ X∗.

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

ϕ → a′(ϕ)[·],

íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå ϕ̂, êàê îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç X â X∗.

Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû â X∗ èìååì ðàâåíñòâî

‖a′(ϕ̂)− a′(ϕ)‖X∗
.
= sup

‖ψ‖X=1
|a′(ϕ̂)[ψ]− a′(ϕ)[ψ]|.

Îöåíèì íîðìó ðàçíîñòè

|a′(ϕ̂)[ψ]− a′(ϕ)[ψ]| =
∣∣〈β′(x)|x=ϕ̂(0) − β′(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉+

+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s) − αx

′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds
∣∣ 6

6
∣∣〈β′(x)|x=ϕ̂(0) − β′(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉

∣∣+

+

∫ 0

−r

∣∣〈αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s) − α′x′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉

∣∣ds.

Íàïîìíèì, ÷òî X åñòü ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà ‖ψ‖X = 1 ñëåäóåò, ÷òî |ψ(s)| 6 1 äëÿ âñåõ s ∈ [−r, 0].

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îöåíèòü ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñëåäóþùèì
îáðàçîì
∣∣〈β′(x)|x=ϕ̂(0) − β′(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉

∣∣ 6
∣∣β′(x)|x=ϕ̂(0) − β′(x)|x=ϕ(0)

∣∣ · |ψ(0)| 6

6
∣∣β′(x)|x=ϕ̂(0) − β′(x)|x=ϕ(0)

∣∣

è ∫ 0

−r

∣∣〈αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s) − αx

′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉
∣∣ds 6

6
∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s) − αx

′(s, x)|x=ϕ(s)
∣∣ · |ψ(s)|ds 6
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6
∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s) − αx

′(s, x)|x=ϕ(s)
∣∣ds.

Ýòè íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû äëÿ âñåõ ‖ψ‖X = 1, ñëåäîâàòåëüíî, íîðìà
ðàçíîñòè ‖a′(ϕ̂)− a′(ϕ)‖X∗ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖a′(ϕ̂)− a′(ϕ)‖X∗ = sup
‖ψ‖X=1

|a′(ϕ̂)[ψ]− a′(ϕ)[ψ]| 6

6
∣∣β′(x)|x=ϕ̂(0) − β′(x)|x=ϕ(0)

∣∣ +

∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s) − αx

′(s, x)|x=ϕ(s)
∣∣ds.

Èç ñõîäèìîñòè ‖ϕ̂ − ϕ‖X → 0 ñëåäóåò, ÷òî ϕ̂(s) → ϕ(s) ðàâíîìåðíî íà
îòðåçêå [−r, 0]. Â ñèëó íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè β(x) èìååì,
÷òî

|β′(x)|x=ϕ̂(0) − β′(x)|x=ϕ(0)| → 0,

ïðè ‖ϕ̂− ϕ‖X → 0.

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè α(t, x) (αx
′(·, ·)� íåïðåðûâíà ïî (t, x) è íà êàæäîì

êîìïàêòå G ∈ R×Rn îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé) ñëåäóåò, ÷òî ïîä çíàêîì èí-
òåãðàëà ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó (òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ñì. [19,
ñ. 276]):

lim
ϕ̂→ϕ

∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s) − αx

′(s, x)|x=ϕ(s)
∣∣ds =

=

∫ 0

−r

lim
ϕ̂→ϕ

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s) − αx

′(s, x)|x=ϕ(s)
∣∣ds = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ÷òî

‖a′(ϕ̂)− a′(ϕ)‖X∗ → 0

ïðè ‖ϕ̂− ϕ‖X → 0.

Ïî òåîðåìå î ñèëüíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè (ñì. [18, ñ. 36]) ïîëó÷àåì,
÷òî îòîáðàæåíèå a : X → R äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå â êàæäîé òî÷êå
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ϕ̂ ∈ X è ýòà ïðîèçâîäíàÿ a′(ϕ̂)[·] : X → R äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

a′(ϕ̂)[ψ] = 〈β′(x)|x=ϕ̂(0), ψ(0)〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds.

¤

Ëåììà 5.2. Ïóñòü

M
.
= {ϕ ∈ X : a(ϕ) = 0},

ãäå îòîáðàæåíèå a : X → R åñòü

a(ϕ)
.
= β(ϕ(0)) +

∫ 0

−r

α(s, ϕ(s))ds,

ôóíêöèè β(x) : Rn → R è α(t, x) : R × Rn → R íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìû ïî x. Òîãäà âî âñåõ òî÷êàõ ϕ̂ ∈ M, â êîòîðûõ âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

∣∣β′(x)|x=ϕ̂(0)
∣∣ +

∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s)

∣∣ ds 6= 0,

êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tϕ̂M èìååò âèä

Tϕ̂M = {ψ ∈ X : 〈β′(x)|x=ϕ̂(0), ψ(0)〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds = 0}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ ϕ̂ ∈ X òàêèõ, ÷òî
∣∣β′(x)|x=ϕ̂(0)

∣∣ +

∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s)

∣∣ ds 6= 0

îòîáðàæåíèå a′(ϕ̂)[·] : X → R ñþðüåêòèâíî, òî åñòü Im a′(ϕ̂)[·] = R. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî óêàçàòü õîòÿ áû îäíî ψ ∈ X òàêîå, ÷òî a′(ϕ̂)[ψ] 6= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêîå ψ ñóùåñòâóåò, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ ∈ R
ïîëó÷èì

a′(ϕ̂)[λψ] = λa′(ϕ̂)[ψ],
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî a′(ϕ̂)[·] ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç R.

Ïóñòü ∣∣β′(x)|x=ϕ̂(0)
∣∣ 6= 0.

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè α(t, x) èìååì, ÷òî |αx
′(t, x)| îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå

{(s, ϕ̂(s))}s∈[−r,0] íåêîòîðîé êîíñòàíòîé (â ñèëó òîãî, ÷òî {(s, ϕ̂(s))}s∈[−r,0]

êîìïàêòíî â R×Rn ). Â êà÷åñòâå ψ ∈ X âîçüìåì àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ, òàêóþ, ÷òî

ψ(0) = β′(x)|x=ϕ̂(0),

ψ(s) = 0, s ∈ [−r,−ε], ε > 0.

Ïîëó÷àåì

a′(ϕ̂)[ψ] =
∣∣β′(x)|x=ϕ̂(0)

∣∣2 +

∫ 0

−ε

〈αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds.

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s) è ψ(s) ìîæíî âûáðàòü ε äîñòàòî÷íî

ìàëåíüêèì, ÷òîáû
∣∣∣∣
∫ 0

−ε

〈αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds

∣∣∣∣ <

∣∣β′(x)|x=ϕ̂(0)
∣∣2

2
.

Òàêèì îáðàçîì

a′(ϕ̂)[ψ] >
∣∣β′(x)|x=ϕ̂(0)

∣∣2 −
∣∣β′(x)|x=ϕ̂(0)

∣∣2
2

=

∣∣β′(x)|x=ϕ̂(0)
∣∣2

2
> 0.

Ïóñòü ∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s)

∣∣ ds 6= 0.

Èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî
∫ −ε

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s)

∣∣ ds 6= 0.

Íàéäåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ íà [−r,−ε] ôóíêöèÿ ψ̂(s), òàêàÿ, ÷òî
∫ −ε

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ̂(s)〉ds > 0.
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Îïðåäåëèì àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ψ íà îòðåçêå [−r, 0] ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: ψ(s) = ψ̂(s), s ∈ [−r,−ε], ψ(0) = 0, íà îòðåçêå [−ε, 0]

ëèíåéíà.
Ïîëó÷àåì, ÷òî

a′(ϕ)[ψ] = 〈β′(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds =

=

∫ −ε

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds +

∫ 0

−ε

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds.

Ìîæíî âûáðàòü ε òàê ÷òîáû
∣∣
∫ 0

−ε

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds

∣∣ <
1

2

∫ −ε

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì, ÷òî

a′(ϕ)[ψ] >
1

2

∫ −ε

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds > 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ϕ ∈ M, òî åñòü a(ϕ) = 0. Åñëè èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

∣∣β′(x)|x=ϕ(0)
∣∣ +

∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ(s)

∣∣ ds 6= 0,

òî â ýòîé òî÷êå âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ëþñòåðíèêà (ñì. [18, ñ. 41])
(a(ϕ) ñèëüíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå è Im a′(ϕ̂)[·] = R ). Ñëåäî-
âàòåëüíî

TϕM = Ker a′(ϕ̂)[·] =

= {ψ ∈ X : 〈β′(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds = 0}.

¤
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñëåäåéñòâèåì

ẋ(t) = f(xt), (5.1)
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ãäå x ∈ Rn, f : C([−r, 0],Rn) → Rn)� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, è íà÷àëüíîå
óñëîâèå

x0 = ϕ, (5.2)

ãäå ϕ ∈ X. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûæèâàíèÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1), (5.2) â ìíîæåñòâå, çàäàííîì îäíèì óðàâíåíèåì.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü

M
.
= {ϕ ∈ X : a(ϕ) = 0},

ãäå îòîáðàæåíèå a : X → R åñòü

a(ϕ)
.
= β(ϕ(0)) +

∫ 0

−r

α(s, ϕ(s))ds,

ôóíêöèè β : Rn → R è α : R× Rn → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî
x. Ïóñòü äàëåå, äëÿ ìíîæåñòâà M âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) âî âñåõ òî÷êàõ ϕ ∈ M âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
∣∣β′(x)|x=ϕ(0)

∣∣ +

∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ(s)

∣∣ ds 6= 0;

2) âî âñåõ òî÷êàõ ϕ ∈ M âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈β′(x)|x=ϕ(0), f(ϕ)〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ϕ̇(s)〉ds = 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê ϕ ∈ M, ñ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé,
ñóùåñòâóþò ÷èñëî ϑ > 0 è îòîáðàæåíèå t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, ϑ]

ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5.1), (5.2) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, ϑ]

âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
xt ∈ M.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà W (l, c),

ãäå l > 0, c > 0,

W (l, c)
.
= {ϕ ∈ X : sup

s∈[−r,0]
|ϕ(s)| 6 l, vraisup

s∈[−r,0]
|ϕ̇| 6 c}.
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Âñå ìíîæåñòâà W (l, c) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâ-
íû, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Àðöåëà, îíè ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî êîì-
ïàêòíûìè â ïðîñòðàíñòâå C([−r, 0],Rn).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà W (l, c) ⊂ C([−r, 0],Rn) çàìêíóòû.
Ïóñòü {ϕi} ⊂ W (l, c) è ϕi → ϕ â C([−r, 0],Rn), òî åñòü

sup
s∈[−r,0]

|ϕi(s)− ϕ(s)| → 0, i → +∞.

Äëÿ ëþáîãî i è ëþáûõ s1, s2 ∈ [−r, 0] â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ïðîèçâîäíîé

vraisup
s∈[−r,0]

|ϕ̇| 6 c

èìååì, ÷òî
|ϕi(s2)− ϕi(s1)| = |

∫ s2

s1

ϕ̇i(s)ds| 6 c|s2 − s1|.

Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó i → +∞ ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáûõ s1, s2 ∈ [−r, 0]

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|ϕ(s2)− ϕ(s1)| 6 c|s2 − s1|,

òî åñòü ϕ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Äëÿ âñÿêèõ i, t ∈ [−r, 0] è ε ∈ R òàêèõ, ÷òî s + ε ∈ [−r, 0] èìååì

íåðàâåíñòâî
ϕi(s + ε)− ϕi(s)

ε
=

1

ε

∫ s+ε

s

ϕ̇i(τ)dτ 6 c.

Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó i → +∞ ïîëó÷àåì, äëÿ âñÿêèõ i, s ∈ [−r, 0] è ε ∈ R
òàêèõ, ÷òî s + ε ∈ [−r, 0] èìååì íåðàâåíñòâî

ϕ(s + ε)− ϕ(s)

ε
6 c.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è òàê êàê ôóíêöèÿ ϕ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ñëåäóåò,
÷òî ïðåäåë

lim
ε→0

ϕ(s + ε)− ϕ(s)

ε
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ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó íà [−r, 0] è

ϕ̇(s) 6 c

äëÿ ïî÷òè âñåõ s ∈ [−r, 0]. Ïîëó÷èëè, ÷òî ϕ ∈ W (l, c).

Èç íåïðåðûâíîñòè a(ϕ) ñëåäóåò, ÷òî M � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
ìíîæåñòâà

M(l,c)
.
= M ∩W (l, c)

êîìïàêòíû äëÿ âñåõ l > 0, c > 0.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ϕ ∈ M òàêîå, ÷òî

vraisup
s∈[−r,0]

|ϕ̇(s)| < +∞.

Îáîçíà÷èì

q
.
= vraisup

s∈[−r,0]
|ϕ̇(s)|+ 1, p

.
= sup

s∈[−r,0]
|ϕ(s)|+ 1.

Ìíîæåñòâî M(q,p)� êîìïàêòíî è

ϕ ∈ M(q,p).

Çàìåòèì, ÷òî
⋃
c>0

W (l, c) âñþäó ïëîòíî â øàðå BS[0, l], ïîýòîìó

TϕM = Tϕ

(
M ∩

⋃
c>0

W (q, c)
)

= Tϕ

⋃
c>0

M(q, c).

Èç ëåììû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî
⋃
c>0

clY
(
TxM ∩BX[0, r]

) ⊂ TY
x M.

Èç ëåììû 5.2 ñëåäóåò, ÷òî

TϕM = {ψ ∈ X : 〈β′(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds = 0}.
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Òîãäà, äëÿ âñÿêîãî c > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

clY
(
TxM ∩BX[0, c]

)
= {(ψ, b) ∈ Y : vraisup

s∈[−r,0]
|ψ(s)| 6 c,

〈β′(x)|x=ϕ(0), b〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds = 0}.

Ïî óñëîâèþ ëåììû âî âñåõ òî÷êàõ ϕ ∈ M[p,q] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈β′(x)|x=ϕ(0), f(ϕ)〉+

∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ϕ̇(s)〉ds = 0.

Èç îöåíêè vraisup
s∈[−r,0]

|ϕ̇(s)| < q, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ϕ ∈ M[p,q] âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå

F (ϕ) ∈ clY
(
TxM ∩BX[0, q]

) ⊂ TY
x M,

ãäå
F (ϕ) = (ϕ̇(·), f(ϕ)).

Èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòà ϑ > 0 è îòîáðàæåíèå
t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, 0] ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5.1), (5.2) òàêèå,
÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [−r, 0] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

xt ∈ M.

¤
Â ðàáîòå Å.Ë. Òîíêîâà [29] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè

β′(t)|t=σ(0)f(σ) +

∫ 0

−r

αx
′(s, x)|x=σ(s)σ̇(s)ds < 0

äëÿ âñåõ σ ∈ ∂M, ãäå M
.
= {σ ∈ X : a(σ) 6 0}, òî çàäà÷à ëîêàëüíîãî

âûæèâàíèÿ â M ðàçðåøèìà. Â òåîðåìå Òîíêîâà äâèæåíèå t → xt íå ìîæåò
îñòàâàòüñÿ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà M. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äîïîëíÿåò
ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ äâèæåíèÿ ïî ãðàíèöå ìíîæåñòâà M.
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� 6. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñëåäåéñòâèåì
è êîíå÷íûì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé

Ïóñòü
X = AC([−r, 0],Rn), Y = L1([−r, 0],Rn)× Rn

è ìíîæåñòâî M çàäàíî â X óðàâíåíèåì

M
.
= {ϕ ∈ X : a1(ϕ) = 0, . . . , am(ϕ) = 0},

ãäå îòîáðàæåíèÿ ai : X → R, i = 1, . . . , m èìåþò âèä

ai(ϕ)
.
= βi(ϕ(0)) +

∫ 0

−r

αi(s, ϕ(s))ds.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå a(ϕ) : X → Rm

a(ϕ)
.
=




a1(ϕ)
...

am(ϕ)


 .

Ëåììà 6.1. Ïóñòü ôóíêöèè βi : Rn → R, i = 1, . . . , m íåïðåðûâíû
âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè β′i(x), x ∈ Rn. Ôóíêöèè αi : R × Rn → R, i =

1, . . . , m íåïðåðûâíû âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè αix
′(t, x) íà âñåì R× Rn.

Òîãäà îòîáðàæåíèå a : X → R äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå âî âñåõ
òî÷êàõ ϕ̂ ∈ X è ïðîèçâîäíàÿ a′(ϕ̂)[·] ∈ L(X,Rm) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

a′(ϕ̂)[ψ] =




a′1(ϕ̂)[ψ]
...

a′m(ϕ̂)[ψ]


 =

=




〈β′1(x)|x=ϕ̂(0), ψ(0)〉+
0∫
−r

〈α1x

′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds

...

〈β′m(x)|x=ϕ̂(0), ψ(0)〉+
0∫
−r

〈αmx

′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds




.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ èìååì, ÷òî
a(ϕ) â êàæäîé òî÷êå ϕ ∈ X èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ a′(ϕ)[ψ] :

a′(ϕ)[ψ]
.
= lim

ε→0+

a(ϕ + εψ)− a(ϕ)

ε
=




lim
ε→0+

ε−1(a1(ϕ + εψ)− a1(ϕ))

...
lim

ε→0+
ε−1(am(ϕ + εψ)− am(ϕ))


 =

=




〈β′1(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉+
0∫
−r

〈α1x

′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds

...

〈β′m(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉+
0∫
−r

〈αmx

′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds




.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî a′(ϕ)[·] ∈ L(X,Rm) äëÿ âñåõ ϕ ∈ X.

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

ϕ → a′(ϕ)[·]

íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå ϕ̂ ∈ X êàê îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùèå èç X â
L(X,Rm), òî åñòü

lim
ϕ→ϕ̂

‖a′(ϕ)[·]− a′(ϕ̂)[·]‖L(X,Rm) = 0,

ãäå
‖a′(ϕ)[·]− a′(ϕ̂)[·]‖L(X,Rm)

.
= sup

‖ψ‖X=1
|a′(ϕ)[ψ]− a′(ϕ̂)[ψ]|.

Ïî òåîðåìå î ñèëüíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè [18, ñ. 36] îòîáðàæåíèå a(ϕ)

äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå âî âñåõ òî÷êàõ ϕ̂ ∈ X è ýòà ïðîèçâîäíàÿ
ñîâïàäàåò ñ a′(ϕ̂)[·]. ¤

Ëåììà 6.2. Ïóñòü

M
.
= {ϕ ∈ X : a1(ϕ) = 0, . . . , am(ϕ) = 0},

71



ãäå îòîáðàæåíèÿ ai : X → R, i = 1, . . . , m, åñòü

ai(ϕ)
.
= βi(ϕ(0)) +

∫ 0

−r

αi(s, ϕ(s))ds,

ôóíêöèè βi : Rn → R è αi : R × Rn → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
ïî x. Òîãäà âî âñåõ òî÷êàõ ϕ̂ ∈ M, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
∣∣βi

′(x)|x=ϕ̂(0)
∣∣ +

∫ 0

−r

∣∣αix
′(s, x)|x=ϕ̂(s)

∣∣ ds 6= 0;

2) ôóíêöèîíàëû a′i(ϕ̂)[·] ∈ X∗, i = 1, . . . , m ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ãäå

a′i(ϕ̂)[ψ] = 〈βi
′(x)|x=ϕ̂(0), ψ(0)〉+

∫ 0

−r

〈αix
′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds

êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tϕ̂M ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ψ ∈ X, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ñèñòåìå óðàâíåíèé





〈β′1(x)|x=ϕ̂(0), ψ(0)〉+
0∫
−r

〈α1x

′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds = 0

...

〈β′m(x)|x=ϕ̂(0), ψ(0)〉+
0∫
−r

〈αmx

′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 6.1 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

ϕ → a(ϕ) =




β1(ϕ(0)) +
0∫
−r

α1(s, ϕ(s))ds

...

βm(ϕ(0)) +
0∫
−r

αm(s, ϕ(s))ds




äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå è ïðîèçâîäíàÿ a′(ϕ̂)[·] ∈ L(X,Rm) èìååò âèä

a′(ϕ̂)[ψ] =




a′1(ϕ̂)[ψ]
...

a′m(ϕ̂)[ψ]


 ,
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ãäå äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m

a′i(ϕ̂)[ψ] = 〈β′i(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉+

∫ 0

−r

〈αix
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds.

Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð a′(ϕ̂)[·] ñþðúåêòèâåí, òî åñòü

a′(ϕ̂)[X] = Rm.

Ïî ëåììå 5.2 èìååì, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m

a′i(ϕ̂)[X] = R.

Èç ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà a′(ϕ̂)[·] ∈ L(X,Rm) ñëåäóåò, ÷òî a′(ϕ̂)[X] åñòü
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rm. Îáîçíà÷èì

L .
= a′(ϕ̂)[X].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L 6= Rm, òî åñòü

dimL = k < m.

Ïóñòü

ξ1 =




ξ1
1

ξ1
2
...

ξ1
m




, . . . , ξk =




ξk
1

ξk
2
...

ξk
m




áàçèñ â L. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü m k−ìåðíûõ âåêòîðîâ



ξ1
1

ξ2
1
...
ξk
1




, . . . ,




ξ1
m

ξ2
m
...

ξk
m




.
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Òàê êàê âåêòîðîâ áîëüøå, ÷åì èõ ðàçìåðíîñòü (k < m ) ïîëó÷àåì, ÷òî
íàéäóòñÿ ÷èñëà λi ∈ R i = 1, . . . , m íå âñå ðàâíûå íóëþ òàêèå, ÷òî

λ1




ξ1
1

ξ2
1
...
ξk
1




+ . . . + λm




ξ1
m

ξ2
m
...

ξk
m




= 0.

Ïîëó÷èëè, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà




λ1ξ
1
1 + λ2ξ

1
2 + . . . + λmξ1

m = 0

λ1ξ
2
1 + λ2ξ

2
2 + . . . + λmξ2

m = 0
...

λ1ξ
k
1 + λ2ξ

k
2 + . . . + λmξk

m = 0.

(6.1)

Äëÿ ëþáîãî ψ ∈ X èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

a′(ϕ̂)[ψ] ∈ a′(ϕ̂)[X] = L.

Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê ξ1, . . . , ξk îáðàçóþò áàçèñ â L, òî íàéäóòñÿ ÷èñëà
µ1(ψ), . . . , µk(ψ) òàêèå, ÷òî

a′(ϕ̂)[ψ] = µ1(ψ)ξ1 + µ2(ψ)ξ2 + . . . + µk(ψ)ξk.

Òàê êàê

a′(ϕ̂)[ψ] =




a′1(ϕ̂)[ψ]
...

a′m(ϕ̂)[ψ]


 ,

òî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ ψ ∈ X




a′1(ϕ̂)[ψ] = µ1(ψ)ξ1
1 + µ2(ψ)ξ2

1 + . . . + µk(ψ)ξk
1

a′2(ϕ̂)[ψ] = µ1(ψ)ξ1
2 + µ2(ψ)ξ2

2 + . . . + µk(ψ)ξk
2

...
a′m(ϕ̂)[ψ] = µ1(ψ)ξ1

m + µ2(ψ)ξ2
m + . . . + µk(ψ)ξk

m.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèîíàëîâ a′i(ϕ̂)[·], i = 1, . . . , m

λ1a
′
1(ϕ̂)[·] + λ2a

′
2(ϕ̂)[·] + . . . + λma′m(ϕ̂)[·],

ãäå λ1, λ2, . . . , λm òå æå ÷òî è â (6.1). Äëÿ âñÿêîãî ψ ∈ X èìååì, ÷òî

λ1a
′
1(ϕ̂)[ψ] + λ2a

′
2(ϕ̂)[ψ] + . . . + λma′m(ϕ̂)[ψ] =

= λ1(µ1(ψ)ξ1
1 + µ2(ψ)ξ2

1 + . . . + µk(ψ)ξk
1 )+

+λ2(µ1(ψ)ξ1
2 + µ2(ψ)ξ2

2 + . . . + µk(ψ)ξk
2 ) + . . . +

+λm(µ1(ψ)ξ1
m + µ2(ψ)ξ2

m + . . . + µk(ψ)ξk
m) =

= µ1(ψ)(λ1ξ
1
1 + λ2ξ

1
2 + . . . + λmξ1

m)+

+µ2(ψ)(λ1ξ
2
1 + λ2ξ

2
2 + . . . + λmξ2

m) + . . . +

+µk(ψ)(λ1ξ
k
1 + λ2ξ

k
2 + . . . + λmξk

m).

Ïîäñòàâèâ (6.1), ïîëó÷àåì ÷òî

λ1a
′
1(ϕ̂)[ψ] + λ2a

′
2(ϕ̂)[ψ] + . . . +

+λma′m(ϕ̂)[ψ] = µ1(ψ)0 + µ2(ψ)0 + . . . + µk(ψ)0 = 0

äëÿ âñåõ ψ ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàëû a′i(ϕ̂)[·], i = 1, . . . , m

ëèíåéíî çàâèñèìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2 ëåììû. Òàêèì îáðàçîì,
k = m è, ñëåäîâàòåëüíî, Im a′(ϕ̂)[·] = Rm.

Ïî òåîðåìå Ëþñòåðíèêà [18, ñ. 41] (âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ: îòîáðàæå-
íèå a(ϕ̂) äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå è ïðîèçâîäíàÿ a′(ϕ̂)[ψ] ÿâëÿåòñÿ
ñþðüåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì X → Rm) ïîëó÷àåì, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ
ϕ̂ ∈ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Tϕ̂M = Ker a′(ϕ̂)[·] .
= {ψ ∈ X| a′(ϕ̂)[ψ] = 0}.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Tϕ̂M ñîñòîèò èç ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé




a′1(ϕ̂)[ψ] = 0,
...

a′m(ϕ̂)[ψ] = 0,

èëè 



〈β′1(x)|x=ϕ̂(0), ψ(0)〉+
∫ 0
−r〈α1x

′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds = 0,
...

〈β′m(x)|x=ϕ̂(0), ψ(0)〉+
∫ 0
−r〈αmx

′(s, x)|x=ϕ̂(s), ψ(s)〉ds = 0.

¤
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñëåäåéñòâèåì

ẋ(t) = f(xt) (6.2)

è íà÷àëüíîå óñëîâèå
x0 = ϕ, (6.3)

ãäå ϕ ∈ X. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ, êîãäà ìíîæåñòâî çàäàíî îäíèì óðàâíå-
íèåì, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äàþùåå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
âûæèâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.2), (6.3) â ìíîæåñòâå, çàäàííîì êîíå÷íûì
÷èëîì óðàâíåíèåì.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü

M
.
= {ϕ ∈ X : a1(ϕ) = 0, . . . am(ϕ) = 0},

ãäå îòîáðàæåíèå ai : X → R, i = 1, . . . , m åñòü

ai(ϕ)
.
= βi(ϕ(0)) +

∫ 0

−r

αi(s, ϕ(s))ds,

ôóíêöèè βi : Rn → R è αi : R×Rn → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî
x. Ïóñòü äàëåå, âî âñåõ òî÷êàõ ϕ ∈ M âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∣∣βi
′(x)|x=ϕ(0)

∣∣ +

∫ 0

−r

∣∣αix
′(s, x)|x=ϕ(s)

∣∣ ds 6= 0;

2) ôóíêöèîíàëû a′i(ϕ)[·] ∈ X∗, i = 1, . . . , m ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ãäå

a′i(ϕ)[ψ] = 〈βi
′(x)|x=ϕ(0), ψ(0)〉+

∫ 0

−r

〈αix
′(s, x)|x=ϕ(s), ψ(s)〉ds;

3) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

〈β′i(x)|x=ϕ(0), f(ϕ)〉+

∫ 0

−r

〈αix
′(s, x)|x=ϕ(s), ϕ̇(s)〉ds = 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê ϕ ∈ M, ñ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé
ñóùåñòâóþò ϑ > 0 è îòîáðàæåíèå t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, 0] ÿâëÿþùåå-
ñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (6.2), (6.3) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, ϑ] âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå

xt ∈ M.
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� 7. Ñìåøàííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé




ẋ1(t) = f1(x
1
t , . . . , x

n
t , y

1(t), . . . , ym(t)),
...

ẋn(t) = fn(x
1
t , . . . , x

n
t , y

1(t), . . . , ym(t)),

ẏ1(t) = g1(x
1
t , . . . , x

n
t , y

1(t), . . . , ym(t)),
...

ẏm(t) = gm(x1
t , . . . , x

n
t , y

1(t), . . . , ym(t)),

ãäå fi : C([−r, 0],R)n×Rm → R, i = 1, . . . , n, gi : C([−r, 0],R)n×Rm → R,

i = 1, . . . , m� íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ïóñòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ




x1
0 = ϕ1,
...

xn
0 = ϕn,

y1(0) = y1
0,

...
ym(0) = ym

0 ,

ãäå ϕi ∈ C([−r, 0],R), i = 1, . . . , n, yi
0 ∈ R, i = 1, . . . , m.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì çàïèñûâàòü ýòó çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì
{

ẋ(t) = f(xt, y(t)),

ẏ(t) = g(xt, y(t)),
(7.1)

{
x0 = ϕ

y(0) = y0,
(7.2)

ãäå x ∈ Rn, y, y0 ∈ Rm, ϕ ∈ ([−r, 0],Rn), f : C([−r, 0],Rn) × Rm → Rn,

g : C([−r, 0],Rn)× Rm → Rm.
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Çàìåòèì, ÷òî â òàêîì âèäå âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü íåàâòîíîìíóþ ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé

ẋ(t) = f(t, xt),

x(0) = ϕ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 7.1. Ðåøåíèåì ñèñòåìû (7.1), (7.2) íàçûâàþòñÿ íå-
ïðåðûâíûå ôóíêöèè

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, ϑ], t → y(t) ∈ Rm, t ∈ [0, ϑ]

òàêèå, ÷òî
1) x(s) = ϕ(s), s ∈ [−r, 0];

2) y(0) = y0;

3) íà [0, ϑ) x(t) è y(t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû è îáðàùàþò (7.1) â
òîæäåñòâî.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (7.1) â ñëåäóþùåì âèäå




ż1(t) = h1(z
1
t , . . . , z

n
t , zn+1

t , . . . , zn+m
t ),

...
żn(t) = hn(z

1
t , . . . , z

n
t , zn+1

t , . . . , zn+m
t ),

żn+1(t) = hn+1(z
1
t , . . . , z

n
t , zn+1

t , . . . , zn+m
t ),

...
żn+m(t) = hn+m(z1

t , . . . , z
n
t , zn+1

t , . . . , zn+m
t ),

ãäå hi : C([−r, 0],Rn+m) → R, i = 1, . . . , n + m

hi(z
1
t , . . . , z

n
t , zn+1

t , . . . , zn+m
t )

.
=

.
= fi(z

1
t , . . . , z

n
t , zn+1

t (0), . . . , zn+m
t (0)),
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äëÿ i = 1, . . . , n è

hn+i(z
1
t , . . . , z

n
t , zn+1

t , . . . , zn+m
t )

.
=

.
= gi(z

1
t , . . . , z

n
t , zn+1

t (0), . . . , zn+m
t (0)),

äëÿ i = 1, . . . , m. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (7.2) ïåðåïèøåì â âèäå




z1
0 = ψ1

...
zn+m
0 = ψn+m,

ãäå
ψi(s)

.
= ϕi(s), s ∈ [−r, 0], i = 1, . . . , n,

ψn+i(s) ≡ yi0, s ∈ [−r, 0], i = 1, . . . , m.

Êðàòêî áóäåì ïèñàòü
ż(t) = h(zt) (7.3)

z0 = ψ (7.4)

ãäå z ∈ Rn+m, ψ ∈ C([−r, 0],Rn+m), h : C([−r, 0],Rn+m) → Rn+m.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (7.1), (7.2) è (7.3), (7.4)
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü ϑ > 0 è îòîáðàæåíèÿ

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, ϑ],

è
t → y(t) ∈ Rm, t ∈ [0, ϑ]

� ðåøåíèå çàäà÷è (7.1), (7.2). Òîãäà, îòîáðàæåíèå t → z(t) ∈ Rn+m, ãäå

zi(t) = xi(t), t ∈ [−r, ϑ], i = 1, . . . , n
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zn+i(t) ≡ yi
0, t ∈ [−r, 0], i = 1, . . . , m

zn+i(t) = yi(t), t ∈ [0, ϑ], i = 1, . . . , m

� ðåøåíèå çàäà÷è (7.3), (7.4).

Ëåììà 7.2. Ïóñòü t → z(t) ∈ Rn+m, t ∈ [−r, ϑ], ϑ > 0� ðåøåíèå
çàäà÷è (7.3), (7.4). Òîãäà îòîáðàæåíèÿ t → x(t) ∈ Rn, ãäå t ∈ [−r, ϑ],

t → y(t) ∈ Rm, t ∈ [0, ϑ],

xi(t) = zi(t), t ∈ [−r, ϑ], i = 1, . . . , n

yi(t) = zn+i(t), t ∈ [0, ϑ], i = 1, . . . , m

� ðåøåíèå çàäà÷è (7.1), (7.2).

Ñîãëàñíî ýòèì ëåììàì çàäà÷è âûæèâàíèÿ äëÿ ñìåøàííûõ óðàâíåíèé
ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé
äëÿ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ âûæèâàåìîñòè äëÿ ñìåøàííûõ óðàâíåíèé è îäíîãî îãðàíè÷åíèÿ.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü

M
.
= {(ϕ, y) ∈ C([−r, 0],Rn)× Rm : a(ϕ, y) = 0},

ãäå îòîáðàæåíèå a : C([−r, 0],Rn)× Rm → R åñòü

a(ϕ, y)
.
= β(ϕ(0), y) +

∫ 0

−r

α(s, ϕ(s))ds,

ôóíêöèÿ β(x, y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, ôóíêöèÿ α(t, x) íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x. Ïóñòü äàëåå, äëÿ ìíîæåñòâà M âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) âî âñåõ òî÷êàõ (ϕ, y) ∈ M âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
∣∣βx

′(x, y)|x=ϕ(0)
∣∣ + |βy

′(ϕ(0), y)|+
∫ 0

−r

∣∣αx
′(s, x)|x=ϕ(s)

∣∣ ds 6= 0;
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2) âî âñåõ òî÷êàõ (ϕ, y) ∈ M âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈βx
′(x, y)|x=ϕ(0), f(ϕ)〉+ 〈βy

′(ϕ(0), y)|, g(y)〉+
∫ 0

−r

〈αx
′(s, x)|x=ϕ(s), ϕ̇(s)〉ds = 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê (ϕ, y0) ∈ M, òàêèõ, ÷òî

vraisup
s∈[−r,0]

|ϕ̇(s)| < +∞

ñóùåñòâóþò ÷èñëî ϑ > 0 è îòîáðàæåíèÿ t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, ϑ],

t → y(t) ∈ Rm, t ∈ [0, ϑ], ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7.1), (7.2)

òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, ϑ] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

(xt, y(t)) ∈ M.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (7.3), (7.4),

ż(t) = h(zt),

z0 = ψ,

z ∈ Rn+m, h ∈ C(C([−r, 0],Rn+m),Rn+m), ψ ∈ C([−r, 0],Rn+m), ýêâèâà-
ëåíòíóþ çàäà÷å (7.1), (7.2).

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ã : C([−r, 0],Rn+m) → R, ÿâëÿþùóþñÿ ïðîäîëæå-
íèåì ôóíêöèè a : C([−r, 0],Rn)× Rm → R, ïî ïðàâèëó

ã(ψ) = a(ϕ1, ϕ2(0)),

ãäå
ψ ∈ C([−r, 0],Rn+m), ψ = (ϕ1, ϕ2),

ϕ1 ∈ C([−r, 0],Rn), ϕ2 ∈ C([−r, 0],Rm).

Òîãäà ñèñòåìà (7.3), (7.4) è ôóíêöèÿ ã óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû
5.1. Ñîãëàñíî ýòîé ëåììå, äëÿ âñåõ òî÷åê ψ ∈ C([−r, 0],Rn+m), óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óðàâíåíèþ

ã(ψ) = 0
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ñ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé

vraisup
s∈[−r,0]

|ψ̇(s)| < +∞,

ñóùåñòâóþò ϑ > 0 è îòîáðàæåíèå t → z(t) ∈ Rn+m, t ∈ [−r, ϑ] ÿâëÿþùå-
åñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7.3), (7.4) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, ϑ] âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

ã(zt) = 0.

Ñîãëàñíî ëåììå 7.2 îòîáðàæåíèÿ t → x(t) ∈ Rn, t → y(t) ∈ Rm, t ∈
[0, ϑ], ãäå

xi(t) = zi(t), t ∈ [−r, ϑ], i = 1, . . . , n

yi(t) = zn+i(t), t ∈ [0, ϑ], i = 1, . . . , m

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7.1), (7.2). Ïðè ýòîì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

a(xt, y(t)) = (̃zt) = 0.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû íàéäóòñÿ
ϑ > 0 è îòîáðàæåíèÿ t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, ϑ], t → y(t) ∈ Rm, t ∈ [0, ϑ],

ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7.1), (7.2) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, ϑ]

âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
(xt, y(t)) ∈ M.

¤
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Ãëàâà 3

Çàäà÷à âûæèâàíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
âêëþ÷åíèé

� 8. Çàäà÷à âûæèâàíèÿ äëÿ âêëþ÷åíèé

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü (X, ‖ · ‖X)� ôèêñèðîâàííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì

÷åðåç comp X ⊂ 2X� ñîâîêóïíîñòü âñåõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ X. Äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ M1 ⊂ X è M2 ⊂ X îáîçíà÷èì

αX(M1,M2)
.
= sup

x∈M1

ρX(x,M2),

ãäå ρX(x,M)� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ìíîæåñòâà

ρX(x,M) = inf
y∈M

‖x− y‖X.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X

BX[M, ε]
.
= {x ∈ X : ρX(x,M) 6 ε}

îçíà÷àåò ε -îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M.

Ïóñòü êàæäîé òî÷êå x ∈ D íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà D ⊂ X ïîñòàâëåíî â
ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî F (x) ∈ comp Y. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà D

çàäàíà ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F (x).

Î ï ð å ä å ë å í è å 8.1 (ñì. [33, ñ. 52] ). Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

x → F (x) ∈ comp Y, x ∈ D
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íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó â òî÷êå x ∈ D , åñëè äëÿ âñÿêîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê y ∈ X òàêèõ,
÷òî ‖x− y‖X < δ âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

F (y) ⊂ BY[F (x), ε].

Ýòî âêëþ÷åíèå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

αY(F (y), F (x)) < ε.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x → F (x) ∈ comp Y íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðå-
ðûâíûì ñâåðõó íà ìíîæåñòâå D, åñëè îíî ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó âî âñåõ
òî÷êàõ x ∈ D.

Î ï ð å ä å ë å í è å 8.2 (ñì. [33, ñ. 53] ). Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

x → F (x) ∈ comp Y, x ∈ D

íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x ∈ D , åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê y ∈ X òàêèõ, ÷òî ‖x− y‖X < δ âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

max{αY (F (x), F (y)) , αY (F (y), F (x))} < ε.

Ýòî âêëþ÷åíèå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

F (x) ⊂ BY[F (y), ε] è F (y) ⊂ BY[F (x), ε].

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì íà ìíîæåñòâå D,

åñëè îíî íåïðåðûâíî âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ D.

Îáîçíà÷èì äàëåå,

‖F (x)‖Y
.
= sup

y∈F (x)
‖y‖Y, ‖F (D)‖Y

.
= sup

x∈D
‖F (x)‖Y.
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Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ çàäàííûõ íåïó-
ñòîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X è îòîáðàæåíèÿ x → F (x) ∈ comp Y, x ∈ M

ïîðîæäàþùåãî âêëþ÷åíèå
δxt ∈ F (xt), (8.1)

íàéäóòñÿ α > 0 è ðåøåíèå t → xt âêëþ÷åíèÿ (8.1), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè
âñåõ t ∈ [0, α] âêëþ÷åíèþ xt ∈ M.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ r(t) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti} â îïðåäåëåíèè
êàñàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ 1.2 çàâèñÿò îò òî÷êè x ∈ M è ýëåìåíòà êàñà-
òåëüíîãî êîíóñà h ∈ TY

x M. Ýòó çàâèñèìîñòü áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì r(t, x, h) è ti(x, h).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü h ∈ TY
x M, îáîçíà÷èì ÷åðåç

c(x, h)
.
= sup

i

∥∥∥h +
r(ti(x, h), x, h)

ti(x, h)

∥∥∥
X
.

Åñëè çàäàíî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x → F (x) ∈ comp Y, x ∈ M è
äëÿ âñåõ x ∈ M âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå F (x) ⊂ TY

x M, òî îáîçíà÷èì

c(x)
.
= sup

h∈F (x)
c(x, h).

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A ( ñì. ñ. 23)

è çàäàíû ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî M â X è ïîëóíåïðåðûâíîå
ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

F : X → comp Y.

Ïóñòü äàëåå:
1) äëÿ êàæäîãî x ∈ M èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

F (x) ⊂ TY
x M ;
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2) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ M âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

sup
x∈M

c(x) < c.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ M ñóùåñòâóþò ÷èñëî α > 0 è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå t → xt ∈ M, t ∈ [0, α] òàêîå, ÷òî

x0 = ϕ è δxt ∈ F (xt)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α).

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 8.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Òîãäà, äëÿ ëþáîé òî-
÷êè x ∈ M è âñÿêîãî öåëîãî m ñóùåñòâóþò ÷èñëî ε(x,m) ∈ (0, 1/m) è
ýëåìåíò u(x,m) ∈ X òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà:

1) äëÿ âñåõ x, m èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

x + ε(x,m)u(x,m) ∈ M ;

2) äëÿ âñåõ x, m âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

u(x,m) ∈ BY

[
F

(
BX[x, 1/m]

)
, 1/m

]
;

3) ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì m ôóíêöèÿ x → ε(x,m) îãðàíè÷åíà ñíè-
çó íåêîòîðûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, òî åñòü

inf
x∈M

ε(x,m) = ϑm > 0;

4) ôóíêöèÿ x → u(x,m) îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m

è âñåõ x ∈ M íåêîòîðûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, òî åñòü

sup
m∈N, x∈M

‖u(x,m)‖X < +∞.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü m ∈ N, y ∈ M, h ∈ F (y) ⊂ TY
y M.

Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

sup
i

∥∥∥∥h +
r(ti(y, h), y, h)

ti(y, h)

∥∥∥∥
X

= c(y, h) 6 c(y) < c.

Èç âêëþ÷åíèÿ h ∈ TY
y M è òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëî

δy ∈ (0, 1/m) è ýëåìåíò hy ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

y + δyhy ∈ M, (8.2)

‖hy − h‖Y <
1

2m
, (8.3)

‖hy‖X < c. (8.4)

Íåðàâåíñòâî (8.3) îçíà÷àåò, ÷òî hy óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ

hy ∈ BY[F (y), 1/m].

Ðàññìîòðèì BX(y, ηy), ãäå y ∈ M, ηy =
δy

2(k + 1)m
.

Â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû î ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà M, íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìî ïðîñòðàíñòâî M êîìïàêò-
íî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðåñå÷åíèå M ñ íåêîòîðûì
øàðîì). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ïîêðûòèå {BX(yj, ηyj

)} ìíî-
æåñòâà M. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî x ∈ M íàéäåòñÿ j, ÷òî x ∈ BX(yj, ηyj

).

Îáîçíà÷èì
ε(x,m)

.
= δyj

, u(x,m)
.
= hyj

+
yj − x

δyj

.

Äîêàæåì, ÷òî ïàðà ε(x,m) è u(x,m)� èñêîìàÿ äëÿ x è m . Äåéñòâèòåëü-
íî, èç îïðåäåëåíèÿ u(x,m) ïîëó÷àåì

x + ε(x,m)u(x,m) = x + δyj

(
hyj

+
yj − x

δyj

)
= yj + δyj

hyj
.

Èç âêëþ÷åíèÿ (8.2) ñëåäóåò, ÷òî x + ε(x,m)u(x,m) ∈ M. Òåì ñàìûì äîêà-
çàíî, ÷òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.
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Äàëåå, èìååì îöåíêó

ρY(u(x,m), F (yj)) 6 ‖u(x,m)− hyj
‖Y + ρY(hyj

, F (yj)).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îöåíèì ñâåðõó, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ
u(x,m) è ηyj

:

‖u(x,m)− hyj
‖Y 6 ‖yj − x‖Y

δyj

6 k‖yj − x‖X

δyj

6
kηyj

δyj

6 k

2(k + 1)m
6 1

2m
.

Âòîðîå ñëàãàåìîå èç íåðàâåíñòâà (8.3) îãðàíè÷åíî

ρY(hyj
, F (yj)) 6 1

2m
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ρY(u(x,m), F (yj)) 6 1

m
.

Ïîýòîìó èç âêëþ÷åíèÿ yj ∈ BX(x, ηyj
) èìååì:

u(x,m) ∈ BY

[
F

(
BX[x, 1/m]

)
, 1/m

]
.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.
Ïóñòü θm = min

j
δyj

. Òàê êàê {BX(yj, ηyj
)}� êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíî-

æåñòâà M, è êàæäîå δyi
> 0, òî θm > 0. Ïîýòîìó, â ñèëó ðàâåíñòâà

ε(x,m) = δyi
, èìååì inf

x∈M
ε(x,m) = ϑm > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåòüå óòâåð-

æäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.
Äëÿ ëþáûõ x è m èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u(x,m)‖X 6 ‖hyj
‖X +

‖yj − x‖X

δyj

,

èç íåðàâåíñòâà (8.4) ñëåäóåò, ÷òî

‖u(x,m)‖X 6 c +
1

2m(k + 1)
,
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îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

sup
m∈N
x∈M

‖u(x,m)‖X < +∞.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åòâåðòîå óòâåðæäåíèå ëåììû òîæå äîêàçàíî. ¤
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8.1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ϕ ∈ M. Îáîçíà÷èì α = r/c, ãäå

r = max
x∈M

‖x− ϕ‖X.

Íà îñíîâàíèè ëåììû 8.1, äëÿ âñÿêîãî m ∈ N ïîñòðîèì öåëîå ÷èñëî j

è êîíå÷íûé íàáîð ÷èñåë εm
1 . . . εm

j ∈ (θm, 1/m) è ýëåìåíòîâ xm
1 . . . xm

j ∈ M,

ãäå
xm

0 = ϕ, xm
i+1 = xm

i + εm
i um

i ,

um
i ∈ BY

[
F

(
BX[xm

i , 1/m]
)
, 1/m

]
, i = 1 . . . j, (8.5)

ïðè÷åì èíäåêñ j îïðåäåëÿåòñÿ èç íåðàâåíñòâà
j−1∑
i=0

εm
i > α.

Ñîãëàñíî ëåììå 8.1, äëÿ âñÿêèõ i è m èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

‖um
i ‖X 6 c.

Òîãäà xm
i ∈ BX[ϕ, r] äëÿ âñÿêîãî i, òàê êàê

‖xm
i − ϕ‖X 6

i−1∑
q=0

‖xm
q+1 − xm

q ‖X =
i−1∑
q=0

εm
i ‖um

q ‖X 6 c

i−1∑
q=0

εm
i = r.

Ïîëîæèì τm
i

.
= εm

0 + · · ·+ εm
i . Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [τm

i , τm
i+1] ïîñòðîèì

ëèíåéíóþ ôóíêöèþ xm
t

.
= xm

i + (t − τm
i )um

i . Äëÿ âñåõ t ∈ [τm
i , τm

i+1] èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖xm
t − xm

i ‖X = (t− τm
i )‖um

i ‖X 6 εm
i ‖um

i ‖X 6 c

m
. (8.6)

Äëÿ âñÿêîãî t ∈ [τm
i , τm

i+1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî δxm
t = um

j . Íà îñíîâà-
íèè (8.5), (8.6) èìååì, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè t ∈ [0, α]

xm
t ∈ BX(M, c/m), (8.7)

90



δxm
t ∈ BY

[
F (BX[xm

t , c/m]), 1/m
]
. (8.8)

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé xm
t , m ∈ N óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû Àðöåëà. Äëÿ âñÿêîãî m ôóíêöèÿ t → xm
t ∈ conv M,

t ∈ [0, α], ãäå conv M � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà M, äåéñòâóåò èç êîìïàêòà â
êîìïàêò.

Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ñëåäóåò èç (8.7).
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ xm
t . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òî-

ãäà äëÿ âñÿêèõ t1, t2 ∈ [0, α] òàêèõ, ÷òî |t1−t2| < ε êîëè÷åñòâî τm
i ∈ [t1, t2]

íå ïðåâîñõîäèò (m + 1)ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖xm
t1
− xm

t2
‖X 6 c(m + 1)ε

m
.

Ïî òåîðåìå Àðöåëà ñóùåñòâóåò äâèæåíèå t → xt ∈ M, t ∈ [0, α] òàêîå,
÷òî ‖xt − xm

t ‖X → 0 ðàâíîìåðíî íà [0, α]. Èç (8.7) ñëåäóåò, ÷òî xt ∈ M.

Äàëåå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

ρY(δxm
t , F (xt)) = ρY(um

i , F (xt)) 6 ρY(um
i , F (xm

i )) + αY(F (xm
i ), F (xt)).

Èç âêëþ÷åíèÿ (8.5) ïîëó÷àåì ρY(um
i , F (xm

i )) → 0, òî åñòü ïåðâîå ñëàãàå-
ìîå ñòðåìèòñÿ ê 0 ðàâíîìåðíî ïî t. Ïîýòîìó èç (8.6), ïîëóíåïðåðûâíîñòè
ñâåðõó F (x) è îöåíêè

‖xt − xm
i ‖X 6 ‖xt − xm

t ‖X + ‖xm
t − xm

i ‖X,

ïîëó÷àåì, ÷òî è âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíîìåðíî ïî t ñòðåìèòñÿ ê 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî xm
t → xt è ρY(δxm

t , F (xt)) ðàâíîìåðíî ïî t.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, α) âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

δxt ∈ F (xt).
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Ôèêñèðóåì t0 ∈ [0, α). Äëÿ âûïîëíåíèÿ âêëþ÷åíèÿ δxt0 ∈ F (xt0) äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆t âûïîëíå-
íû íåðàâåíñòâà

ρY

(
xt0+∆t − xt0

∆t
, F (xt0)

)
< ε,

∥∥∥∥
xt0+∆t − xt0

∆t

∥∥∥∥
X

< +∞.

Òàê êàê ‖xm
t − xt‖X → 0 ðàâíîìåðíî ïî t, äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðà-

âåíñòâà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà

ρY

(
xm

t0+∆t − xm
t0

∆t
, F (xt0)

)
< ε,

∥∥∥∥
xm

t0+∆t − xm
t0

∆t

∥∥∥∥
X

< +∞.

Èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó F (ϕ) èìååì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 è t0

íàéäåòñÿ η > 0 òàêîå, ÷òî

F (ϕ) ⊂ BY[F (xt0), ε]

äëÿ âñåõ ‖ϕ− xt0‖X < (4c + 1)η.

Âîçüìåì m äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû 1/m < η è ‖xm
t − xt‖X < 2cη

äëÿ âñåõ t ∈ [0, α), è âîçüìåì ∆t < η.

Íàéäóòñÿ íîìåðà i1 è i2 òàêèå, ÷òî

τm
i1

6 t0 < τm
i1+1 < · · · < τm

i2−1 < t0 + ∆t 6 τm
i2

.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ i1 6 s 6 i2 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

BX[xm
s , 1/m] ⊂ BX[xt0, 4(c + 1)η]. (8.9)

Âñå τm
s , s = i1, . . . , i2 îòëè÷àþòñÿ îò t0 ìåíåå, ÷åì íà 2η. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖xm
s − xt0‖X 6 ‖xm

s − xm
t0
‖X + ‖xm

t0
− xt0‖X < 2cη + 2cη = 4cη.

Òàêèì îáðàçîì,
xm

s ∈ BX[xt0, 4cη]
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è òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî.
Ïî îïðåäåëåíèþ ëîìàííîé xm

t , èìååì ðàâåíñòâà:

xm
t − xm

t0
= (t− t0)u

m
i1
, t ∈ [t0, τ

m
i1+1],

xm
t − xm

i1+1 = (t− τm
i1+1)u

m
i1+1, t ∈ [τm

i1+1, τ
m
i1+2],

...
xm

t − xm
i2−1 = (t− τm

i2−1)u
m
i2−1, t ∈ [τm

i2−1, t0 + ∆t].

Ïî ïîñòðîåíèþ um
i , èìååì íåðàâåíñòâî

‖um
i ‖X 6 c,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [τi, τi+1] èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

‖xm
t − xm

i ‖X 6 c(t− τi),

ñëîæèâ êîòîðûå ïîëó÷èì

‖xm
t − xm

t0
‖X 6 c(t− t0).

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà t− t0 è îáîçíà÷èâ ∆t = t− t0, ïîëó÷àåì∥∥∥∥
xm

t0+∆t − xm
t0

∆t

∥∥∥∥
X

< c

äëÿ âñåõ ∆t < η. Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó m → +∞, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî∥∥∥∥
xt0+∆t − xt0

∆t

∥∥∥∥
X

< c.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå íåðàâåíñòâî èç îïðåäåëåíèÿ δxt âûïîëíåíî.
Äîêàæåì, ÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî. Äëÿ âñåõ s = i1 . . . i2− 1

ïî îïðåäåëåíèþ um
s èìååì âêëþ÷åíèå

um
s ∈ BY

[
F

(
BX[xm

s , 1/m]
)
, 1/m

]
,

òî åñòü íàéäåòñÿ y ∈ BX[xm
s , 1/m] òàêîå, ÷òî

ρY(um
s , F (y)) 6 1/m.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç âêëþ÷åíèÿ (8.9) èìååì, ÷òî y ∈ BX[xt0, 4(c + 1)η] è
ïî ïîñòðîåíèþ η ïîëó÷àåì

F (y) ⊂ BY[F (xt0), ε].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ um
s âûïîëíåíî íåðàâåíñòî

ρY(um
s , F (xt0)) 6 ρY(um

s , F (y)) + αY(F (y), F (xt0)) 6 1/m + ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå íåðàâåíñòâà

ρY

(
xm

t − xm
s

t− τm
s

, F (xt0)

)
= ρY(um

s , F (xt0)) 6 1/m + ε

ìîæíî ñëîæèòü è ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m è ∆t < η èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

ρY

(
xm

t0+∆t − xm
t0

∆t
, F (xt0)

)
6 (1/m + ε).

Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïî m, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

ρY

(
xt0+∆t − xt0

∆t
, F (xt0)

)
< ε.

¤
Àíàëîãè÷íî çàäà÷å âûæèâàíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò

ñëó÷àé, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ

δxt ∈ F (xt)

F : X → comp Y íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñâåðõó îòîáðàæåíèåì. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî çàìêíóòîñòè ãðàôèêà îòîáðàæåíèÿ F.

Ñíà÷àëà, íàïîìíèì îïðåäåëåíèå çàìêíóòîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 8.3 (ñì. [33, ñ. 53] ). Îòîáðàæåíèå F : X → comp Y

íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè ãðàôèê Γ(F ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæå-
ñòâîì, ãäå ãðàôèê Γ(F )� ìíîæåñòâî ïàð âèäà

Γ(F )
.
= {(σ, f) : σ ∈ D(F ), f ∈ F (σ)},
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à D(F ) ⊂ X� îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå F : X → comp Y ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì,
åñëè è òîëüêî åñëè èç óñëîâèé

‖σi − σ‖X → 0, {σi} ⊂ D(F ), ‖fi − f‖Y → 0, f ∈ F (σ)

ñëåäóåò, ÷òî (σ, f) ∈ Γ(F ), òî åñòü

σ ∈ D(F ), f ∈ F (σ).

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A ( ñì. ñ. 23),

è çàäàíî çàìêíóòîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

F : X → comp Y

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(F ). Ïóñòü äàëåå, çàäàíî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî M â D(F ) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1) äëÿ êàæäîãî x ∈ M èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

F (x) ⊂ TY
x M ;

2) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ M âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

sup
x∈M

c(x) < c.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ M ñóùåñòâóþò ÷èñëî α > 0 è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå

t → xt ∈ M, t ∈ [0, α]

òàêîå, ÷òî
x0 = ϕ è δxt ∈ F (xt)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α).
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Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ïîëíî-
ñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.1.

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A ( ñì. ñ. 23),

è çàìêíóòîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

F : X → comp Y

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(F ). Ïóñòü äàëåå çàäàíî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî M â D(F ) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1) äëÿ êàæäîãî x ∈ M ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x → H(x) ∈
comp Y, x ∈ M ïîñòðîåííîå ïî ïðàâèëó

H(x)
.
= F (x) ∩ TY

x M

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì;
2) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ M âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî c(x) < c, ãäå c(x) åñòü

c(x)
.
= sup

h∈H(x)

{
sup

i

∥∥∥h +
r(ti(x, h), x, h)

ti(x, h)

∥∥∥
X

}
.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ M ñóùåñòâóþò ÷èñëî α > 0 è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå

t → xt ∈ M, t ∈ [0, α]

òàêîå, ÷òî
x0 = ϕ è δxt ∈ F (xt)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α).
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� 9. Çàäà÷à âûæèâàíèÿ äëÿ âêëþ÷åíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè

τ → x(τ) ∈ Rn, τ ∈ [−r, ϑ], r > 0, ϑ > 0

îáîçíà÷èì
xt(s)

.
= x(t + s), s ∈ [−r, 0], t ∈ [0, ϑ].

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

X = AC([−r, 0],Rn), Y = L1([−r, 0],Rn)× Rn.

Íîðìû ‖ · ‖X è ‖ · ‖Y ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

‖ϕ‖X = sup
s∈[−r,0]

|ϕ(s)|+
∫ 0

−r

|ϕ̇(s)|ds,

‖(ϕ, b)‖Y = max{
∫ 0

−r

|ϕ(s)|ds, |b|}.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâà X è Y óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ A (ñì.
ñ. 23), (íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå A îçíà÷àåò âêëþ÷åíèå X ⊂ Y è âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà sup

ϕ∈X,ϕ6=0

‖ϕ‖Y

‖ϕ‖X
< +∞ ) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíò ϕ ∈ X,

êàê ïàðó
(ϕ(·), ϕ(0)) ∈ X̃,

ãäå
X̃

.
= {(ϕ(·), b) ∈ AC([−r, 0],Rn)× Rn : b = ϕ(0)}

ñ íîðìîé
‖(ϕ(·), b)‖X = max{‖ϕ‖X, |b|}.

Â äàëüíåéøåì áóäåì îòîæäåñòâëÿòü X è X̃ Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî
X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà Y.
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Âåçäå â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî f : X → compRn� ïîëóíåïðåðûâ-
íîå ñâåðõó îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü èìååòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ ïî-
ñëåäåéñòâèåì

ẋ(t) ∈ f(xt), x0 = ϕ, (9.1)

f : X → compRn.

Î ï ð å ä å ë å í è å 9.1. Ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (9.1) íàçûâàåòñÿ ôó-
íêöèÿ

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, ϑ], ϑ > 0

íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå [−r, ϑ), àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ íà ëþáîì îò-
ðåçêå [0, τ ], 0 < τ < ϑ è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

x(t) = ϕ, ïðè âñåõ t ∈ [−r, 0],

ẋ(t) ∈ f(xt), ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, ϑ].

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòîáðàæåíèå F : X → comp Y, îïðåäåëåííîå
ðàâåíñòâîì

F (σ)
.
= (σ̇(·), f(σ)),

è âìåñòå ñ çàäà÷åé (9.1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó

δxt ∈ F (xt), x0 = ϕ. (9.2)

Î ï ð å ä å ë å í è å 9.2. Ðåøåíèåì çàäà÷è (9.2) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-
íèå t → xt ∈ X, t ∈ [0, α), α > 0 òàêîå, ÷òî x0 = ϕ, îòîáðàæåíèå xt

àáñîëþòíî íåïðåðûâíî íà ëþáîì îòðåçêå [0, β], β < α è äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ [0, α) âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå δxt ∈ F (xt).
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Êàê è â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì ñïðà-
âåäëèâû ëåììû, óñòàíàâëèâàþùèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ðåøåíèÿìè çàäà÷ (9.2) è (9.1).

Ëåììà 9.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, α), α > 0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (9.1). Òîãäà îòîáðàæåíèå

t → xt ∈ X, t ∈ [0, α),

ïîñòðîåííîå ïî ïðàâèëó

xt(s)
.
= x(t + s), t ∈ [0, α), s ∈ [−r, 0],

èìååò äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α) âàðèàöèþ δxt è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (9.2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå t → xt ∈ X, ãäå
t ∈ [0, α). Ïî îïðåäåëåíèþ âàðèàöèè δxt� ýòî ïàðà

δxt = (σ, b) ∈ L1[−r, 0]× Rn

òàêàÿ, ÷òî
lim
ε→0

∥∥xt+ε − xt

ε
− δxt

∥∥
Y

= 0,

ãäå ∥∥xt+ε − xt

ε
− δxt

∥∥
Y

=

= max
{∥∥xt+ε − xt

ε
(·)− σ(·)

∥∥
L1([−r,0],Rn),

∣∣xt+ε(0)− xt(0)

ε
− b

∣∣}.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

σ(s) = lim
ε→0+

xt+ε(s)− xt(s)

ε
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è
b = lim

ε→0+

xt+ε(0)− xt(0)

ε
.

Äëÿ âñåõ s < 0, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ε, ñïðàâåäëèâî s + ε < 0, ïîýòîìó

σ(s) = lim
ε→0+

xt(s + ε)− xt(s)

ε
= ẋt(s).

äëÿ ïî÷òè âñåõ s ∈ [−r, 0].

Äëÿ b, ïî îïðåäåëåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (9.1) èìååì

b = lim
ε→0+

x(t + ε)− x(t)

ε
= lim

ε→0+

x(t) +

∫ t+ε

t

f(xs)ds− x(t)

ε
∈ f(xt)

ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α).

Òàêèì îáðàçîì
δxt ∈ (ẋt(s), f(xt))

ïî÷òè âñþäó íà [0, α). ¤

Ëåììà 9.2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå

t → yt, t ∈ [0, α), α > 0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (9.2). Òîãäà îòîáðàæåíèå

t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, α),

ãäå
x(s) = ϕ(s), s ∈ [−r, 0], x(t) = yt(0), t ∈ [0, α)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (9.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïî÷òè âñþäó íà èíòåðâàëå [0, α) èìåþò
ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

δyt ∈ F (yt) = (ẏt, f(yt)) ∈ comp Y.
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Ïî îïðåäåëåíèþ âàðèàöèè δyt ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, α)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
ε→0+

ρY

(
(yt+ε(·), yt+ε(0))− (yt(·), yt(0))

ε
, (ẏt(·), f(yt))

)
= 0.

Îòêóäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

lim
ε→0

∫ 0

−r

∣∣∣∣
yt+ε(s)− yt(s)

ε
− ẏt(s)

∣∣∣∣ ds = 0 (9.3)

è
lim
ε→0

ρRn

(
yt+ε(0)− yt(0)

ε
, f(yt)

)
= 0. (9.4)

äëÿ ïî÷òè t ∈ [0, α).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå t → x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r, 0], ïîñòðîåííîå ïî
ïðàâèëó

x(s) = ϕ(s), s ∈ [−r, 0], x(t) = yt(0), t ∈ [0, α).

Äëÿ x(t) èç ðàâåíñòâà (9.4) ïîëó÷àåì, ÷òî

ẋ(t) = lim
ε→0+

yt+ε(0)− yt(0)

ε
∈ f(yt).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ëåììû òðåáóåòñÿ äîêàçàòü âêëþ÷åíèå

ẋ(t) ∈ f(xt),

ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî yt = xt, òî åñòü äëÿ âñåõ s ∈
[−r, 0] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî yt(s) = xt(s). Ïî îïðåäåëåíèþ xt íåîáõîäèìî
äîêàçàòü, ÷òî

x(t + s) = yt(s).

Èç îïðåäåëåíèÿ x(t) ñëåäóåò, ÷òî ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

yt+s(0) = yt(s).
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ y(t, s)
.
= yt(s), ãäå t ∈ [0, α),

s ∈ [−r, 0].

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöè-
åé, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ y(t, s) ïîñòîÿííà âäîëü îòðåçêîâ ïðÿìîé
s + t = const, s ∈ [−r, 0], t ∈ [0, α).

Ïîêàæåì, ÷òî yt+τ(s) = yt+s(τ) äëÿ âñåõ s, τ ∈ [−r, 0). Èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà

ẏt+s(τ) = lim
ε→0+

yt+s(τ + ε)− yt+s(τ)

ε
= lim

ε→0+

yt+τ+ε(s)− yt+τ(s)

ε
= ẏt+τ(s).

Òàê êàê yt+s(τ) ∈ AC[−r, 0], òî

yt+s(0) =

∫ 0

s

ẏt+s(τ)dτ + yt+s(s).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

yt(s) =

∫ 0

s

ẏt+τ(s)dτ + yt+s(s),

è ïîýòîìó yt+s(0) = yt(s). ¤
Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 8.1 è ëåìì 9.2, 9.1, ìîæíî ñôîð-

ìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûæèâàåìîñòè äëÿ âêëþ÷åíèé ñ ïîñëåäåé-
ñòâèåì.

Òåîðåìà 9.1. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî M ⊂ X. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî äâèæåíèå t → xt ∈ M ,
ïîðîæäåííîå äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì

ẋ(t) ∈ f(xt)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = ϕ ∈ M, äîcòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîé òî÷-
êè σ ∈ M âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

F (σ) ⊂ TY
σ M,

ãäå F (σ) = (σ̇(s), f(σ)).
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Âîçüìåì, òåïåðü, â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâ

X = C([−r, 0],Rn), Y = L1([−r, 0],Rn)× Rn.

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå σ → F (σ) ∈ comp Y, σ ∈ X, äåéñòâóþùåå
ïî ïðàâèëó

F (σ) = (σ̇, f(σ))

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Ëåììà 9.3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå

σ → f(σ) ∈ Rn, σ ∈ X

ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì. Ïóñòü
îòîáðàæåíèå σ → F (σ) äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà C([−r, 0],Rn) â
ïðîñòðàíñòâî comp(L1([−r, 0],Rn)) ïî ïðàâèëó

F (σ) = (σ̇, f(σ)),

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé D(F ) = AC([−r, 0],Rn). Òîãäà ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïàðàãðàôå 4 äîêàçàíà çàìêíóòîñòü îïåðà-
òîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

F0(σ) = σ̇.

Ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

σ → f(σ)

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì (ñì. [33, ñ. 53]).
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Ïîýòîìó, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

F (σ) = (σ̇, f(σ))

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. ¤
Èç ýòîé ëåììû, òåîðåìû (8.2) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå, äàþùåå äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ âûæèâàåìîñòè äëÿ âêëþ÷åíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì è ìíîæåñòâà,
çàäàííîãî â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, ëîêàëüíî êîìïàêòíîå â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôó-
íêöèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî äâèæåíèå t → xt ∈ M , ïîðîæäåí-
íîå äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì

ẋ(t) ∈ f(xt)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = ϕ ∈ M, äîcòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîé òî÷-
êè σ ∈ M âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

F (σ) ⊂ TY
σ M,

ãäå F (σ) = (σ̇(s), f(σ)).
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