
���������	
��� �����
� �������� �
�
�����

Ǳ� 	���
�� ������	����

��������� ���������	
��� ���	
����
�

�� ������ ����� ! 

��� �������

����"�
	 �
��
 �#
����	�$

�������� ��	
��� ������������� �

Ǳ������		�� �Ǳ�����	�� ��	��	��

	�������	��	�� ��������

%&'%&'%( ) * ++,�,-. �/0-1, ����-,- 2

� !!,�3�. 2 -� !� !��- , �4#,-�5 !3,�,- 

��-* *�3� + 6 ��78�3,8�3 4,!� � -���

���4-15 ������* 3,/0 )

*��3�� + 6 ��78�3,8�3 4,!� � -���9

���+,!!�� 
'"' ��-���

�:,�!� ; &<<= >'



����������

�������� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �

 ���� !" �#$%�&�'�($�� (�(&�)* . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+,

§ &' �!-��-1, ���,*,/,- 2  �!��8�>�3,/0-1, �3�,�:*,7

- 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (&

§ (' ���� 3 4-�!30  -,�!. //2. 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(?

§ @' ���5!3�� +�-�.  σAtB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .@C
§ D' $ !/,--15 �/>�� 38 ��!3��,- 2 +�-�.  σAtB . . . . . . . . . .D%

 ���� +" �&%-$&-%� )�#.�(&�� -/%���0�)#(&�

�#$%�&�'�($�1 (�(&�) � ��$&#% 2*(&%#��3(&��0 . . . . . . . . . 45

§ ?' �3���3��� 8-�:,!3�� �����/2,8�!3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .?%
§ C' �3���3��� ��!E �,--�>� 8-�:,!3�� �����/2,8�!3 . . . . C%
§ F' $ !/,--�, 8�*,/ ����- , >��- .1 8-�:,!3�� �����7

/2,8�!3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F%

§ =' 	,�3�� G1!3��*,5!3� 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F=

 ���� �" Ǳ#6�7�#��#� -/%������� �#$%�&�'�($#3

(�(&�)#3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .89

§ <' Ǳ�!3�-���� 6�*�4  �� 8,� Ǳ' ���-��!��>� . . . . . . . . . . . . =C

§ &%' Ǳ�6 . �--�, �����/,- , *��� 3 4,!��5 ! !3,8�59

��3 8�/0-�, � !81!/, G1!3��*,5!3� 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . <%

§ &&' ����-,- , �,//8�-� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .<F
§ &(' Ǳ�6 . �--�, �����/,- , -,/ -,5-�5 ! !3,8�59

G/ 6��5 � *��� 3 4,!��5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . &%@

��&�%�&-%� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . !!4

�



��������

�,�� 2 ��3 8�/0-�>� G1!3��*,5!3� 29 �!-��� ��3���5 !�!3��/2,3

�� -. � 8��! 8�8� "'�' Ǳ�-3�2> -� H&I;HDI9 ��,*�!3��/2,3 �� -. 7

� �/0-�J ��68�:-�!30 ��!3��,- 2 ��3 8�/0-1� ���.,!!�� �� 8-�7

> � �� �/�*-1� 6�*�4��' �� G�/,, ��/-�  6�4,-� 6�*�4� G1!3��*,57

!3� 2 */2 / -,5-1� !3�. �-��-1� ! !3,8 A!8' H(I;HFI  G G/ �>��+ J

� H=IB9 */2 ��3��1� � �2*, !/�4�,� �*�,3!2 ��!3�� 30 ��6 . �--�,

�����/,- , H(9 >/' &9 § ?I9 H?I' 
!/ :,  6�4�,8�2 ! !3,8� ���61��7

,3!2 -,!3�. �-��-�59 3� */2 3�� � ! !3,89 ��� ���� /�9 !3�� 3!2

���>��88-�, �����/,- , H<I;H&(I' 	����!1 !�K,!3����- 2  ��!3��,7

- 2 ��6 . �--�>� �����/,- 2 *�!3�3�4-�  6�4,-1 */2 ��3�-�8-1�

! !3,8 H&@I A� 3�8 4 !/, */2 ��3�-�8-1� ! !3,8 ! ��68�K,- ,8 H&DIB9

3�>*� ��� */2 -,��3�-�8-1� ! !3,8 L3 �����!1  6�4,-1 *�!3�3�4-�

8�/� H&?9 >/' ?9 § (%I9 H&CI'
��!!8�3� 8 6�*�4� G1!3��*,5!3� 2 */2 �����/2,8�5 -,!3�. �7

-��-�5 ! !3,81

Mx N vAt, x, uB, At, xB ∈ R
��n, u ∈ U, A%'&B

>*, U ) ��8���3 � R
m, % ∈ U  vAt, %, %B N %' Ǳ�!30 D N R ×DAtB )

-,��3���2 + �! ����--�2 �G/�!30 � ���!3��-!3�, R
��n, % ∈ OPQDAtB'

� � � , * , / , -  , %'&' ��-�. J uAt, xB9 ���,*,/,--�J � �G/�7

!3 D  �� - 8�JK�J 6-�4,- 2 � U G�*,8 -�61��30 ��������	
 �

�����
 ���
�����
 ���������	
 ��������
� ����
����	
 �

�
	�� �	�����������9 ,!/ �1��/-,-1 !/,*�JK , 4,31�, �!/�7

� 2'

&' �/2 �!2��5 3�4� At�, x�B ∈ D �,E,- , xAtR t�, x�B A��- 8�,8�, �

!81!/, �'�' � / ����� H&F9 S' D%IB 6�8�-�3�5 ! !3,81

Mx N vAt, x, uAt, xBB

���,*,/,-�  ,* -!3�,--� �� �!,� t � t�'

�



(' ��5*,3!2 3���5 8�8,-3 ��,8,- ϑAt�, x�B9 43�

xAtR t�, x�B
∣∣∣
t�t��ϑ�t�,x��

N %.

@' Ǳ��>��88-�, �����/,- ,

uAtR t�, x�B N uAt, xAtR t�, x�BB

2�/2,3!2 ��3 8�/0-18 */2 6�*�4 G1!3��*,5!3� 2

ϑAuA·BB→ TOP,

Mx N vAt, x, uB, u ∈ U,

xAt�B N x�, xAt� U ϑB N %.

A%'(B

	�,82 G1!3��*,5!3� 2 */2 6�*�4 A%'(B �G�6-�4 8 τnAt�, x�B'

D' �/2 �!2��>� ε > % -�5*,3!2 3���, δ > %9 43� ��:*�5 +�-�7

.  wAt, xB ∈ On
δ A%B9 At, xB ∈ D9  /JG�8� η > % �3�,4�,3 +�-�7

. 2 wηAt, xB ∈ On
η AwAt, xBB9 At, xB ∈ D9 */2 ��3���5 /JG�, �,E,- ,

xηAtR t�, x�B A� !81!/, �'�' � / �����B ! !3,81

Mx N vAt, x, uAt, xBB U wηAt, xB, At, xB ∈ D, At�, x�B ∈ D, A%'@B

�*��/,3���2,3 ���,-!3�� xηAtR t�, x�B
∣∣
t�t��ϑη

N % �� -,��3���8 ϑη N

ϑηAt�, x�B � %9 �� 4#,8 |ϑηAt�, x�B− τnAt�, x�B| � ε'

Ǳ�!/,*-,, �!/�� , �G14-� -, ��/J4�,3!2 � ���,*,/,- , ��6 . 7

�--�>� �����/,- 29 ��3 8�/0-�>� � !81!/, G1!3��*,5!3� 29 -� L3�

�!/�� , 2�/2,3!2 ��:-18 ! 3�4� 6�,- 2 �� /�:,- 59 ��!��/0��

�G,!�,4 ��,3 -,��,�1�-�J 6�� ! 8�!30 ��,8,- G1!3��*,5!3� 2 �3

��68�K,- 5 �!-��-�5 ! !3,81 A%'&B' V3� �!/�� , G/ 6�� � 3�,G���7

- J �������������� �������� � 3,��  * ++,�,-. �/0-1�  >�9

��3���, ��,��1, ��,*,--� �'�' ���!��!� 8 H&=I  ��*��G-�  6�4�/�!0

� ��G�3�� �'�' ���!��!��>�  ,>� �4,- ��� H&<I9 H(%I'

� � 8 , 4 � -  , %'&' Ǳ�!��/0�� �!J*� � L3�5 ��G�3, ��!!8�3� 7

��,3!2 / E0 �!3�54 ��, � �-,E- 8 ��68�K,- 28 ��6 . �--�, ����7

�/,- ,9 ��3 8�/0-�, � !81!/, G1!3��*,5!3� 29 3� */2 ���3��!3 L3�

�����/,- , G�*,3 -�61��30!2 ��6 . �--18 �����/,- ,89 ��3 8�/07

-18 � !81!/, G1!3��*,5!3� 2  / ���!3� ��6 . �--18 �����/,- ,8'

�



� � 8 , 4 � -  , %'(' �/2 -,��3��1� ! !3,8 +�-�. 2 wAt, xB 8�7

:,3 G130 WG�/0E�5X' ��� !/,*�,3  6 !+��8�/ ����--�5 - :, 3,�7

�,81 %'&%9 */2 �/�!!� ! !3,89 ��!!8�3� ��,81� � *�--�5 ��G�3,9 L3�

+�-�. 2 *�/:-� �*��/,3���230 / E0 W�*-�!3���-- 8X �>��- 4,- 7

28' ���9 */2 !��/2�-�>� ����-,- 2

Mx N uU wAxB, |u| � &

�����/,- ,

uAxB N

{
&, x < %

−&, x > %

2�/2,3!2 ��6 . �--18 �����/,- ,89 ��3 8�/0-18 � !81!/, G1!3��7

*,5!3� 29 ,!/ 9 -��� 8,�9 wAxB N −x� U YOP x'

� � 8 , 4 � -  , %'@' Ǳ�,*��/�: 89 43� */2 ������������� ��67

8�K,--�5 ! !3,81 � *� A%'@B !�K,!3��,3 ��6 . �--�, �����/,- ,

uAt, xB9 ��3 8�/0-�, � !81!/, G1!3��*,5!3� 2' �/�:-�!30 ! -3,6�

3���>� �����/,- 2 6��/J4�,3!2 � !/,*�JK,8' �/2 ��!3��,- 2 ��7

�,��-�!3,5 �,�,�/J4,- 2 A��3��1, �G�6-�4 8 N nB -,�G��* 8� �,7

E 30 �� ��:*�8 + �! ����--�8 t� 6�*�4� ! -3,6� ���>��88-�>�

�����/,- 2 uAtR t�, x�B */2 x� ∈ DAt�B' �-18 !/���8 9 */2 �,E,7

- 2 6�*�4 ! -3,6� -,�G��* 8�  -+��8�. 2 � !�!3�2-  ! !3,81 �

G�*�K,89 43� -, �!,>*� ��68�:-� A-��� 8,�9 � !/�4�, !/�4�5-1�

��68�K,- 5 wAt, xBB' 
!/ :, */2 ��6 . �--�>� �����/,- 2 uAt, xB9

��3 8�/0-�>� � !81!/, G1!3��*,5!3� 29 �!-��-�5 A-,��68�K,--�5B

! !3,8�5  */2 ��68�K,- 5 L3�5 ! !3,81 �1��/-,-� 4,3�,�3�, �!/�7

� , ���,*,/,- 2 %'&9 3�9 �,E � �* - ��6 6�*�4� ! -3,6� */2 �!-��-�5

! !3,819 8�:-� �G,!�,4 30 A��* *,5!3� ,8 ��/�4,--�>� �����/,- 2B

ε7��3 8�/0-�, ���,*,- , ��68�K,--�5 ! !3,81'

	 L3�5 ��G�3,  6�4,- �/�!! / -,5-1� -,!3�. �-��-1� ! !3,8 � *�

Mx N AAtBxU bAtBu, x ∈ R
n, |u| � & A%'DB

! �*- 8 ���*�89 */2 ��3��1� !�K,!3��,3 ��6 . �--�, �����/,- ,9

��3 8�/0-�, � !81!/, G1!3��*,5!3� 2' ���:,  6�4�,3!2 !3���3���

�



8-�:,!3�� �����/2,8�!3  !��5!3�� +�-�.  G1!3��*,5!3� 2 3�� �

! !3,8' 	!, �,6�/03�31 ��/�4,-1 � ��,*��/�:,-  -,�!. //2.  �,7

E,- 5 !���2:,--�5 ! !3,81

Mψ N −ψAAtB A%'?B

�3-�! 3,/0-� > �,��/�!��!3 9 ���,*,/2,8�5 -��8�/0-18 �,�3���8

bAtB' � !3,81 A%'DB9 */2 ��3��1� �1��/-,-� L3� �!/�� ,9 -�6��-1 �

H(&I �����������
�' �,�8 - W*��� 3 4-�!30X ��,*,- � ?%7, >�*1

�'	' �6G,/,�18 � ��G�3��9 ��!�2K,--1� ���,�18 6�*�4�8  * ++,7

�,-. �/0-18 -,���,-!3��8Z 3�� -�61��/!2 8��! 8�/0-15  -3,���/

��6�,E 8�!3 + �! ����--�>� �/�!!� 6�*�4 	�//,7Ǳ�!!,-�' ���6�7

/�!09 43� �����! � !�K,!3����-  ��3 8�/0-�>� � !81!/, G1!3��7

*,5!3� 2 ��6 . �--�>� �����/,- 2 */2 ! !3,81 A%'DB 3,!-� !�26�- !

�����!�8 � ��6�,E 8�!3 -,��3���>� �/�!!� n73�4,4-1� 6�*�4'

Ǳ���6�-�9 43�9 -,6�� ! 8� �3 >/�*��!3 A  b9 � /JG�5 ���,!3-�7

!3 -�/2 ���!3��-!3�� At, xB7�,�,8,--1� !�K,!3��J3 A�3/ 4-1, �3

-�/2B 3�4� 9 � ��3��1� +�-�. 2 G1!3��*,5!3� 2 3,�2,3 >/�*��!309

-� 3�� � 3�4,� W*�!3�3�4-� 8�/�X' ��/,, 3�4-�9 � ��G�3, ����6�-�9

43�9 � ��,*��/�:,-  *��� 3 4-�!3 9 � ��!E �,--�8 +�6���8 ���7

!3��-!3�, A���!3��-!3�, At, xB7�,�,8,--1�B !�K,!3��,3 !/�G�  -��� 7

�-3-�, >/�*��, 8-�>��G��6 , N n ��68,�-�!3 n9 !�*,�:�K,, -�/0  

�G/�*�JK,, 3,8 !��5!3��89 43� � ��:*�5 3�4�, At, xB ∈ N n +�-�. 2

G1!3��*,5!3� 2 -,  8,,3 ��� 6��*-�5' ��/,,9 �� �!,� 3�4��� At, xB

8-�:,!3�� D
.N {At, xB Z t ∈ R, τnAt, xB < σAtB} AσAtB ���,*,/2,3  -7

3,���/ *��� 3 4-�!3 B9 -, /,:�K � -� 8-�>��G��6  N n9 +�-�. 2

G1!3��*,5!3� 2  8,,3 >/�*��!30 -� ,* - .� G�/0E, >/�*��!3 +�-�7

.  t→ AAAtB, bAtBB9 6�*�JK,5 ! !3,8� A%'DB'

���61��,3!29 43� �-�/�> 4-18 �G��6�8 +�-�. 2 G1!3��*,5!3� 2

�,*,3 !,G2 -� 8-�>��G��6  N nZ �� �!,� 3�4��� 8-�>��G��6 2 N n9

6�  !�/J4,- ,8 3�4,�9 -���*2K �!2 -� -,��3���8 A!/�G�  -��� 7

�-3-�8B ��*8-�>��G��6  N n−� ��68,�-�!3 n − &9 +�-�. 2 τnAt, xB

-,��,�1�-� * ++,�,-. ��,8� �� At, xB ∈ D � -�����/,-  /JG�>�

�



�,�3���9 /,:�K,>� � ���!3��-!3�,9 ��!�3,/0-�8 � N n � 3�4�, At, xB'

�-�>��G��6 2 N k, k N &, . . . , n9 �G/�*�J3 3,8 !��5!3��89 43�

-� - � ��3 8�/0-�, � !81!/, G1!3��*,5!3� 2 �����/,- , ��6�1�7

-� A�����/,- , �,�,�/J4�,3!2 ! U& -� −&  / ! −& -� U&B9 � ��7

-�! *���!3 81� �,�3���� !����!3,5 A��3��15 -�����/2,3 ��3 8�/07

-�, *� :,- ,9 ,!/ ��- 8�30 3���, *� :,- , � !81!/, ���,*,/,- 2

�'�' � / �����B ��!�,3!2 �*-�>�  6 8-�>��G��6 5 N k A3' ,' ��-�!

-���* 3!2 �� �*-� !3���-� �3 ��!�3,/0-�>� ���!3��-!3��   8,,3 !

L3 8 ���!3��-!3��8 �GK 5 �,�3��B' V3� �G!3�23,/0!3�� ��6��/2,3

����,�3-� ���,*,/ 30 ��6 . �--�, �����/,- ,9 ��3 8�/0-�, � !817

!/, G1!3��*,5!3� 2' Ǳ� L3�8 ��6 . �--�, �����/,- , *�!3�3�4-�

6�*�30 3�/0�� -� 8-�>��G��6  N ��n 8��! 8�/0-�5 ��68,�-�!3 9 3��

��� *� :,- 2 At, xAtBB A� !81!/, � / �����B ! !3,81 ! ��6�1�-�5 ��

+�6��18 ����* -�3�8 �����5 4�!30J -, 6�� !23 �3 3�>�9 ��� ���,7

*,/,-� �����2 4�!30 -� 8-�:,!3���9 8,�� ",G,>� ��3��1� A� R
��nB

���-� -�/J' ��� 8 �G��6�89 -�/ 4 , *��� 3 4-�!3 A+��3�� 6�.  

Ǳ�/ �7��88�-�B �/,4,3 !�K,!3����- , ��6 . �--�>� �����/,- 29

��3 8�/0-�>� � !81!/, G1!3��*,5!3� 2'

	 ��G�3, �� !�- �/�!! 3�� � *���!3 81� ��68�K,- 5 �!-��-�5

*��� 3 4,!��5 ! !3,81 A%'DB9 43� ��3 8�/0-�, � !81!/, G1!3��*,57

!3� 2 ��6 . �--�, �����/,- , uAt, xB */2 �!-��-�5 ! !3,81 *�!3�7

�/2,3 � -�/0 ��:*�, �,E,- , ��68�K,--�5 ! !3,81 A-, �G26�3,/0-�

6� 8 - 8�/0-�,9 -� 6� ��-,4-�, ��,82B9 -�4 -�JK,,!2 � 3�4��� ��!7

E �,--�>� 8-�:,!3�� �����/2,8�!3 D'

���-!3�� ����-1  �,�/ 6���-1 4 !/,--1, �/>�� 381 �.,-� 

 -3,���/� *��� 3 4-�!3  8�*,/ ����- 2 8-�>��G��6 5 Nk, k N

&, . . . , n− &  N k, k N &, . . . , n9 �� �,*,-1 4 !/,--1, �� 8,�1   /7

/J!3��.  '

�,6�/03�319 ��,*!3��/,--1, � * !!,�3�.  9 ���G/ ����-1 � ��G�7

3�� H(&I;H(?I'

� :, �� �,*,-1 +��8�/ ���� �!-��-1� �,6�/03�3�� ��G�31'

� !!,�3�. 2 !�!3� 3  6 ��,*,- 29 3�,� >/��9 *�,-�*.�3 ����>��+��

�



A-�8,��. 2 ����>��+�� !���6-�2B9 @& � !�-��  !� !�� / 3,��3��1'

�G[#,8 * !!,�3�.  &&F !3��- .'

	 �,���8 ����>��+, * !!,�3�.  ��,*,-1 �!-��-1, ���,*,/,- 2

 ��-23 29  !��/06�,81, � ��G�3,'

������� �	����������� At, xB → τnAt, xB ! !3,81 A%'DB -�61��7

,3!2 +�-�. 29 6-�4,- , ��3���5 � ��:*�5 3�4�, At�, x�B ���,*,/2,3!2

���,-!3��8

τnAt�, x�B N TOP
u�·�∈U

{ϑ � %Z xAt� U ϑR t�, x�, uA·BB N %},

>*, U ) !������-�!30  68,� 81� +�-�. 5 !� 6-�4,- 28 � H−&, &I9
xAtR t�, x�, uA·BB ) �,E,- , ! !3,81 A%'DB �� �����/,-  u N uAtB  

-�4�/0-�8 �!/��  xAt�B N x�' 
!/ */2 -,��3���5 3�4� At�, x�B -,

!�K,!3��,3 *���!3 8�>� �����/,- 29 �,�,��*2K,>� �,E,- , � -�/0

6� ��-,4-�, ��,829 3� ��/�>�,8 τnAt�, x�B N ∞'

��������
 �������
���� ����
	 A%'DB �� ����� Ht�, t�U ϑI

-�61��,3!2 8-�:,!3��DϑAt�B N {x ∈ R
n Z τnAt�, xB � ϑ}.��������


�������
���� ! !3,81 A%'DB -�61��,3!2 8-�:,!3��

DAt�B
.N
⋃
ϑ��

DϑAt�B.

Ǳ�!30 ψ�AtB, . . . , ψnAtB ) ��� 6��/0-�2 +�-*�8,-3�/0-�2 ! !3,8�

�,E,- 5 !���2:,--�5 ! !3,81 A%'?B' �G�6-�4 8 4,�,6 σAt�B 3�4-�J

�,��-JJ >��-0 3�� � σ > %9 43� -� ��/� -3,���/, Ht�, t� U σB !���7

���-�!30 +�-�. 5

ξ�AtB
.N ψ�AtBbAtB, . . . , ξnAtB

.N ψnAtBbAtB

2�/2,3!2 4,G1E,�!��5 ! !3,8�5 A\7! !3,8�5B'

� � � , * , / , -  , %'(' � !3,8� A%'DB -�61��,3!2 ���������

���� -�  -3,���/, J 9 ,!/ */2 �!,� t ∈ J �1��/-,-� -,���,-!3��

σAtB > %'

	3���5 ����>��+ ��!�2K,-  !!/,*���- J �!/�� 5 *��� 3 4-�!3 

! !3,81 A%'DB' ����6�-1 !/,*�JK , �3�,�:*,- 2'

�



� , � � , 8 � %'&'  ����� ����
� ���� A%'DB� �������
�� ��	���

����	
 ������������
 zAtB N LAtBx ALAtB ����	��� ��!!���

����
� � detLAtB �N %� t ∈ JB � ����������� ����


Mz N F AtBz U gAtBu,

����������" #���

F AtB N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f��AtB f��AtB . . . f�n−�AtB f�nAtB

−β�AtB f��AtB . . . f�n−�AtB f�nAtB

% −β�AtB . . . f�n−�AtB f�nAtB

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

% % . . . −βnAtB fnnAtB

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , gAtB N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
β�AtB

%

%

. . . . .

%

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

����
 !������ fikAtB� βiAtB ����	��	 � βiAtB > % ��� ��$ t ∈ J �

i N &, . . . , n"

	�,*,8 � ��!!8�3�,- , !/,*�JK , *�� �!/�� 2'

� ! / � �  , %'&' �/2 ��:*�>� i N &, . . . , nU & +�-�.  t → qiAtB9

���,*,/,--1, ���,-!3��8 

q�AtB N bAtB, . . . , qiAtB N Mqi−�AtB− AAtBqi−�AtB,

-,��,�1�-19 �>��- 4,-1 -� -,��3���8  -3,���/, J 9  ]^QQAtB �N %

�� �!,� t ∈ J 9 >*, QAtB N Aq�AtB, . . . , qnAtBB'

� ! / � �  , %'(' ��5*�3!2 4 !/� ν�, . . . , νn−� 3�� ,9 43� ν� � ν� �
· · · � νn−�9  */2 ���-,5 λ�AtB, . . . , λnAtB ����-,- 2 ]^QAλQAtB−HAtBB N

%9 >*, HAtB N Aq�AtB, . . . , qn��AtBB9 �� �!,� t �1��/-,-1 -,���,-!3��

λ�AtB � ν� � λ�AtB � · · · � νn−� � λnAtB. A%'CB

� , � � , 8 � %'(' %����� %'& ���������� &� � ����� ���������

����� !������ t → AAAtB, bAtBB� ����'�� ����
� A%'DB � ���$����


�( ��� ������������� ����
	 A%'DB �� ������� J "

���8�/ ��,8�2 - :, 3,��,8� !�K,!3�,--�  !��/06�,3 �,6�/03�3

��G�31 H(CI'

�



� , � � , 8 � %'@' )��� �	�����	 ������ %'& �� ��� ��������

��� � ������ %'(� �� σAtB N ∞ ��� ��$ t ∈ R" *��� ��� ��������

���� ��������	 ε > % � δ � %� ��� ������������ � A%'CB ���

��$ ���������� ������$ t �	�����	 ��������� δ � λ�AtB� νi−� U
ε � λiAtB � νi − ε� i N (, . . . , n − &� �� ��� ��$ t ∈ R 
�������

�������
���� DAtB ����
	 A%'DB �������� � R
n"

	 3�,30,8 ����>��+,  !!/,*���-1 -,��3��1, !��5!3�� +�-�.  

t� → σAt�B9 ��,*,-� ��-23 , 
���
������ ������� ��
�������

+�-�. 5 ξ�AtB, . . . , ξnAtB A!8' !3�' @FB  �� �,*,-1 4 !/,--1, �� 7

8,�19  //J!3� ��JK , ��6/ 4-1, ��� �-31 ���,*,- 2 +�-�.  

t� → σAt�B'

	 4,3�,�3�8 ����>��+, * !!,�3�.  !+��8�/ ����-1 *�� �/>�7

� 38� 4 !/,--�5 �.,-� +�-�.  σAtB' Ǳ� �,*,-1 -,��3��1, �,6�/07

3�31  !��/06���- 2 L3 � �/>�� 38��   //J!3��.  '

Ǳ2315 ����>��+ ��!�2K,- �� !�- J !3���3��1 8-�:,!3�� ����7

�/2,8�!3 DϑAt�B *��� 3 4,!��5 ! !3,81 A%'DB' 	 +��8�/ ��,8�5 - 7

:, 3,��,8, ����6�-�9 43� � ��,*��/�:,-  *��� 3 4-�!3 >��- .�

8-�:,!3�� �����/2,8�!3 ,!30 �G[,* -,- , -,�,�,!,��JK �!2 >/�*7

� � 8-�>��G��6 5 Nk
�At�, ϑB  Nk

−At�, ϑB A>/�*��!30 -� ,* - .� �1E,

>/�*��!3 +�-�.  t→ AAAtB, bAtBBB9 ��68,�-�!30 k ��3��1� ��- :�7

,3!2 ! n− & *� -�/29 �� 4#,8 �G[,* -,- , 8-�>��G��6 59 ��68,�-�!30

��3��1� ���1E�,3!2 �3 -�/2 *� k − &9 2�/2,3!2 �GK 8 ���,8 6�817

��- 2 �G[,* -,- 2 8-�>��G��6 59 ��68,�-�!30 ��3��1� ��- :�,3!2

! n − & *� k' �-�>��G��6 2 Nk
±At�, ϑB ���,*,/,-1 !/,*�JK 8 �G��7

6�8Z Nk
�At�, ϑB !�!3� 3  6 �!,� 3�� � 3�4,� x� ∈ DϑAt�B9 */2 ��:*�5  6

��3��1� -�5*#,3!2 3���2 3�4�� τAt�, x�B ∈MkAϑB9 >*,

M�AϑB .N {%},
M�AϑB .N {τ N Aτn−�B ∈ R Z % < τn−� < ϑ},

· · ·
MkAϑB .N {τ N Aτn−k, . . . , τn−�B ∈ R

k Z % < τn−k < · · · < τn−� < ϑ},
k N &, . . . , n− &9 43� ��3 8�/0-�, �����/,- , uAt, x�B9 t� � t � t� U ϑ9

	




�,�,��* 3 3�4�� xAt�B N x� � 3�4�� xAt�UϑB N %9  8,,3 �,�,�/J4,- 2

3�/0�� � 8�8,-31 ��,8,- t N t� U τiAt�, x�B  *� �,���>� 8�8,-3�

�,�,�/J4,- 2 uAt, x�B N U& A*/2 8-�>��G��6 2 Nk
−At�, ϑB *� �,���>�

8�8,-3� �,�,�/J4,- 2 uAt, x�B N −&B'
Ǳ�!30 +�-�. 2 t → AAAtB, bAtBB9 6�*�JK�2 ! !3,8� A%'DB9 2�/2,3!2

+�-�. ,5 �/�!!� Cr'

� , � � , 8 � %'D' Ǳ���� ����
� A%'DB ������������ �� R" ,��

��� ��� ������� ϑ � σAt�B 
������� �������
���� DϑAt�B �����

��� ������ �	����	
 ���
 � R
n A�" " OPQDϑAt�B �N ∅ � ��� �'�	$

x, x� ∈ ∂DϑAt�B � �'���� λ ∈ A%, &B ����� λx U A& − λBx� ∈ OPQDϑAt�BB"

-������ ∂DϑAt�B 
������� DϑAt�B ��� ��.����� �������

'��$�� ������$ A������ Cr��B 
����������� Nk
�At�, ϑB � Nk

−At�, ϑB�
k N %, &, . . . , n− &� � ��.�����(

k−�⋃
i��

N i
−At�, ϑB

)⋃(
k−�⋃
i��

N i
�At�, ϑB

)

������� ����
 ���
 
����������� S_Nk
�At�, ϑB � S_N

k
−At�, ϑB" *���

������ ���� x� ∈ Nk
�At�, ϑB ������ ��������� ��������� ��

������ ����� xAt�B N x� � ����� xAt� U ϑB N %� ����
 ������

�

�� �������� uAtR t�, x�B �
� ����� k ����'���� �� �������

At�, t� U ϑB"

	 E,!3�8 ����>��+, * !!,�3�.  *���6�-� 3,��,8� � ��,*!3�� 8�7

!3 ��!E �,--�>� 8-�:,!3�� �����/2,8�!3 D
.N R ×Dσ�t�AtB � � *,

6�81��- 2 �G[,* -,- 2 !/�G�  -��� �-3-1� 8-�>��G��6 5 N��n
�  

N��n
− A��3��1,9 � !��J �4,�,*09 2�/2J3!2 �G[,* -,- 28 !/�G�  -7

��� �-3-1� >/�*� � 8-�>��G��6 5 N k
±9 ��68,�-�!30 k ��3��1� ��7

- :�,3!2 �3 n U & *� ,* - .19 �� 4#,8 8-�>��G��6 , ��68,�-�!3 k

!/�: 3 ���,8 6�81��- 2 8-�>��G��6 2 ��68,�-�!3 kU&B9 �� !�-1

!��5!3�� L3 � 8-�>��G��6 59 �� �,*,-1 �� 8,�1   //J!3��.  '

�/2 ��:*�>� k N %, &, . . . , n  /JG�>� t ∈ R ���,*,/ 8 8-�>��G��7

		



6 2 MkAtB9 >*,

M�AtB .N {%},
· · ·

MkAtB .N {τ N Aτn−k��, . . . , τnB Z % < τn−k�� < · · · < τn < σAtB}

 8-�>��G��6 2 M��k .
N R × MkAtB' 	!2��5 3�4�, At, τB ∈ M��k

��!3�� 8 � !��3�,3!3� , 3�4�� At, xB9 >*, x N % �� k N %9 � �� k � &

x N xApB N −
n−�∑
i�n−k

A−&Bi−n�k
t�τi��∫
t�τi

XAt, sBbAsB ds, τn−k N %.

��� 8 �G��6�89 */2 ��:*�>� k N %, . . . , n 6�*�-� +�-�. 2 At, τB →
F At, τB N At, xB ! �G/�!30J ���,*,/,- 2 M��k  �G/�!30J 6-�4,- 5

N ��k
�

.N F AM��kB A�-�/�> 4-� N ��k
−

.N −F AM��kB' ���8, 3�>�9 �

! /� ��!3��,- 2  8,,3 8,!3� ��,*!3��/,- , N ��k
± N R × N k

±AtB'

� , � � , 8 � %'?' Ǳ���� ����
� A%'DB ������������" ,���� ����

������ 
������� �������
���� D
.N R ×Dσ�t�AtB ��������
�

� ��� D N S_
(
N��n

�

⋃
N��n

−
)
� ��

N��k
� N N ��k

�

⋃
N k

−
⋃

N k−�
�

⋃
· · ·

⋃
N �,

N��k
− N N ��k

−
⋃

N k
�

⋃
N k−�

−
⋃

· · ·
⋃

N �,

k N %, . . . , n" ������������ N��k
� � N��k

− ����� ����������	� � ��� ���

����� k N %, . . . , n, 
���������� Nk
�

⋃
Nk

− ������� ����
 ���



����������� S_N��k
� � S_N��k

− "

	 !,*08�8 ����>��+, !+��8�/ ����-1 *�� �/>�� 38� 4 !/,--�>�

8�*,/ ����- 2 >��- .1 8-�:,!3�� �����/2,8�!3  �/>�� 38 4 7

!/,--�>� 8�*,/ ����- 2 >��- .1 ��!E �,--�>� 8-�:,!3�� �����/27

,8�!3 ' Ǳ� �,*,-1 4 !/,--1, �� 8,�1   //J!3��.  '

	�!08�5 ����>��+' �G�6-�4 8 �,�3��

τAt, xB N Aτ�At, xB, . . . , τnAt, xBB, A%'FB

	�



>*, t U τiAt, xB ) 8�8,-31 �,�,�/J4,- 2 ���>��88-�>� �����/,- 29

��3 8�/0-�>� � !81!/, G1!3��*,5!3� 2 */2 6�*�4 �����/,- 2 �

-�/0 ! !3,8�5 A%'DB'

	 !/,*�JK,5 3,��,8, ����6�-�9 43� */2 ��:*�>� i N &, . . . , n9 4 7

!/� τiAt�, x�B 2�/2,3!2 ��,8,-,8 G1!3��*,5!3� 2 � 6�*�4, � �,�,��*,

3�4� x� ∈ N n
�At�B -� 8-�>��G��6 , N n−i

ν�i� At� U ϑBZ

ϑAuA·BB → TOP
u�·�

, uA·B ∈ U , A%'=B

Mx N AAtBxU bAtBu, t� � t � t� U ϑ, A%'<B

xAt�B N x�, xAt� U ϑB ∈ N n−i
ν�i� At� U ϑB, A%'&%B

>*, �8,!3� νAiB -�*� ��!3�� 30 6-�� W�/J!X9 ,!/ i ) 4,3-�,  6-��

W8 -�!X9 ,!/ i ) -,4,3-�, 4 !/�' Ǳ�L3�8� �,�3�� A%'FB ,!3,!3�,--�

-�61��30 ������
 �	�����������'

� , � � , 8 � %'C' Ǳ���� ����
� A%'DB ������������" /������

��
 Au�A·B, ϑ�, x�A·BB 0 ����
����	� ������ ������ A%'=B1A%'&%B ���

�������
 !�����������
 i ∈ {&, . . . , n}" ,���� ϑ� N τiAt�, x�B � ��

������� At�, t� U τiAt�, x�BB ����
����� �������� u�AtB � ����

��'� 
� ����
����� ���� x�AtB ����
	 A%'<B �������'� �

����
����	
� ��������
 � ����
 ������ �	����������� �

���� &�" " ������ A%'=B1A%'&%B ��� i N n("

Ǳ�� 6��*-�5 dτAq�B +�-�.  τ Z N → R -� 8-�>��G��6  N �

3�4�, q� ∈ N �*�/0 -�����/,- 29 6�*�--�>� �,�3���8 w ∈ Tq� N 9

-�61��,3!2 / -,5-�, �3�G��:,- , dτAq�B Z Tq� N → R9 ���,*,/,--�,

���,-!3��8

dτAq�Bw
.N
dτAqAεBB
dε

∣∣∣
ε��
,

>*, qAεB ) �/�!! L�� ��/,-3-�!3 >/�*� � �� �1� q Z A−&, &B → N 9

�G/�*�JK � !/,*�JK 8 !��5!3��8 Z

qA%B N q�,
dqAεB
dε

∣∣∣
ε��

N w.

�-�/�> 4-� ���,*,/2,3!2 ��� 6��*-�2 dsτ, s � (Z

dsτAq�B Aw�, . . . , wsB
.N
dsτAqAεBB
dεs

∣∣∣
ε��
,

	�



>*, q Z A−&, &B→ N ) �/�!! L�� ��/,-3-�!3 >/�*� � �� �1� � *�

qAεB N q� U εw� U
ε�w�

(`
U · · ·U εsws

s`
U oAεsB.

��-�. 2 q → τAqB 2�/2,3!2 +�-�. ,5 �/�!!� Cs -� 8-�>��G��6  

N 9 ,!/ */2 �!2��5 Cs7�� ��5 q Z A−&, &B → N +�-�. 2 ε → τAqAεBB

2�/2,3!2 +�-�. ,5 �/�!!� Cs'

� , � � , 8 � %'F' Ǳ���� ����
� A%'DB ������������� � !����

��� A Z R → aP]ARnB� b Z R → R
n ���������� ������ Cr" ,����

��� ������� k N %, . . . , n !������ τi Z N ��k
�

⋃ N ��k
− → R� i N &, . . . , n�

���������� ������ Cr�� �� 
�����������$ N ��k
�

⋃ N ��k
− "  �����

������ τi ����	��� ��!!������
	 r U & ��� �� N ��n
�

⋃ N ��n
− "

	 *,�23�8 ����>��+, ��G�31 !+��8�/ ����-� ���G/,8� ��!3��,7

- 2 ��6 . �--�>� �����/,- 2 uAt, xB A�����/,- 2 �� �� -. �� �G��37

-�5 !�26 B � 6�*�4, G1!3��*,5!3� 2 */2 * -�8 4,!��5 ! !3,819 ��7

�,*,- , ��3���5 �� !1��,3!2 ����-,- ,8 A%'&B' Ǳ� �,*,- �� 8,� / 7

-,5-�5 �� +�6��18 ����* -�3�8  �����/,- J !3�. �-��-�5 ! !3,7

81 -� �/�!��!3 A��!3��,--15 ��,��1, Ǳ' ���-��!� 8 H(FI9 H(=IB9 �

��3���5 �3!�3!3��,3 �-�3�,--22 �!3�54 ��!30 �� �3-�E,- J �  68,7

-,- 28 uAt, xB -� 8-�:,!3�, -�/,��5 8,�1' ���:, !+��8�/ ����-�

���G/,8� ��!3��,- 2 ��6 . �--�>� �����/,- 2 � -�/0 A-, �G26�3,/07

-� 6� 8 - 8�/0-�,9 -� 6� ��-,4-�, ��,82B !,8,5!3�� W ����-,- 5

WG/ 6� �X � �������
� �������' A%'DB'

	 *,!23�8 ����>��+, *���6�-� !�K,!3����- , ��6 . �--�>� ����7

�/,- 2 */2 *��� 3 4,!��5 ! !3,81 A%'DB  ��!3��,-� 3���, ����7

�/,- ,' ���,���6 . �--�  68,� 8�J +�-�. J uC Z D → U G�*,8

-�61��30 ����
����	
 � �
	�� �	����������� ���������	
 C�
��������
 A!����K,--� ��3 8�/0-18 C7�����/,- ,8B9 ,!/ */2

/JG�5 3�4� At�, x�B ∈ OPQD9 C7�,E,- , A�,E,- , � !81!/, ����3,7

�*�� B xAtR t�, x�B 6�*�4 

Mx N AAtBxU bAtBu, xAt�B N x�, A%'&&B

	�



�� u N uCAt, xB9 !�K,!3��,3 -� ��/��! Ht�,∞B9 ,* -!3�,--�9 �G��7

K�,3!2 � -�/0 � 3�4�, t N t� U τnAt�, x�B  xAtR t�, x�B ≡ % */2

t > t� U τnAt�, x�B'

�-�/�> 4-� ���,*,/2,3!2 ����
����� � �
	�� �	�����������

���������� F��������� A!����K,--� ��3 8�/0-�, F 7�����/,- ,B'

	 L3�8 !/�4�, +�-�. 2 At, xB → uFAt, xB *�/:-� G130 ���,*,/,-�

*/2 ��43 �!,� A� !81!/, 8,�1 ",G,>� � R
��nB 3�4,� At, xB ∈ OPQD

 �G,!�,4 ��30 !/,*�JK,, !��5!3��Z ��:*�8� At�, x�B ∈ OPQD �3�,7

4�,3 ,* -!3�,--�, F 7�,E,- , A�,E,- , � !81!/, �'�' � / �����B

xAtR t�, x�B 6�*�4 A%'&&B ! �����/,- ,8 u N uFAt, xB  xAtR t�, x�B ≡ %

*/2 t � t� U τnAt�, x�B'

� , � � , 8 � %'=' �������

uCAt, xB N

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
&, ��� At, xB ∈ N ��k

� ��� �������
 k ∈ {&, . . . , n}
%, ��� k N %

−&, ��� At, xB ∈ N ��k
− ��� �������
 k ∈ {&, . . . , n}

��������� ����
����� C���������� � !������

uFAt, xB N

{
&, ��� At, xB ∈ N ��n

�

−&, ��� At, xB ∈ N ��n
−

0 ����
����� F��������� ��� ������������ ����
	 A%'DB"

	 �* --�*.�3�8 ����>��+, * !!,�3�.  *���6�-� 3,��,8� � 3�89

43� ����* -�31 τiAt�, x�B, i ∈ {&, . . . , n} �,�3��� G1!3��*,5!3� 2 2�/27
J3!2 �,E,- 28 !��3�,3!3��JK � ����-,- 5 �,//8�-�'

� , � � , 8 � %'<' Ǳ���� ����
� A%'DB ������������� � !����

��� A Z R → aP]ARnB� b Z R → R
n ���������� ������ Cr" ,����

������ ���������� τiAt, xB, i N &, . . . , n� ������ �	�����������2

AbB ����	��� � OPQDR

AcB ����	��� ��!!������
� r U & ��� � N ��nR

ASB ������� !������ ������ Cr�� �� 
�����������$ N ��k, k ∈
{&, . . . , n− &}R

	�



A]B ������� ����
 ������

dθAt, xBhAt, xB N −&, θAt, xB
∣∣∣
�t,x�∈N��n−i

N %,

�� dθAt, xBhAt, xB 0 ����������� !������ θAt, xB �� 
�����������$

N ��k, k N &Un− i, . . . , n� � ���� At, xB ����� ����������� ���������
������
 hAt, xB N A&, AAtBxU νAt, xBbAtBB�

νAt, xB N

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
&, ��� At, xB ∈ N �

�

⋃
· · ·

⋃
N ��n

� ,

%, ��� At, xB ∈ N �,

−&, ��� At, xB ∈ N �
−
⋃

· · ·
⋃

N ��n
− R

A^B � ���������� ��� At, xB ∈ N ��n
� !������ τiAt, xB �����������

�������'

∂θAt, xB
∂t

U
∂θAt, xB
∂x

AAAtBxU bAtBB N −&,

� ��� At, xB ∈ N ��n
− 0 �������'

∂θAt, xB
∂t

U
∂θAt, xB
∂x

AAAtBx− bAtBB N −&.

��,-�*.�315 ����>��+ ��G�31 ��!�2K,- �� !�- J �/�!!� 3�7

� � *���!3 81� ��68�K,- 5 �!-��-�5 *��� 3 4,!��5 ! !3,81 A%'DB9

43� ��3 8�/0-�, � !81!/, G1!3��*,5!3� 2 ��6 . �--�, �����/,- ,

uAt, xB */2 �!-��-�5 ! !3,81 �,�,��* 3 � -�/0 ��:*�, �,E,- , ��67

8�K,--�5 ! !3,81 A-, �G26�3,/0-� 6� 8 - 8�/0-�,9 -� 6� ��-,4-�,

��,82B9 -�4 -�JK,,!2 � 3�4��� ��!E �,--�>� 8-�:,!3�� �����/2,7

8�!3 D'

��!!8�3� 8 ! !3,8� ����-,- 5

Mx N AAtBxU bAtBuU wAt, xB, At, xB ∈ R
��n, |u| � &, A%'&(B

>*, +�-�.  A Z R → aP]ARnB, b Z R → R
n -,��,�1�-19 +�-�. 2

w Z R
��n → R

n �*��/,3���2,3 �!/�� 28 ����3,�*�� 9 wAt, %B ≡ %9  

!�K,!3��,3 3���, r > %9 43� */2 / -,5-�5 ! !3,81 A%'DB �� �!,�

t ∈ R �1��/-,-� -,���,-!3�� σAtB � r'

	�



�G�6-�4 8

Or
.N R × {x ∈ R

n Z |x| < r},
D

.N R × Dσ�t�AtB ) ��!E �,--�, 8-�:,!3�� �����/2,8�!3 ! !3,7

81 A%'DB' Ǳ�!3�� 8 8-�>�6-�4-1, +�-�.  

UAt, xB N

{
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" , 8 8 � &'&' Ǳ���� ����
� A%'DB ��!!��������� �������
�
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��%����� �����&��� "������ ��%���&���� � ��������� &�������� �������$

	 �,��1� *��� >/���� ��G�31  6�4�,3!2 !3���3��� 8-�:,!3��

�����/2,8�!3  !��5!3�� +�-�.  G1!3��*,5!3� 2 / -,5-�5 -,!3�7

. �-��-�5 ! !3,81

Mx N AAtBxU bAtBu, A('&B
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n9 +�-�. �-�/0-�2 8�3� .� A Z R → hfTARn,RnB  �,�3��
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�,E,- 5 ����-,- 2

Mψ N −ψAAtB, A('(B

!���2:,--�>� � A('&B'
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��/� -3,���/, Ht�, t� U σB !������-�!30 +�-�. 5
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.N ψnAtBbAtB A('@B
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��2 -,3� � �/0-�2 / -,5-�2 ��8G -�. 2 +�-�. 5 A('@B  8,,3 -�
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3� ���3-�!3,5B -�/,5' �6 ���,*,/,- 2 σAt�B !/,*�,39 43� */2 /JG�>�
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� � � , * , / , -  , ('&' � !3,8� A('&B -�61��,3!2 ���������

���� -�  -3,���/, J 9 ,!/ */2 �!,� t ∈ J �1��/-,-� -,���,-!3��

σAtB > %'

" , 8 8 � ('&' )��� ����
� A('&B ������������ �� J � �� ���

��!!��������� �������
� ��� ��$ t ∈ J "

� � � � 6 � 3 , / 0 ! 3 � �' Ǳ�!30 ξAt, ψB N ψAtBbAtB9 >*, ψAtB ) �,7

E,- , ! !3,81 A('(B ! -�4�/0-18 �!/�� ,8 ψAt�B N −ψ' ��>*� */2 ��7
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8-�:,!3�� DϑAt�B ���,*,/2,3!2 !/,*�JK 8 �G��6�8 A!8' A&'&BBZ
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XAt�, tBbAtBU dt N

N

t��ϑ∫
t�

ψAtBbAtBU dt N

t��ϑ∫
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|ξAt, ψB| dt.

�*,!0 U N H−&, &I, XAt, sB ) 8�3� .� ��E ! !3,81 Mx N AAtBx' ��/,,9

��!��/0�� ϑ > %9 3� !����,*/ �� -,���,-!3��
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ψ∈Sn−�
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Mz N F AtBz U gAtBu, A('DB

����������" #���

F AtB N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f��AtB f��AtB . . . f�n−�AtB f�nAtB

−β�AtB f��AtB . . . f�n−�AtB f�nAtB

% −β�AtB . . . f�n−�AtB f�nAtB

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

% % . . . −βnAtB fnnAtB

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , gAtB N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
β�AtB
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⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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Ǳ�!30 μAtB ) �,E,- , ! !3,81 A('?B ! -�4�/0-18 �!/�� ,8 μAt�B N
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- , η�AtB ! !3,81 Mη� N −η�Fn−�AtB 3���,9 43� �,���2 ����* -�3� L3�>�
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q�AtB N bAtB, . . . , qiAtB N Mqi−�AtB− AAtBqi−�AtB,

-,��,�1�-19 �>��- 4,-1 -� -,��3���8  -3,���/, J 9  ]^QQAtB �N %

�� �!,� t ∈ J 9 >*, QAtB N Aq�AtB, . . . , qnAtBB'

� ! / � �  , ('(' ��5*�3!2 4 !/� ν�, . . . , νn−� 3�� ,9 43� ν� � ν� �
· · · � νn−�9  */2 ���-,5 λ�AtB, . . . , λnAtB ����-,- 2 ]^QAλQAtB−HAtBB N

%9 >*, HAtB N Aq�AtB, . . . , qn��AtBB9 �� �!,� t �1��/-,-1 -,���,-!3��
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E,- , �/>,G�� 4,!��5 ! !3,81 QAtBr N qn��AtB' �!��/06�2 8,3�* ��

�'�' ���!��!��>� H@D9 !' &D=I ����:,89 43� 6�8,-� z N LAtBx9 >*,

LAtB N Q−�AtB9 �� ��* 3 ! !3,8� A('&B � � *� A('DB9 >*,

βiAtB ≡ &,

finAtB N −riAtB,
fikAtB ≡ %,

i N &, . . . , n,

i � k, i, k N &, . . . , n− &.

	 !�8�8 *,/,9 �1��/- � ��*!3�-��� QAtBz N x  QAtBgAtB N bAtB �

! !3,8, A('&B9 ��/�4 8Z

AQAtBzBM N AAtBQAtBz UQAtBgAtBu,

MQAtBz UQAtB Mz N AAtBQAtBz UQAtBgAtBu,

Q−�AtB MQAtBz U Mz N Q−�AtBAAtBQAtBz U gAtBu,

Mz N AQ−�AtBAAtBQAtB−Q−�AtB MQAtBBz U gAtBu,

�3��*� QAtBF AtB N AAtBQAtB− MQAtB' Ǳ���:,8  !3 --�!30 L3�>� ���,-7

!3��Z

QAtBF AtB N
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q�AtB, q�AtB, . . . , qnAtB
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% % . . . −r�AtB
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% −& −rnAtB

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ N
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-,�G��* 8� */2 *��� 3 4-�! ! !3,81 A('&B -�  -3,���/, J ' �,��,8�

*���6�-�'
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� , � � , 8 � ('@' )��� �	�����	 ������ ('& �� ��� ��������

��� � ������ ('(� �� σAtB N ∞ ��� ��$ t ∈ R" *��� ��� ��������

���� ��������	 ε > % � δ � %� ��� ������������ � A('FB ���

��$ ���������� ������$ t �	�����	 ��������� δ � λ�AtB� νi−� U
ε � λiAtB � νi − ε� i N (, . . . , n − &� �� ��� ��$ t ∈ R 
�������

�������
���� DAtB ����
	 A('&B �������� � R
n"

� � � � 6 � 3 , / 0 ! 3 � �' ��� ����6�-� � 3,��,8, ('(9  6 �1��/7

-,- 2 �!/�� 2 ('& !/,*�,3 σAtB > %' ��/,,9 /,>�� � *,309 43� ! !3,8�

A('?B L�� ��/,-3-� ����-,- J

ξ�n� N r�AtBξ U · · ·U rnAtBξ�n−��. A('=B

Ǳ���:,89 43� σAtB N ∞' 	 ! /� !/,*!3� 2 ?'@ ��G�31 H(CI9 ,!/ -�57

*�3!2 3�� , 4 !/� ν�, . . . , νn−�9 43� ν� < ν� < · · · < νn−�  ���- 

μ�AtB, . . . , μnAtB �����3,� !3 4,!��>� ����-,- 2

μn N r�AtB U r�AtBμU · · ·U rnAtBμn−� A('<B

�*��/,3���2J3 -,���,-!3��8 A('FB A! 6�8,-�5 μi -� λiB  -,���,-!3��

ν� � μ�AtB9 3� */2 ����-,- 2 A('=B σAtB N ∞ �� �!,� t ∈ H%,U∞B' ��7

/,, 3�>�9 !�K,!3��,3 3���2 +�-*�8,-3�/0-�2 ! !3,8� ξ�AtB, . . . , ξnAtB

����-,- 2 A('=B9 43� ci ^geAνi−�tB � ξiAtB � di ^geAνitB, i N &, . . . , n− &9

cn ^geAνn−�tB � ξnAtB, t ∈ H%,∞B9 >*, ci, di ) -,��3��1, ��/�: 3,/07

-1, ��-!3�-31'

Ǳ���:,89 43� μiAtB N λiAtB' �,5!3� 3,/0-�9 ���- ����-,- 2 A('<B

2�/2J3!2 !�G!3�,--18 6-�4,- 28 8�3� .1 ĤAtB .N Ae�, . . . , en, rAtBB9

>*, ei ) i715 ��39 ��L3�8� ]^QAμAtBI − ĤAtBB N % */2 ��:*�>� ���-2

μAtB ����-,- 2 A('<B' �/,*���3,/0-�9

]^QQAtBAμAtBI − ĤAtBB N ]^QAμAtBQAtB−QAtBĤAtBB.

��� ��� QAtBĤAtB N HAtB9 3� ]^QAμAtBQAtB − HAtBB N %' �/,*���3,/07

-�9 �!2� 5 ���,-0 ����-,- 2 A('<B 2�/2,3!2 �*-���,8,--� �,E,- ,8

����-,- 2 ]^QAλQAtB−HAtBB N %9 ��L3�8� σAtB N ∞'

Ǳ���:,89 43� DAtB N R
n' ��� ��� +�-�. 2 ξAtB N −ψXAt�, tBbAtB

2�/2,3!2 �,E,- ,8 ����-,- 2 A('=B9 3� ����-�2 +�-�. 2 SAψ,DϑAtBB

�	



8-�:,!3�� DϑAtB  8,,3 � * SAψ,DϑAtBB N
t�ϑ∫
t

|ξAsB| ds' 	 ! /� -,��7

�,-!3�� δ � λ�AtB9  6 �!/�� 2 3,��,81 (  �:, . 3 ����--�>� !/,*7

!3� 2 ?'@ ��G�31 H(CI9 -�5*#,3!2 α > %9 43� |ξAtB| � α9 ��L3�8�

SAψ,DϑAtBB → ∞ �� ϑ → ∞  /JG�8 ψ �N %' �,��,8� *���6�-�'

Ǳ �  8 , � ('&' ��!!8�3� 8 ! !3,8� ����-,- 5⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Mx� N a�AtBx� U a�AtBx� U u

Mx� N x�

Mx� N x� U a�AtBx�,

A('&%B

�� !1��JK�J A� / -,5-�8 �� G/ :,-  B * -�8 �� /,3�3,/0-�>� ��7

����3� ! �,�,8,--18 �L��* -�8 4,!� 8 �����3,� !3 ��8 H@CI'

�*,!0 x� ) �>�/ 3�->�:�9 x� ) �>�/ �3�� 9 u ) �3�/�-,- , ��/2

�1!�31' �,��!�,*!3�,--� ����,�2,3!29 43� ,!/ ai -, 6�� !23 �3 t9

3� -,���,-!3�� a� �N % 2�/2,3!2 -,�G��* 818  *�!3�3�4-18 �!/�7

� ,8 *��� 3 4-�!3 ! !3,819 � �!/�� 2 a� �N %9 Aa� − a�B� U Da� � %

�G,!�,4 ��J3 >/�G�/0-�J *��� 3 4-�!30 A3� ,!30 σ N ∞B' Ǳ�!30 3,7

�,�0 +�-�.  t→ aiAtB -,��,�1�-19  */2 �!,� t �1��/-,-f �!/�� ,

a�AtB �N %' ��:-� ����6�30 3�>*� A! �� 8,-,- ,8 3,��,8 ('&  ('@B9 43�

,!/ */2 ��:*�>� t -�5*,3!2 3���, ϑ > %9 43� �1��/-,-1 -,���,-!3��

−& � a�AtB

t�ϑ∫
t

a�AsB^ge

s∫
t

Aa�AτB− a�AτBB dτ ds � %, A('&&B

3� ! !3,8� *��� 3 4,!��29 �� 4,8 σAtB > ϑ' 	 4�!3-�!3 9 ,!/ a�AtB <

%  a�AtB � %9  / a�AtB > %  a�AtB � %9 3� σAtB > %'

�� � !�-�, & ��� //J!3� ����- 3�3 !/�4�59 ��>*� ai -, 6�� !23

�3 t9 a� �N %9  �1��:,- , Aa� − a�B� U Da� 8,-2,3 6-��9 �  8,--�Z

a� N &, −%.D � a� � %.&, a� N &' 	 L3�8 !/�4�, ! !3,8� 2�/2,37

!2 ��3�-�8-�5  σAt�B G�*,3 �,�,�G�6-�4,-� ��� σ' ��� 6�-3�/0-15

�4�!3�� >��+ �� �� a� � % �6-�4�,39 43� -�  !�13�3,/0-�8 �3�,6�,

H%, &%%I A� 4 !/,--�8 �/>�� 38, �.,-� +�-�.  σAtB !8' § D -� !3�' D%B
-, -�5*,- @75 -�/0 8 - 8�/0-�5 / -,5-�5 ��8G -�.  A!8' § @ -�
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!3�' @CB +�-�. 5 ξ�AtB, ξ�AtB, ξ�AtB9 3',' σ � &%%' �� :, !�8�, -�G/J*�7

,3!2  -�  !�13�3,/0-�8 �3�,6�, H%, &%%%I9 3',' σ � &%%%  3'*'

� !' &' ��� ! 8�!30 6-�4,- 2 σ �3 ����8,3�� a� � ! !3,8, A('&%B9

a� N &9 −%.D � a� � %.&, a� N &'

��/,,9 ��!30 a�AtB N a�AtB N t' ��>*� �!/�� , A('&&B ��,���K�,3!2 �

−& � t
t�ϑ∫
t

a�AsBds � %' Ǳ�/�: � a�AtB N &9 ��/�4 8 �!/�� , −& � tϑ �
%9  6 �1��/-,- 2 ��3���>� !/,*�,3 σAtB > ϑ' �� � !�-�, ( ����6�-

!��3�,3!3��JK 5 >��+ � +�-�.  t → σAtB �� −( � t � &' �*,!09

���  -� ��,*1*�K,8 � !�-�,9 >�� 6�-3�/0-15 �4�!3�� >��+ �� �� 

t � % �6-�4�,39 43� -�  !�13�3,/0-�8 �3�,6�, Ht�, t�U?I -, -�5*,- @75

-�/0 8 - 8�/0-�5 / -,5-�5 ��8G -�.  +�-�. 5 ξ�AtB, ξ�AtB, ξ�AtB9

3',' σAt�B � ? �� t� � %' �� :, !�8�, -�G/J*�,3!2  -�  !�13�3,/0-�8

�3�,6�, Ht�, t� U &%%%I9 3',' σAt�B � &%%%  3'*'

��� � *-�  6 L3 � �� 8,���9 �.,-�  -3,���/� *��� 3 4-�!3 9 ��7

/�4�,81, ! ��8�K0J 3,��,8 ('&  ('@ A� *�--�8 !/�4�, 3���5 �.,-��5

2�/2,3!2 -,���,-!3�� A('&&BB9 8�>�3 G130 *�!3�3�4-� >��G18 '

� !�-�� @  //J!3� ��,3 6�� ! 8�!30 6-�4,- 5 σAt�B �3 6-�4,- 5

*��� ����8,3��� �� + �! ����--�8 t�' 	14 !/,- 2 ��� 6��* / !0
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� !' (' ���+ � +�-�.  t → σAtB */2 ! !3,81 A('&%B9 a�AtB N t9

a�AtB N &, a�AtB N t'

�� t� N %, a�AtB N SfY t, −& � a� � %, −& � a� � &' ��� 6�-7

3�/0-�2 W�/�K�*��X -� >��+ �,9 ���  � ��,*1*�K � *��� !/�4�2�9

�6-�4�,39 43� -�  !�13�3,/0-�8 �3�,6�, Ht�, t� U &%I -, -�5*,- @75

-�/0 8 - 8�/0-�5 / -,5-�5 ��8G -�.  +�-�. 5 ξ�AtB, ξ�AtB, ξ�AtB9

3',' σAt�B � &%'
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� !' @' ��� ! 8�!30 6-�4,- 2 σAt�B �3 ����8,3��� a�  a� */2 ! !3,7

81 A('&%B9 a�AtB N SfY t, −& � a� � %, −& � a� � &'
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§ �" ��#3(&�� <-�$7�� σAtB

� ��� ��������� ��%����� ����� ��������+,�� ��������� �"�%#�� t� → σ't�(

� �&%�* ������� ������� ������ ����������� ���	���� 
��������� �"�%#�-

ξ�'t(, . . . , ξn't( � ��������� &�������� ������� ���+����"+,�� �����&��� ��)

����� ��������� �"�%#�� t� → σ't�($

	 ����>��+, ( ���,*,/,-� +�-�. 2 t� → σAt�B ��� 3�4-�2 �,��-22

>��-0 3�� � σ > %9 43� -� ��/� -3,���/, Ht�, t� U σB !������-�!30

-,��,�1�-1�  �>��- 4,--1� +�-�. 5

ξ�AtB, . . . , ξnAtB A@'&B

2�/2,3!2 4,G1E,�!��5 ! !3,8�5 A�7! !3,8�5B9 3',' �!2��2 -,3� � 7

�/0-�2 / -,5-�2 ��8G -�. 2 +�-�. 5 A@'&B  8,,3 -� Ht�, t�UσB -, G�7

/,, n− & >,�8,3� 4,!� ��6/ 4-1� A3',' G,6 �4,3� ���3-�!3 B -�/,5'

	 L3�8 ����>��+,9 ! .,/0J ���,*,/,- 2 �GK � !��5!3� t� → σAt�B9

+�-�.  A@'&B ) ��� 6��/0-1, -,��,�1�-1, !��/2�-1, +�-�.  '

" , 8 8 � @'&' )��� t� 0 ����� ����	�� !������ σAtB� �� � 6���

���� �	�����	 ���������

σAt� − %B � σAt�B � σAt�B � σAt� U %B.

� � � � 6 � 3 , / 0 ! 3 � �' ����:,8 �3���, -,���,-!3��' Ǳ�,*��7

/�: 8 �G��3-�,9 3',' ��,*��/�: 89 43� σAt�B > σAt� U %B' ��� E,8

L3� -,���,-!3�� !/,*�JK 8 �G��6�8Z σAt�B N σAt� U %B− σ̂9 >*, σ̂ > %

) �,/ 4 -� ��,*��/�>�,8�>� W��*,- 2X +�-�.  σAtB �� ��6�1�,

� 3�4�, t� A3',' σ̂ N _OT
t→t���

AσAtB− σAt�BBB' V3� �6-�4�,39 43� */2 -,��3�7

��>� ε > %, ε < σ̂ !�K,!3��,3 -,3� � �/0-�2 / -,5-�2 ��8G -�. 2

+�-�. 5 A@'&B9  8,JK�2 n -�/,5 -� �3�,6�, Ht�U ε, t�U σAt�B− σ̂ U εI9

43�9 � !��J �4,�,*09 ���3 ���,4 3 3�8�9 43� �!2��2 -,3� � �/0-�2

/ -,5-�2 ��8G -�. 2 +�-�. 5 A@'&B  8,,3 -� Ht�, t� U σAt�BB -, G�/,,

n − & -�/,59 ��!��/0�� �3�,6�� Ht� U ε, t� U σAt�B − σ̂ − εI .,/ ��8

/,: 3 �-�3�  -3,���/� Ht�, t� U σAt�BB' �/,*���3,/0-�9 σ̂ � %' ����7

6�3,/0!3�� �,���>� -,���,-!3�� �-�/�> 4-� *���6�3,/0!3�� �3���>�
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! 3�5 / E0 ��6- .,59 43� �8,!3� ��,*,/� !����� -�:-� �6230 ��,*,/

!/,��' ",88� *���6�-�'

Ǳ�!30 */2 -,��3���5 ! !3,81 +�-�. 5 A@'&B  -,��3���>� t� �17

��/-,-� σAt�B < ∞' �, �8,-0E�2 �GK-�!3 8�:-� !4 3�309 43� �

��:*�5 / -,5-�5 ��8G -�.  

ξAtB N c�ξ�AtB U · · ·U cnξnAtB A@'(B

8-�: 3,/ {c�, . . . , cn} �G/�*�J3 3,8 !��5!3��89 43� | Sf_Ac�, . . . , cnB| N
&9 ��!��/0�� -��8 ����- , �,�3��� c

.N Sf_Ac�, . . . , cnB -, �/ 2,3

-� ��!��/�:,- , -�/,5 / -,5-�5 ��8G -�.  A@'(B' ��� 8 �G��6�89

c ∈ Sn−�  9 � ! /� ��8���3-�!3 8-�:,!3�� Sn−�  / -,5-�!3 ξAtB

�� c9 8�:-� ��!3�� 30 !��*2K�J!2 ��!/,*���3,/0-�!30 {ci}∞i�� 3�7

��J9 43� !��3�,3!3��JK�2 ,5 ��!/,*���3,/0-�!30 / -,5-1� ��8G -�7

. 5 A��3���2 G�*,3 �G�6-�4,-� ��� {ξAtR ciB}∞i��B �G/�*�,3 !/,*�JK 8
!��5!3��8 A6*,!0 4,�,6 φnAξAtBB �G�6-�4,- n75 -�/0 +�-�.  ξAtBBZ

_OT
i→∞

φnAξAtR ciBB N t� U σAt�B.

���3�,3!3��JK 5 ��,*,/ ξ̂AtB .N _OT
i→∞

ξAtR ciB G�*,3 -�61��30!2 
����


������ ������� ��
������� +�-�. 5 A@'&B'

Ǳ �  8 , � @'&' �� � !' D  6�G��:,- >��+ � +�-�.  t → σAtB9

��/�4,--15 4 !/,--� A�� !�- , 4 !/,--�>� �/>�� 38�  6/�:,-� �

����>��+, @B */2 ! !3,81 +�-�. 5 ξ�AtB N &, ξ�AtB N SfY t' V3�3

�� 8,�  //J!3� ��,3 3�3 !/�4�59 ��>*� σAt� − %B < σAt�B9 �  8,--�Z

σAkπ − %B N %, σAkπB N π */2 /JG�>� .,/�>� k'

Ǳ �  8 , � @'(' �� � !' ?  6�G��:,- >��+ � +�-�.  t → σAtB

*/2 ! !3,81 +�-�. 5 ξ�AtB N et− &, ξ�AtB N YOP t�' V3�3 �� 8,�  //J7

!3� ��,3 3�3 !/�4�59 ��>*� σAt� − %B N σAt�B � 3�4�, ��6�1�� t� N %'

Ǳ �  8 , � @'@' �� � !' C  6�G��:,-� 6�� ! 8�!30 6-�4,- 5 σAt�B

�3 ����8,3�� a */2 ! !3,81 *��� +�-�. 5 ξ�AtB N t�, ξ�AtB N YOP ta

�� &.? � a � @  %.& � t � (.?'
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� !' D' ���+ � t→ σAtB */2 +�-�. 5 ξ�AtB N &, ξ�AtB N SfY t'

� !' ?' ���+ � t→ σAtB */2 +�-�. 5 ξ�AtB N et − &, ξ�AtB N YOP t�'
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§ 4" =�(����*3 ���#%�&) /#(&%#���0 <-�$7�� σAtB

� ��� ��������� �����"������� ������� &�������- �#��%� �"�%#�� σ't($

."! ���� �������� ������� % ����%" �������!��- ����-��- %��/���#��

ξ̂'t( 0 c�ξ�'t( 1 · · · 1 cnξn't(

����� ���* ��������* ����-��* %��/���#�- ξ't( �"�%#�- ξ�'t(, . . . , ξn't( �"�� ��)

��/��� �����&��* ��/���� ��������- {c�, . . . , cn} �� ��%����� �������� C$ �

%�&���� �������� C /����� Mn−� �&�% '����! � ����� � ��� ��������� M 2

�� ������� ����� ��������+,�- �&���! ��&������-( ���"&�+,�*�� �"��

���/����� �������� ����� Sn−� �� Mn−� &���-$ 3� ������� /"�� ������!��

�	�	���� ���%��!%" �� ���"�%�� "�����4���������� � �* ��"&��* %���� ���)

��- �"�! �������!��- ����-��- %��/���#�� ��*����� � �&%� t�$ � ��* ��"&��*

���������! ���/������- ���"����� ��������� �� �����#" � ���"&�+,�-�� ��)

����� ��������� �������$

��*,8  !��30 8 - 8�/0-�J / -,5-�J ��8G -�. J n -,��,�1�7

-1� +�-�. 5

ξ�AtB, . . . , ξnAtB AD'&B

� 3�4�, t�' 	 ��-3,�!3, L3�5 ��G�31 ��,*��/�>�,3!29 43� L3 +�-�.  

��,*!3��/2J3 !�G�5 +�-*�8,-3�/0-�J ! !3,8� �,E,- 5 !���2:,-7

-�5 ! !3,81 Mψ N −ψAAtB A('(B9 �8-�:,--�J !��/2�-� -� �,�3�� bAtB9

�*-��� ! .,/0J +��8�/0-�>� ���,*,/,- 2 4 !/,--�>� �/>�� 38� �

L3�8 ����>��+,9 ,!/ -, �>����,-�  -�,9 +�-�.  AD'&B ��� 6��/0-1'

�3��>� >����29 ���,*,- , / -,5-1� ��8G -�. 5 ξAtB +�-�. 5 AD'&B

-,�G��* 8�  !!/,*���30 -� ��/��! Ht�,U∞B9 -� L3� -,��68�:-� �

! /� �>��- 4,--�!3 �14 !/ 3,/0-1� �,!��!��' Ǳ�L3�8� �!,  !!/,7

*���- 2 ��� 6��*23!2 -� ���	�������
 ����� Ht�, t� U T I9 >*, T

) -,��3���2 -��,�,* 6�*�--�2 ��-!3�-3�9 2�/2JK�2!2 ����8,3��8

8,3�*�' 
!/ - �*-� / -,5-�2 ��8G -�. 2 +�-�. 5 ξ�AtB, . . . , ξnAtB

A��/�4�,8�2 4 !/,--�B -,  8,,3 n -�/,5 -� �3�,6�, Ht�, t� U T I9 3�

��/�>�,3!29 43� σAt�B � T '
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k Z % < τn−k < · · · < τn−� < ϑ},
k N &, . . . , n− &

3�� ,9 43� �����/,- ,9 �,�,��*2K,, x� N xAt�B � -�4�/� ����* -�3
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§ !," Ǳ#6�7�#��#� -/%������� �#$%�&�'�($#3 (�(&�)#3A
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� ��� ��������� ��%����� �",��������� ����#������� "��������� ��� ��)

%���&��%�- ������ '�$	( � �������� �%�� "���������$
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�����/,- 2 ûAt, xB 3���>�9 43� �!, �,E,- 2 xAt, t�, x�B ! !3,81⎧⎨⎩ Mx� N x�

Mx� N −
(g
�
U a�AtB

)
x� U wAt, x�B U ûAt, xB
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