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wWEDENIE

dLQ UPRAWLQEMOJ SISTEMY

ẋ = v(t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, (0.1)

I ZADANNOJ NAˆALXNOJ TOˆKI (t0, x0) ∈ R1+n OBOZNAˆIM u(t; t0, x0) OPTI-
MALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ PROGRAMMNOE UPRAWLENIE, PEREWODQ-
]EE TOˆKU (t0, x0) NA PRQMU@ ` = {(t, 0) : t ∈ R}. pUSTX DALEE, x(t; t0, x0)
— RE[ENIE SISTEMY (0.1) PRI UPRAWLENII u = u(t; t0, x0) (POSKOLXKU
UPRAWLENIE u(t; t0, x0) NE PREDPOLAGAETSQ NEPRERYWNYM, RE[ENIQ SOOT-
WETSTWU@]EJ SISTEMY PONIMA@TSQ W SMYSLE kARATEODORI), Θ(t0, x0)
— WREMQ BYSTRODEJSTWIQ: x(t0 + Θ(t0, x0); t0, x0) = 0.

pOZICIONNYM UPRAWLENIEM, OPTIMALXNYM W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ,
BUDEM NAZYWATX FUNKCI@ û : D→ U PEREMENNYH (t, x) ∈ D, OPREDELEN-
NU@ W NEKOTOROM CILINDRE D

.
= R× {x ∈ Rn : |x| < r}, PRINIMA@]U@

ZNAˆENIQ W U I TAKU@, ˆTO WYPOLNENY SLEDU@]IE DWA USLOWIQ:
1) WSQKOE RE[ENIE x(t; t0, x0) ZAMKNUTOJ SISTEMY

ẋ = v(t, x, û(t, x)), (t, x) ∈ D, (0.2)

S NAˆALXNOJ TOˆKOJ (t0, x0) ∈ D OPREDELENO PRI WSEH t > t0, NE POKI-
DAET [AR {x ∈ Rn : |x| < r} I OBRA]AETSQ W NULX ZA KONEˆNOE WREMQ
(NAJDETSQ ϑ(t0, x0) > 0, ˆTO x(t0 + ϑ(t0, x0); t0, x0) = 0);

2) PROGRAMMNOE UPRAWLENIE u(t; t0, x0)
.
= û(t, x(t; t0, x0)) OPTIMALXNO

W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ DLQ SISTEMY (0.1) (ESLI t = t0 + ϑ(t0, x0) —
PERWYJ MOMENT OBRA]ENIQ W NULX RE[ENIQ x(t; t0, x0) SISTEMY (0.2), TO
ϑ(t0, x0) = Θ(t0, x0)).
—TO OPREDELENIE POZICIONNOGO UPRAWLENIQ NE QWLQETSQ STROGIM DO

TEH POR, POKA MY NE UKAVEM, W KAKOM SMYSLE SLEDUET PONIMATX RE[E-
NIQ SISTEMY (0.2) (FUNKCIQ û(t, x), KAK PRAWILO, RAZRYWNA NE TOLXKO
PO PEREMENNOJ t, NO I PO PEREMENNOJ x, PO“TOMU OPREDELENIE RE[ENIJ

SISTEMY (0.2) NUVDAETSQ W UTOˆNENII). mY BUDEM PONIMATX RE[ENIQ

SISTEMY (0.2), KAK “TO SLOVILOSX ISTORIˆESKI, W DWUH RAZNYH SMY-
SLAH: W SMYSLE k. kARATEODORI [1, S. 7] ILI W SMYSLE a.f. fILIPPOWA
[1, S. 40] I PODˆERKIWATX “TO OBSTOQTELXSTWO ZAPISX@ ûC(t, x) (W SLUˆAE
RE[ENIJ kARATEODORI) ILI ZAPISX@ ûF(t, x) (W SLUˆAE RE[ENIJ fILIP-
POWA).
nAPOMNIM, ˆTO WSQKOE ABSOL@TNO NEPRERYWNOE RE[ENIE SISTEMY IN-
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TEGRALXNYH URAWNENIJ

x(t) = x0 +

∫ t

t0

v(s, x(s), ûC(s, x(s)))ds,

NAZYWAETSQ RE[ENIEM kARATEODORI (C-RE[ENIEM) SISTEMY (0.2) PRI
UPRAWLENII û(t, x) = ûC(t, x), A WSQKOE ABSOL@TNO NEPRERYWNOE RE[ENIE
DIFFERENCIALXNOGO WKL@ˆENIQ

ẋ ∈
⋂
ε>0

⋂
mes µ=0

conv w(Oε(t, x) \ µ),

GDE w(t, x) = v(t, x, ûF(t, x)), Oε(t, x) — ε-OKRESTNOSTX TOˆKI (t, x), mesµ
— MERA lEBEGA W R1+n, NAZYWAETSQ RE[ENIEM fILIPPOWA (F-RE[ENI-
EM) SISTEMY (0.2) (PRI UPRAWLENII û(t, x) = ûF(t, x)). w SOOTWETSTWII

SO SKAZANNYM BUDEM GOWORITX O C-POZICIONNOM ûC(t, x) OPTIMALXNOM
W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ UPRAWLENII, LIBO OB F-POZICIONNOM ûF(t, x)
OPTIMALXNOM W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ UPRAWLENII.
iZ “TIH OPREDELENIJ SLEDUET, ˆTO F-POZICIONNOE UPRAWLENIE NEˆUW-

STWITELXNO K IZMENENIQM ûF(t, x) NA MNOVESTWAH NULEWOJ MERY lEBE-
GA W R1+n (PO“TOMU ûF(t, x) DOSTATOˆNO ZADAWATX NA MNOVESTWE POLO-
VITELXNOJ MERY). nEDOSTATKOM C-POZICIONNOGO UPRAWLENIQ QWLQETSQ
WNUTRENNQQ NEUSTOJˆIWOSTX ZAMKNUTOJ SISTEMY (IZMENENIE ûC(t, x) NA
MNOVESTWE MERY NULX MOVET PRIWESTI K ÆRAZRU[ENI@Œ UPRAWLQEMOJ

SISTEMY: MOVET ISˆEZNUTX NE TOLXKO OPTIMALXNOSTX W SMYSLE BYSTRO-
DEJSTWIQ RE[ENIJ ZAMKNUTOJ SISTEMY, NO I OBRA]AEMOSTX W NULX ZA
KONEˆNOE WREMQ BOLX[INSTWA KAK C, TAK I F-RE[ENIJ ZAMKNUTOJ SI-
STEMY). qSNO PO“TOMU, ˆTO S TOˆKI ZRENIQ PRAKTIKI NAIBOLX[IJ IN-
TERES PREDSTAWLQ@T ZADAˆI, DOPUSKA@]IE F-POZICIONNOE UPRAWLENIE.
oKAZYWAETSQ PRI “TOM, ˆTO NALIˆIE F-POZICIONNOGO UPRAWLENIQ WSE-
GDA WLEˆET SU]ESTWOWANIE I C-POZICIONNOGO UPRAWLENIQ (DOSTATOˆNO
ÆPRAWILXNOŒ PEREOPREDELITX F-POZICIONNOE UPRAWLENIE NA MNOVESTWE
MERY NULX). oBRATNOE UTWERVDENIE NEWERNO.
rASSMOTRIM DWA PROSTYH PRIMERA.
1. sISTEMA

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, |u| 6 1,
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DOPUSKAET OPTIMALXNOE C-POZICIONNOE UPRAWLENIE

ûC(x1, x2) =


1, ESLI 2x1 6 (x2)

2, x2 < 0,
1, ESLI 2x1 < −(x2)

2, x2 > 0,
0, ESLI x1 = 0, x2 = 0,
−1, ESLI 2x1 > (x2)

2, x2 < 0,
−1, ESLI 2x1 > −(x2)

2, x2 > 0,

I OPTIMALXNOE F-POZICIONNOE UPRAWLENIE

ûF(x1, x2) =


1, ESLI 2x1 < (x2)

2, x2 < 0,
1, ESLI 2x1 < −(x2)

2, x2 > 0,
−1, ESLI 2x1 > (x2)

2, x2 < 0,
−1, ESLI 2x1 > −(x2)

2, x2 > 0.

2. rASSMOTRIM TEPERX SISTEMU (PRIMER p. bRUNOWSKOGO [2, 3])

ẋ1 = −x1 + u1, ẋ2 = x2 + u2, (0.3)

GDE u ∈ U
.
= {u = (u1, u2) : |u1| + |u2| 6 1}. lEGKO UBEDITXSQ, ˆTO

MNOVESTWOM UPRAWLQEMOSTI SISTEMY (0.3) QWLQETSQ POLOSA

D = {x = (x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ R, |x2| < 1}.

w “TOJ POLOSE SISTEMA (0.3) DOPUSKAET OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRO-
DEJSTWIQ C-POZICIONNOE UPRAWLENIE

ûC(x1, x2) =


(0, 0), ESLI x1 = x2 = 0,
(+1, 0), ESLI x1 < 0, x2 = 0,
(−1, 0), ESLI 0 < x1, x2 = 0,
(0,−1), ESLI 0 < x2 < 1,
(0,+1), ESLI −1 < x2 < 0.

(0.4)

—TO UPRAWLENIE NAHODITSQ S POMO]X@ PRINCIPA MAKSIMUMA l.s. pON-
TRQGINA. mEVDU TEM, WSQKOE (NAˆINA@]EESQ W D) NETRIWIALXNOE F-RE-
[ENIE SISTEMY (0.3), ZAMKNUTOJ UPRAWLENIEM (0.4), “KSPONENCIALXNO
STREMITSQ K NUL@ PRI t→∞, NO NE WHODIT W NULX ZA KONEˆNOE WREMQ.
—TO PROISHODIT POTOMU (SM. RIS. 0.1), ˆTO C-RE[ENIQ SISTEMY (0.3)
(ZAMKNUTOJ UPRAWLENIEM (0.4)), NAˆINA@]IESQ NA GORIZONTALXNOJ OSI,
QWLQ@TSQ RE[ENIQMI SISTEMY ẋ1 = −x1 − 1, ẋ2 = x2 (ESLI x0

1 > 0), A
F-RE[ENIQ — RE[ENIQMI SISTEMY ẋ1 = −x1, ẋ2 = x2 (PRI x0

1 > 0). sLE-
DOWATELXNO, W DANNOM PRIMERE NE SU]ESTWUET F-POZICIONNOGO UPRAWLE-
NIQ.
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rIS. 0.1. wEKTORY SKOROSTI vC I vF C I F-RE[ENIJ SISTEMY (0.3), ZAMKNUTOJ UPRAW-
LENIEM (0.4). wEKTOR vF ÆUPIRAETSQŒ W NAˆALO KOORDINAT I NE POZWOLQET FAZOWYM

TOˆKAM WOJTI W NULX ZA KONEˆNOE WREMQ.

wEROQTNEE WSEGO, SITUACIQ, KOGDA SISTEMA (0.1) DOPUSKAET C-POZICI-
ONNOE UPRAWLENIE, NO PRI “TOM OTSUTSTWUET F-POZICIONNOE UPRAWLENIE,
W NEKOTOROM SMYSLE, TIPIˆNA, A POSKOLXKU C-POZICIONNOE UPRAWLENIE
NE PREDSTAWLQET BOLX[OGO INTERESA, TO DLQ TAKIH SISTEM IMEET SMYSL
GOWORITX TOLXKO O PROGRAMMNOM UPRAWLENII, OPTIMALXNOM W SMYSLE

BYSTRODEJSTWIQ. pO“TOMU PREDSTAWLQET PRAKTIˆESKIJ INTERES POISK

SISTEM, DOPUSKA@]IH F-POZICIONNOE UPRAWLENIE. sREDI TAKIH SISTEM,
DOPUSKA@]IH F-POZICIONNOE UPRAWLENIE, SODERVATSQ SISTEMY WIDA

ẋ = A(t)x+ b(t)u, x ∈ Rn, |u| 6 1, (0.5)

UDOWLETWORQ@]IE NEKOTORYM DOPOLNITELXNYM USLOWIQM.
sLEDUET OTMETITX, ˆTO ZADAˆA BYSTRODEJSTWIQ NAIBOLEE POLNO IZU-

ˆENA DLQ LINEJNYH STACIONARNYH SISTEM (SM. [4]–[11] I BIBLIOGRAFI@
W [12]), DLQ KOTORYH W RQDE SLUˆAEW UDAETSQ POSTROITX C-POZICION-
NOE UPRAWLENIE [4, GL. 1, § 5], [7, 13, 14] I F-POZICIONNOE UPRAWLENIE
[2, 10, 15, 16].
pROGRAMMNOE UPRAWLENIE I C-POZICIONNOE UPRAWLENIE DLQ NESTACI-
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ONARNOJ SISTEMY (0.5) IZUˆALISX W RABOTAH [17]–[23], A WOPROSY SU]E-
STWOWANIQ I POSTROENIQ F-POZICIONNOGO UPRAWLENIQ RASSMATRIWALISX
W RABOTAH [24]–[28].
pOZICIONNOE UPRAWLENIE DLQ LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH IGR IZU-

ˆALOSX W RABOTAH [29, 30].
w “TOJ RABOTE PRODOLVENO IZUˆENIE STRUKTURY MNOVESTWA UPRAWLQ-

EMOSTI I SWOJSTW FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ SISTEMY (0.5) W PREDPOLO-
VENII NEOSCILLQCII SOPRQVENNOJ SISTEMY ψ̇ = −ψA(t) OTNOSITELXNO
GIPERPLOSKOSTI, OPREDELQEMOJ NORMALXNYM WEKTOROM b(t). tAKIE SI-
STEMY NAZWANY W [24] DOKRITIˆESKIMI.
pOKAZANO, ˆTO FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ DOPUSKAET DIFFERENCIRO-

WANIE WO WSEH TOˆKAH RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI PO NA-
PRAWLENI@ NEKOTORYH WEKTOROW KAK FUNKCIQ, DEJSTWU@]AQ IZ R1+n W

R. dLQ NEKOTOROGO KLASSA SISTEM (OBLADA@]IH TAK NAZYWAEMYM SWOJ-
STWOM I) FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ IMEET KONEˆNU@ ILI BESKONEˆNU@

PROIZWODNU@ W L@BOJ TOˆKE I WDOLX L@BOGO NAPRAWLENIQ. pOLUˆENNYE
REZULXTATY QWLQ@TSQ DALXNEJ[IM RAZWITIEM RABOT [24]-[28].
dOKAZANNYE SWOJSTWA FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ POZWOLILI USTRA-

NITX PROBEL W DOKAZATELXSTWE TEOREMY O C-POZICIONNOM UPRAWLENII

WOZMU]ENNOJ SISTEMOJ IZ RABOTY [27]. kROME TOGO, ISPOLXZUQ “TI SWOJ-
STWA FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ, UDALOSX DOKAZATX, ˆTO OPTIMALXNOE W
SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ POZICIONNOE F-UPRAWLENIE, POSTROENNOE DLQ
DOKRITIˆESKOJ SISTEMY (0.5), QWLQETSQ F-POZICIONNYM UPRAWLENIEM

DLQ CELOGO KLASSA WOZMU]ENNYH SISTEM, T. E. PEREWODIT ZA KONEˆNOE

WREMQ NA OSX t WSQKU@ TOˆKU NEKOTOROGO MNOVESTWA W RAS[IRENNOM

FAZOWOM PROSTRANSTWE WOZMU]ENNOJ SISTEMY.
sWOJSTWO DOKRITIˆNOSTI OPREDELQETSQ POWEDENIEM SPECIALXNO WWE-

DENNOJ W [24] FUNKCII σ(t). w DISSERTACII PODROBNO ISSLEDOWANY SWOJ-
STWA “TOJ FUNKCII. —TO ISSLEDOWANIE OPIRAETSQ, W ˆASTNOSTI, NA TAK
NAZYWEMOE SWOJSTWO Q-PRIWODIMOSTI, WWEDENNOE W DANNOJ RABOTE. sWOJ-
STWO Q-PRIWODIMOSTI DAET WOZMOVNOSTX USPE[NO WOSPOLXZOWATXSQ TEO-
RIEJ KWAZIDIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ I RAZRABOTATX ˆISLENNO–ANA-
LITIˆESKIE ALGORITMY, POZWOLQ@]IE “FFEKTIWNO WYˆISLQTX FUNKCI@
σ(t), A TAKVE NAHODITX PROMEVUTKI DOKRITIˆNOSTI SISTEMY (0.5).
wYQSNENY USLOWIQ GLADKOSTI GRANICY MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI.

—TI USLOWIQ POZWOLILI DOKAZATX TEOREMU O DOSTATOˆNYH USLOWIQH

TRANSWERSALXNOSTI NA LEWOM KONCE TRAEKTORII, KOTORAQ ZATEM ISPOLX-
ZUETSQ DLQ ISSLEDOWANIQ STRUKTURY TAK NAZYWAEMOGO MNOVESTWA UPRA-
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WLQEMOSTI WTOROGO PORQDKA (WWEDENNOGO W DANNOJ RABOTE).
pOKAZANO, ˆTO NEKOTORYE REZULXTATY O STRUKTURE MNOVESTWA UPRA-

WLQEMOSTI, RANEE POLUˆENNYE W RABOTAH [21, 24], SPRAWEDLIWY I DLQ

MNOVESTW UPRAWLQEMOSTI WTOROGO I BOLEE WYSOKIH PORQDKOW.
mNOGIE OPREDELENIQ I UTWERVDENIQ PROILL@STRIROWANY GRAFIKA-

MI, POLUˆENNYMI PRI POMO]I ˆISLENNYH ALGORITMOW.
rEZULXTATY DISSERTACII OPUBLIKOWANY W RABOTAH [31]–[34].

nIVE PRIWEDENY FORMULIROWKI OSNOWNYH REZULXTATOW RABOTY. dIS-
SERTACIQ SOSTOIT IZ WWEDENIQ, TREH GLAW, DWENADCATI PARAGRAFOW (NU-
MERACIQ PARAGRAFOW SKWOZNAQ), 26 RISUNKOW I SPISKA LITERATURY, NA-
SˆITYWA@]EGO 46 NAIMENOWANIJ. oB˙EM DISSERTACII 115 STRANIC.
w PERWOM PARAGRAFE DISSERTACII WWEDENY OSNOWNYE OBOZNAˆENIQ,

ISPOLXZUEMYE W RABOTE.
wTOROJ PARAGRAF POSWQ]EN ISSLEDOWANI@ SWOJSTW FUNKCII σ(t).
pUSTX ψ1(t), . . . , ψn(t) — PROIZWOLXNAQ FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA

RE[ENIJ SOPRQVENNOJ SISTEMY ψ̇ = −ψA(t). oPREDELIM FUNKCII

ξi(t)
.
= ψi(t)b(t), GDE i = 1, . . . , n. dLQ KAVDOGO t0 OBOZNAˆIM ˆEREZ σ(t0)

TOˆNU@ WERHN@@ GRANX TAKIH σ > 0, ˆTO NA POLUINTERWALE [t0, t0 + σ)
SOWOKUPNOSTX FUNKCIJ ξi(t), i = 1, . . . , n, OBRAZUET ˆEBY[EWSKU@ SISTE-
MU.
sISTEMA (0.5) NAZYWAETSQ DOKRITIˆESKOJ NA INTERWALE J, ESLI σ(t) >

0 NA “TOM INTERWALE.
w TRETXEM PARAGRAFE ISSLEDU@TSQ Q-PRIWODIMYE SISTEMY.
sISTEMA (0.5), KINEMATIˆESKI PODOBNAQ NEKOTOROJ SISTEME WIDA

ẏ = F (t)y + g(t)u, (0.6)

GDE F (t) =


f11(t) f12(t) . . . f1,n−1(t) r1(t)
−β2(t) f22(t) . . . f2,n−1(t) r2(t)

0 −β3(t) . . . f3,n−1(t) r3(t)
...

... . . . ...
...

0 0 . . . −βn(t) rn(t)

 ,

g(t) = col
(
β1(t) 0 0 . . . 0

)
,

FUNKCII fik(t), ri(t), βi(t) NEPRERYWNY I βi(t) > 0 PRI WSEH t ∈ J,

i = 1, . . . , n, NAZYWAETSQ Q-PRIWODIMOJ.
pUSTX L ξ = 0 — KWAZIDIFFERENCIALXNOE URAWNENIE, SOOTWETSTWU@-

]EE Q-PRIWODIMOJ SISTEME (0.5), pUSTX t0 ∈ J = (t1, t2). pRAWOJ SOPRQ-
VENNOJ TOˆKOJ s(t0) URAWNENIQ L ξ = 0 NAZYWAETSQ NAIMENX[EE IZ DWUH
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ˆISEL t2 I s, GDE s — TOˆNAQ WERHNQQ GRANX TAKIH s > t0, ˆTO URAWNENIE

L ξ = 0 NEOSCILLQCIONNO NA OTREZKE WREMENI [t0, s].

t E O R E M A 0.1. pUSTX SISTEMA (0.5) Q-PRIWODIMA NA INTERWALE
J = (t1, t2), I t ∈ J. eSLI s(t) < t2, TO s(t) = t+σ(t). eSLI VE s(t) = t2,

TO s(t) 6 t+ σ(t).

s L E D S T W I E 0.1. pUSTX SISTEMA (0.5) Q-PRIWODIMA NA INTER-
WALE J = (t1, t2). tOGDA FUNKCIQ σ(t) NEPRERYWNA W TEH TOˆKAH t ∈ J,
W KOTORYH t+ σ(t) < t2.

˜ETWERTYJ PARAGRAF POSWQ]EN NEKOTORYM SWOJSTWAM FUNKCII σ(t)
DLQ Q-PRIWODIMYH SISTEM, A TAKVE ˆISLENNO–ANALITIˆESKIM ALGORIT-
MAM OCENKI FUNKCII σ(t). pREDLOVENY DWA ANALITIˆESKIH ALGORITMA

PRIWEDENIQ SISTEMY (0.5) K WIDU (0.6): ALGORITM ORTOGONALIZACII I

ALGORITM gAUSSA. dOKAZANY SLEDU@]IE UTWERVDENIQ.

t E O R E M A 0.2. eSLI n = 2, I SISTEMA (0.5) Q-PRIWODIMA NA J =
(t1, t2), TO FUNKCIQ σ(t) DIFFERENCIRUEMA DLQ WSEH TAKIH t ∈ J, DLQ

KOTORYH WYPOLNENO NERAWENSTWO s(t) < t2.

t E O R E M A 0.3. eSLI PREOBRAZOWANIE Q̂(t), ZADAWAEMOE ALGORIT-
MOM gAUSSA, OPREDELENO NA INTERWALE J, TO SISTEMA (0.5) DOKRITI-
ˆESKAQ NA J. eSLI VE Q̂(t) NE OPREDELENO NI W ODNOJ TOˆKE J, TO

SISTEMA (0.5) NE QWLQETSQ DOKRITIˆESKOJ NI W ODNOJ TOˆKE J.

w PQTOM PARAGRAFE OPISYWAETSQ PROCEDURA WYˆISLENIQ FUNKCII

s(t) NA KOMPX@TERE I DEMONSTRIRU@TSQ REZULXTATY “TOJ PROCEDURY

DLQ NEKOTORYH KONKRETNYH SISTEM.
w [ESTOM PARAGRAFE WWODQTSQ OSNOWNYE OPREDELENIQ, SWQZANNYE S

FUNKCIEJ BYSTRODEJSTWIQ I MNOVESTWAMI UPRAWLQEMOSTI PERWOGO I

WTOROGO PORQDKA. iSSLEDUETSQ STRUKTURA MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI I
RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI PERWOGO PORQDKA. pOLUˆENO
BOLEE PROSTOE DOKAZATELXSTWO TEOREMY O STRUKTURE MNOVESTWA UPRA-
WLQEMOSTI, ˆEM W RABOTAH [21, 24].
wWEDEM SLEDU@]IE OPREDELENIQ.
fUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ W NULX:

Θ(t0, x0)
.
= min

u(·)∈U
{θ > 0: x(t0 + θ, t0, x0, u(·)) = 0}.
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rAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI PERWOGO PORQDKA:

D1
.
=
{
(t0, x0) ∈ R1+n : Θ(t0, x0) 6 σ(t0)

}
.

fUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ NA ZAMKNUTOE MNOVESTWO G ⊂ R1+n:

Θ(t0, x0, G)
.
= min

u(·)∈U
{θ > 0: (t0 + θ, x(t0 + θ, t0, x0, u(·))) ∈ G}.

rAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI WTOROGO PORQDKA:

D2
.
=
{
(t0, x0) ∈ R1+n \D1 : Θ(t0, x0,D1) 6 σ(t0)

}
.

mNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI PERWOGO D1(t0) I WTOROGO PORQDKA D2(t0) OPRE-
DELQ@TSQ KAK SEˆENIQ SOOTWETSTWU@]IH RAS[IRENNYH MNOVESTW UPRA-
WLQEMOSTI, T. E.

Dν(t0)
.
= {x0 ∈ Rn : (t0, x0) ∈ Dν}, ν = 1, 2.

dLQ UPRO]ENIQ OBOZNAˆENIJ BUDEM PISATX D
.
= D1, D(t0)

.
= D1(t0).

mNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI ZA WREMQ ϑ:

D(t0, ϑ) = {x0 ∈ Rn : Θ(t0, x0) 6 ϑ}.
oˆEWIDNO, D(t0, σ(t0)) = D(t0).
dLQ KAVDOGO k = 0, . . . , n I L@BOGO t ∈ R OPREDELIM MNOGOOBRAZIE

+
N 1+k, WLOVENNOE W PROSTRANSTWO R1+k, KAK MNOVESTWO WSEH TAKIH TO-
ˆEK RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI D, KOTORYE PEREWODQTSQ

NA OSX t PRI POMO]I UPRAWLENIQ, OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJ-
STWIQ, PRINIMA@]EGO ZNAˆENIQ {−1,+1}, IME@]EGO ROWNO k PEREKL@-
ˆENIJ I NAˆINA@]EGOSQ S +1. aNALOGIˆNO OPREDELQETSQ MNOGOOBRAZIE
−
N 1+k, DLQ KOTOROGO OPTIMALXNOE UPRAWLENIE NAˆINAETSQ S −1.
wWEDEM SLEDU@]IE OBOZNAˆENIQ.

sEˆENIQ MNOVESTW
+
N 1+k I

−
N 1+k PRI FIKSIROWANNOM t :

+
N

k(t)
.
=

{
x ∈ Rn : (t, x) ∈

+
N 1+k

}
, 0 6 k 6 n,

−
N

k(t)
.
=

{
x ∈ Rn : (t, x) ∈

−
N 1+k

}
, 0 6 k 6 n.

sEˆENIQ MNOVESTW
+
N k+1(t) I

−
N k+1(t) PRI FIKSIROWANNOM WREMENI

BYSTRODEJSTWIQ:

+
N

k(t, ϑ)
.
=

{
x ∈

+
N

k+1(t) : Θ(t, x) = ϑ

}
, 0 6 k 6 n− 1,

−
N

k(t, ϑ)
.
=

{
x ∈

−
N

k+1(t) : Θ(t, x) = ϑ

}
, 0 6 k 6 n− 1.
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t E O R E M A 0.4. pUSTX SISTEMA (0.5) DOKRITIˆESKAQ, PRIˆEM FUNK-
CII A(·) I b(·) PRINADLEVAT KLASSU Cr, GDE r > 0. tOGDA PRI L@BOM
ϑ 6 σ(t0) MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D(t0, ϑ) ESTX STROGO WYPUKLOE
TELO W Rn. eGO GRANICA QWLQETSQ OB˙EDINENIEM NEPERESEKA@]IHSQ

GLADKIH (GLADKOSTI r+1) MNOGOOBRAZIJ
+
N k(t0, ϑ) I

−
N k(t0, ϑ) RAZMERNO-

STI k, GDE k = 0, . . . , n−1. oB˙EDINENIE

(
k−1⋃
i=0

+
N i(t0, ϑ)

)⋃(k−1⋃
i=0

−
N i(t0, ϑ)

)
ESTX OB]IJ KRAJ MNOGOOBRAZIJ cl

+
N k(t0, ϑ) I cl

−
N k(t0, ϑ). kROME TOGO,

WSQKOJ TOˆKE x0 IZ MNOVESTWA
+
N k(t0, ϑ)

⋃ −
N k(t0, ϑ) OTWEˆAET EDIN-

STWENNOE OPTIMALXNOE UPRAWLENIE, PEREWODQ]EE x0 W NULX I IME@]EE

ROWNO k PEREKL@ˆENIJ NA INTERWALE (t0, t0 + ϑ).

w SEDXMOM PARAGRAFE ISSLEDU@TSQ WOPROSY, SWQZANNYE S UGLAMI
MEVDU MNOGOOBRAZIQMI, OBRAZU@]IMI GRANICU MNOVESTWA UPRAWLQE-
MOSTI, I S GLADKOSTX@ GRANICY MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI. dOKAZANY
SLEDU@]IE UTWERVDENIQ.

t E O R E M A 0.5. eSLI WEKTORY X(t0, t0 + σ(t0))b(t0 + σ(t0)) I b(t0)
KOLLINEARNY, TO W KAVDOJ TOˆKE GRANICY MNOVESTWA UPRAWLQEMO-
STI D(t0) SU]ESTWUET KASATELXNOE PROSTRANSTWO K GRANICE D(t0).

t E O R E M A 0.6. eSLI τn < σ(t0), TO DLQ L@BOGO k = 1, . . . , n − 1

UGOL MEVDU MNOGOOBRAZIQMI
+
N k(t, ϑ) I

−
N k(t, ϑ) W L@BOJ TOˆKE x ∈

cl
+
N k(t, ϑ)

⋂
cl
−
N k(t, ϑ) OTLIˆEN OT NULQ. w “TOM SLUˆAE GRANICA MNO-

VESTWA UPRAWLQEMOSTI D(t0, τn) NE MOVET BYTX GLADKOJ (T. E. IME-
ET KASATELXNOE PROSTRANSTWO NE WO WSQKOJ TOˆKE GRANICY).

t E O R E M A 0.7. eSLI τn < σ(t), TO MNOGOOBRAZIQ
−
N k(t) I

−
N k(t, ϑ)

KASA@TSQ W L@BOJ TOˆKE x ∈
−
N k(t)

⋂
cl
−
N k(t, ϑ).

aNALOGIˆNAQ TEOREMA SPRAWEDLIWA DLQ
+
N k(t) I

+
N k(t, ϑ).

wOSXMOJ PARAGRAF POSWQ]EN RAZLIˆNYM USLOWIQM TRANSWERSALXNO-
STI. dOKAZANA TEOREMA O DOSTATOˆNYH USLOWIQH TRANSWERSALXNOSTI NA
LEWOM KONCE TRAEKTORII.

t E O R E M A 0.8. pUSTX ϑ < σ(t0), x0 ∈ ∂D(t0, ϑ), ψ — EDINIˆNYJ

WEKTOR NORMALI K PROIZWOLXNOJ OPORNOJ GIPERPLOSKOSTI Γx0
D(t0, ϑ),
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PRIˆEM MNOVESTWO D(t0, ϑ) LEVIT W POLOVITELXNOM POLUPROSTRAN-
STWE OTNOSITELXNO WEKTORA ψ. tOGDA UPRAWLENIE, ZADANNOE RAWEN-
STWOM u(t, ψ) = sign(ψX(t0, t)b(t)), OPTIMALXNO W SMYSLE BYSTRODEJ-
STWIQ PEREWODIT TOˆKU (t0, x0) NA OSX t.

w DEWQTOM PARAGRAFE DOKAZANO, ˆTO OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRO-
DEJSTWIQ POZICIONNOE UPRAWLENIE, POSTROENNOE DLQ LINEJNOJ DOKRI-
TIˆESKOJ SISTEMY, QWLQETSQ POZICIONNYM DLQ NEKOTOROGO KLASSA NELI-
NEJNYH SISTEM, BLIZKIH K LINEJNOJ, T. E. ZA KONEˆNOE WREMQ PEREWODIT
TOˆKI NEKOTOROGO MNOVESTWA W RAS[IRENNOM FAZOWOM PROSTRANSTWE

WOZMU]ENNOJ SISTEMY NA OSX t. oTDELXNO RASSMOTRENY C-POZICIONNOE
I F-POZICIONNOE UPRAWLENIQ.
sUPERPOZICIONNO IZMERIMU@ FUNKCI@ uC : D → U BUDEM NAZYWATX

C-POZICIONNYM UPRAWLENIEM DLQ SISTEMY (0.5), ESLI DLQ L@BOJ TOˆKI
(t0, x0) ∈ int D RE[ENIE W SMYSLE kARATEODORI x(t, t0, x0) ZADAˆI

ẋ = A(t)x+ b(t)u, x(t0) = x0 (0.7)

PRI u = uC(t, x) SU]ESTWUET NA POLUOSI [t0,+∞) I POPADAET W NULX

ZA KONEˆNOE WREMQ. eSLI, KROME TOGO, “TO RE[ENIE EDINSTWENNO, I
x(t, t0, x0) ≡ 0 DLQ t > t0 + Θ(t0, x0), TO TAKU@ FUNKCI@ uC BUDEM NAZY-
WATX OPTIMALXNYM W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ C-POZICIONNYM UPRAWLENI-
EM DLQ SISTEMY (0.5) (SOKRA]ENNO, OPTIMALXNYM C-UPRAWLENIEM).
aNALOGIˆNO OPREDELQETSQ F-POZICIONNOE UPRAWLENIE w “TOM SLUˆAE

FUNKCIQ uF(t, x) DOLVNA BYTX OPREDELENA DLQ POˆTI WSEH (W SMYSLE
MERY lEBEGA W R1+n) TOˆEK (t, x) ∈ int D I OBESPEˆIWATX SLEDU@]EE

SWOJSTWO: KAVDOMU (t0, x0) ∈ int D OTWEˆAET RE[ENIE W SMYSLE fILIP-
POWA x(t, t0, x0) ZADAˆI (0.7) S UPRAWLENIEM u = uF(t, x), POPADA@]EE W
NULX ZA KONEˆNOE WREMQ. eSLI, KROME TOGO, “TO RE[ENIE EDINSTWENNO, I
x(t, t0, x0) ≡ 0 DLQ t > t0 + Θ(t0, x0), TO TAKU@ FUNKCI@ uF BUDEM NA-
ZYWATX OPTIMALXNYM W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ F-POZICIONNYM UPRAWLE-
NIEM DLQ SISTEMY (0.5) (SOKRA]ENNO, OPTIMALXNYM F-UPRAWLENIEM). w
SILU OPREDELENIQ RE[ENIJ fILIPPOWA (SM. [1, S. 40]), DLQ POSTROENIQ
OPTIMALXNOGO F-UPRAWLENIQ NET NEOBHODIMOSTI OPREDELQTX uF(t, x) W
KAVDOJ TOˆKE WNUTRENNOSTI RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI

D; DOSTATOˆNO POSTROITX uF(t, x) NA MNOVESTWE POLNOJ MERY.
pUSTX G ⊂ R1+n, q ∈ G. bUDEM NAZYWATX KONUSOM bULIGANA [35, S. 28]

K MNOVESTWU G W TOˆKE q MNOVESTWO Tq(G) TAKIH WEKTOROW h ∈ R1+n,

ˆTO

lim inf
ε→+0

ρ0(q + εh,G)

ε
= 0,
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GDE ρ0(q,G) — EWKLIDOWO RASSTOQNIE OT TOˆKI q DO MNOVESTWA G.

t E O R E M A 0.9. pUSTX SISTEMA (0.5) DOKRITIˆESKAQ, A TOˆKA

q0 = (t0, x0) ∈
+
N 1+n. tOGDA FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ Θ : D → R

DIFFERENCIRUEMA W TOˆKE q0 PO NAPRAWLENI@ L@BOGO WEKTORA h IZ

int Tq0
(

+
N 1+n). aNALOGIˆNOE UTWERVDENIE SPRAWEDLIWO I DLQ MNOVE-

STWA
−
N 1+n.

bUDEM GOWORITX, ˆTO SISTEMA (0.5) OBLADAET SWOJSTWOM I NA MNOVE-

STWE
+
N 1+n, ESLI PROIZWODNAQ FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ WO WSQKOJ TOˆKE

q0 ∈
−
N n ⊂

+
N 1+n PO NAPRAWLENI@ L@BOGO WEKTORA h /∈ int Tq0

(
+
N 1+n) RAW-

NQETSQ +∞. aNALOGIˆNO OPREDELQETSQ SWOJSTWO I NA MNOVESTWE
−
N 1+n.

eSLI SWOJSTWO I WYPOLNENO NA MNOVESTWE
+
N 1+n, TO, W SILU SIMMETRII,

ONO AWTOMATIˆESKI WYPOLNENO I NA MNOVESTWE
−
N 1+n, PO“TOMU W DALX-

NEJ[EM MY BUDEM GOWORITX PRO SWOJSTWO I, NE UKAZYWAQ MNOVESTWO, NA
KOTOROM ONO WYPOLNENO.
rASSMOTRIM SISTEMU URAWNENIJ

ẋ = A(t)x+ b(t)u+ w(t, x), x ∈ Rn, |u| 6 1, (0.8)

GDE FUNKCII A : R → M(n), b : R → Rn NEPRERYWNY, FUNKCIQ
w : R1+n → Rn UDOWLETWORQET USLOWIQM kARATEODORI, w(t, 0) ≡ 0, I
SU]ESTWUET TAKOE r > 0, ˆTO DLQ LINEJNOJ SISTEMY (0.5) PRI WSEH

t ∈ R WYPOLNENO NERAWENSTWO σ(t) > r. oBOZNAˆIM

ûC(t, x) =


1, ESLI (t, x) ∈ N 1+n

+
⋃
· · ·
⋃
N 2

+,

0, ESLI (t, x) ∈ N 1,

−1, ESLI (t, x) ∈ N 1+n
−

⋃
· · ·
⋃
N 2
−.

pUSTX θ > 0. nEPRERYWNU@ FUNKCI@ w : D → Rn BUDEM NAZYWATX

DOPUSTIMOJ W MNOVESTWE Dθ, ESLI SU]ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE α,

ˆTO WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:
1) DLQ WSEH (t, x) ∈ Dθ WYPOLNENO NERAWENSTWO

∂Θ(t, x)

∂x
w(t, x) 6 1− α;

2) DLQ WSEH k = 1, . . . , n − 1 I WSEH q = (t, x) ∈ N 1+k TAKIH, ˆTO
w(t, x) ∈ TxN

k(t) WYPOLNENO NERAWENSTWO

dxΘ(t, x)w(t, x) 6 1− α.
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t E O R E M A 0.10. pUSTX WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:
1) SISTEMA (0.5) DOKRITIˆESKAQ I OBLADAET SWOJSTWOM I;
2) SU]ESTWUET POLOVITELXNOE θ TAKOE, ˆTO Dθ ⊆ D;
3) FUNKCIQ w(t, x) DOPUSTIMAQ W MNOVESTWE Dθ.

tOGDA UPRAWLENIE ûC(t, x) QWLQETSQ C-POZICIONNYM UPRAWLENIEM

DLQ SISTEMY (0.8) W OBLASTI int Dθ, T. E. DLQ KAVDOJ TOˆKI (t0, x0) ∈
int Dθ NAJDETSQ TAKOJ MOMENT WREMENI ϑ(t0, x0) <∞, ˆTO C-RE[ENIE
x(t, t0, x0) SISTEMY (0.8) S UPRAWLENIEM u = ûC(t, x) SU]ESTWUET, I
x(t0 + ϑ(t0, x0), t0, x0) = 0. dALEE, DLQ WSQKOGO ε > 0 NAJDETSQ δ > 0,
TAKOE, ˆTO ESLI |w(t, x)| 6 δ PRI (t, x) ∈ Dθ, TO |Θ(t, x)− ϑ(t, x)| 6 ε.

wWEDEM F-POZICIONNOE UPRAWLENIE

ûF(t, x) =

{
1, ESLI (t, x) ∈ N 1+n

+ ,

−1, ESLI (t, x) ∈ N 1+n
−

pOSTROIM MNOGOZNAˆNYE FUNKCII

U(t, x) =

{
ûF(t, x), ESLI (t, x) ∈ N 1+n,

[−1,+1] , ESLI (t, x) ∈ Nn,

F(t, x) = A(t)x + b(t)U(t, x) + w(t, x). tOGDA RE[ENIQ DIFFERENCIALX-
NOGO WKL@ˆENIQ ẋ ∈ F(t, x) QWLQ@TSQ F-RE[ENIQMI SISTEMY (0.8) S
UPRAWLENIEM ûF(t, x).

t E O R E M A 0.11. pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ TEOREMY 0.10. tOGDA
SU]ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE θ1 6 θ, ˆTO UPRAWLENIE ûF(t, x)
QWLQETSQ F-POZICIONNYM UPRAWLENIEM DLQ SISTEMY (0.8) W OBLASTI
int Dθ1

, T. E. DLQ KAVDOJ TOˆKI (t0, x0) IZ int Dθ1
NAJDETSQ TAKOJ MO-

MENT WREMENI ϑ(t0, x0) < ∞, ˆTO F-RE[ENIE x(t, t0, x0) SISTEMY (0.5)
S UPRAWLENIEM ûF(t, x) SU]ESTWUET, PRIˆEM x(t0 + ϑ(t0, x0), t0, x0) = 0.
dALEE, DLQ WSQKOGO ε > 0 NAJDETSQ δ > 0, TAKOE, ˆTO ESLI |w(t, x)| 6 δ

PRI (t, x) ∈ Dθ1
, TO |Θ(t, x)− ϑ(t, x)| 6 ε.

dESQTYJ PARAGRAF POSWQ]EN ISSLEDOWANI@ STRUKTURY RAS[IRENNO-
GO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI WTOROGO PORQDKA. w RAS[IRENNOM MNOVE-
STWE UPRAWLQEMOSTI WYDELENY MNOVESTWA, ANALOGIˆNYE MNOGOOBRAZI-
QM, OBRAZU@]IM RAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI PERWOGO PO-
RQDKA.



16

w ODINNADCATOM PARAGRAFE ISSLEDUETSQ RASPOLOVENIE NULEJ LINEJ-
NOJ KOMBINACII FUNKCIJ ˆEBY[EWSKOJ SISTEMY ZA PREDELAMI PROME-
VUTKA ˆEBY[EWSKOSTI. dOKAZANO, ˆTO PRI OPREDELENNYH USLOWIQH WEK-
TORY, SOSTAWLENNYE IZ UZLOW TAKOJ LINEJNOJ KOMBINACII, OBRAZU@T
GLADKOE MNOGOOBRAZIE.
zAFIKSIRUEM ˆISLA t0 I ϑ > 0 I BUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO SISTEMA

(0.5) DOKRITIˆESKAQ NA PROMEVUTKE [t0,+∞). oPREDELIM SLEDU@]IE

FUNKCII:

σ0(t)
.
= 0, σ1(t)

.
= σ(t), σ`+1(t)

.
= σ

(
t+ σ1(t) + · · ·+ σ`(t)

)
,

GDE ` ∈ N.
pUSTX σ∞(t0) ESTX SUMMA (KONEˆNAQ ILI BESKONEˆNAQ) RQDA

σ0(t0) + σ1(t0) + · · ·+ σ`(t0) + . . . .

tOGDA PROMEVUTOK [t0, t0 + σ∞(t0)) OKAZYWAETSQ RAZBITYM NA POLUIN-
TERWALY WIDA[

t0 + σ0(t0) + · · ·+ σ`(t0), t0 + σ0(t0) + · · ·+ σ`+1(t0)
)
,

NA KAVDOM IZ KOTORYH SOWOKUPNOSTX FUNKCIJ {ξi(t)}ni=1 OBRAZUET T-
SISTEMU.
dWENADCATYJ PARAGRAF POSWQ]EN ISSLEDOWANI@ STRUKTURY GRANIC

MNOVESTW UPRAWLQEMOSTI WYS[IH PORQDKOW. dOKAZANO, ˆTO NA GRANI-
CAH MNOVESTW UPRAWLQEMOSTI WYS[IH PORQDKOW Q-PRIWODIMOJ SISTE-
MY MOVNO WYDELITX GLADKIE MNOGOOBRAZIQ.

t E O R E M A 0.12. pUSTX n = 2, SISTEMA (0.5) Q-PRIWODIMA NA PRO-
MEVUTKE [t0,+∞), ϑ < σ∞(t0), A m — TAKOE NATURALXNOE ˆISLO, ˆTO

m∑
`=0

σ`(t0) < ϑ 6
m+1∑
`=0

σ`(t0).

tOGDA SPRAWEDLIWO PREDSTAWLENIE

∂D(t0, ϑ) = cl
⋃

ν∈Jm

(
+
N

ν(t0, ϑ) ∪
−
N

ν(t0, ϑ)

)
,

GDE Jm ESTX MNOVESTWO (m+1)–MERNYH WEKTOROW, KOORDINATY KOTO-
RYH PRINIMA@T ZNAˆENIQ 0 I 1, PRIˆEM HOTQ BY ODNA IZ KOORDINAT

RAWNA EDINICE, A
−
N ν(t0, ϑ) I

+
N ν(t0, ϑ) — DIFFERENCIRUEMYE KRIWYE.

rABOTA PODDERVANA rOSSIJSKIM FONDOM FUNDAMENTALXNYH ISSLEDO-
WANIJ (GRANT 99–01–00454) I KONKURSNYM CENTROM FUNDAMENTALXNOGO

ESTESTWOZNANIQ (GRANT 97–0–1.9).
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gLAWA 1. dOKRITIˆNOSTX I Q-PRIWODIMOSTX

—TA GLAWA POSWQ]ENA ISSLEDOWANI@ SWOJSTW FUNKCII σ(t), POLOVI-
TELXNOSTX KOTOROJ IMEET RE[A@]EE ZNAˆENIE DLQ WSEJ POSLEDU@]EJ

TEORII. sISTEMY, DLQ KOTORYH σ(t) POLOVITELXNA, NAZYWA@TSQ DO-
KRITIˆESKIMI. iNWARIANTNOSTX FUNKCII σ(t) OTNOSITELXNO PREOBRA-
ZOWANIQ KINEMATIˆESKOGO PODOBIQ POZWOLQET PEREHODITX K SISTEMAM

ẏ = F (t)y + g(t)u S MATRICEJ F (t) I WEKTOROM g(t) NEKOTOROGO SPECI-
ALXNOGO WIDA (SISTEMY, DOPUSKA@]IE TAKOE PREOBRAZOWANIE, NAZYWA-
@TSQ Q-PRIWODIMYMI). iSPOLXZUQ “KWIWALENTNOSTX Q-PRIWODIMYH SI-
STEM I KWAZIDIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ, UDAETSQ DOKAZATX NEKOTO-
RYE DOPOLNITELXNYE SWOJSTWA FUNKCII σ(t) I RAZRABOTATX ˆISLENNO–
ANALITIˆESKIE ALGORITMY EE OCENKI. —TI ALGORITMY REALIZOWANY NA

KOMPX@TERE, PRIWEDENY IH REZULXTATY.
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§ 1. oSNOWNYE OBOZNAˆENIQ

w RABOTE ISPOLXZU@TSQ SLEDU@]IE OBOZNAˆENIQ: Rn — STANDARTNOE

EWKLIDOWO PROSTRANSTWO RAZMERNOSTI n > 2 S NORMOJ |x| =
√
x∗x (∗

— OPERACIQ TRANSPONIROWANIQ). eSLI NE OGOWORENO DRUGOE, WEKTORY-
STOLBCY OBOZNAˆA@TSQ LATINSKIMI BUKWAMI, WEKTORY-STROKI — GREˆE-
SKIMI (TAKIM OBRAZOM, ZAPISX ξx OZNAˆAET SKALQRNOE PROIZWEDENIE WEK-
TOROW ξ I x). pROSTRANSTWO M(n,m) LINEJNYH OPERATOROW IZ Rm W Rn

BUDEM OTOVDESTWLQTX S PROSTRANSTWOM MATRIC RAZMERNOSTI n×m (ESLI
n = m, TO PI[EM M(n)). gRUPPU GL(n,R) WE]ESTWENNYH NEWYROVDEN-
NYH MATRIC PORQDKA n OBOZNAˆIM G(n). zDESX R = (−∞,+∞). mNOVE-
STWO NEOTRICATELXNYH WE]ESTWENNYH ˆISEL OBOZNAˆIM R+. sIMWOLY

diag I col ISPOLXZUEM DLQ ZAPISI DIAGONALXNYH MATRIC I WEKTOROW-
STOLBCOW, SOOTWETSTWENNO. kROME TOGO, PUSTX δij — SIMWOL kRONEKERA.
sIMWOLOM Sn−1 .

= {x ∈ Rn : |x| = 1} BUDEM OBOZNAˆATX (n − 1)-
MERNU@ SFERU. eSLI G — MNOVESTWO, TO clG ESTX ZAMYKANIE “TOGO

MNOVESTWA, intG — EGO WNUTRENNOSTX, A ∂G — EGO GRANICA. dLQ WY-
PUKLOGO MNOVESTWA G OBOZNAˆIM ˆEREZ ΓxG OPORNU@ GIPERPLOSKOSTX K

“TOMU MNOVESTWU, PROHODQ]U@ ˆEREZ TOˆKU x ∈ ∂G. eSLI M — MNO-
GOOBRAZIE, TO ˆEREZ L@BU@ EGO TOˆKU x MOVNO PROWESTI KASATELXNOE

TxM I NORMALXNOE T⊥x M PROSTRANSTWA. pRI NEOBHODIMOSTI BUDEM OBO-
ZNAˆATX KASATELXNOE I NORMALXNOE PROSTRANSTWA SIMWOLAMI T (x,M)
I T⊥(x,M), SOOTWETSTWENNO. lINEJNU@ OBOLOˆKU, POSTROENNU@ NA WEK-
TORAH h1, . . . , hk, OBOZNAˆIM L{h1, . . . , hk}, A OPERACI@ PRQMOJ SUMMY

LINEJNYH PROSTRANSTW — SIMWOLOM ⊕.
rASSMOTRIM LINEJNU@ UPRAWLQEMU@ NESTACIONARNU@ SISTEMU

ẋ = A(t)x+ b(t)u, x ∈ Rn, |u| 6 1, (1.1)

GDE MATRICA A : R→M(n) I WEKTOR b : R→ Rn PREDPOLAGA@TSQ NEPRE-
RYWNYMI. bUDEM OTOVDESTWLQTX “TU SISTEMU S PAROJ (A, b). dOPUSTI-
MYMI BUDEM SˆITATX WSE IZMERIMYE FUNKCII t→ u(t), MODULX KOTORYH
NE PREWOSHODIT EDINICY. mNOVESTWO DOPUSTIMYH UPRAWLENIJ OBOZNA-
ˆIM SIMWOLOM U . rE[ENIE SISTEMY (1.1), WYHODQ]EE W MOMENT WREMENI
t0 IZ TOˆKI x0 POD DEJSTWIEM FIKSIROWANNOGO UPRAWLENIQ u0(·) ∈ U OBO-
ZNAˆIM x0(t) = x(t, t0, x0, u0(·)). tAKOE RE[ENIE PREDSTAWIMO W WIDE

x0(t) = X(t, t0)x0 +

∫ t

t0

X(t, s)b(s)u0(s) ds, (1.2)
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GDE X(t, s) — MATRICA kO[I SISTEMY

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn. (1.3)

sISTEMA

ψ̇ = −ψA(t), ψ ∈ Rn, (1.4)

NAZYWAETSQ SOPRQVENNOJ K SISTEME (1.3).
oPREDELIM SLEDU]U@ FUNKCI@

sign t =

{
1, t > 0,
−1, t < 0.

eSLI u(·) — OPTIMALXNOE UPRAWLENIE, TO SPRAWEDLIW PRINCIP MAK-
SIMUMA pONTRQGINA [4, 5, 6, 36]:

max
u∈U

ψ(t)b(t)u = ψ(t)b(t)u(t), (1.5)

GDE U = [−1, 1], A ψ(t) — RE[ENIE SOPRQVENNOJ SISTEMY (1.4).
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§ 2. fUNKCIQ σ(·) I EE SWOJSTWA
w “TOM PARAGRAFE ISSLEDUETSQ FUNKCIQ σ(t), IGRA@]AQ W DALXNEJ[EM WAV-
NU@ ROLX. —TA FUNKCIQ RASSMATRIWALASX a.‘. lEWINYM I RANEE IZUˆA-
LASX W RABOTAH [21, 24, 37]. w UTWERVDENII 2.7 DOKAZYWAETSQ INWARIANTNOSTX
FUNKCII σ(t) OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIQ KINEMATIˆESKOGO PODOBIQ SISTE-
MY (1.1).

pUSTX ψ1(t), . . . , ψn(t) — PROIZWOLXNAQ FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA

RE[ENIJ SISTEMY (1.4). oPREDELIM FUNKCII ξi(t)
.
= ψi(t)b(t), GDE

i = 1, . . . , n. dLQ KAVDOGO t0 OBOZNAˆIM ˆEREZ σ(t0)
.
= σ(t0;A, b) TOˆ-

NU@ WERHN@@ GRANX TAKIH σ > 0, ˆTO NA POLUINTERWALE It0
.
= [t0, t0 +σ)

SOWOKUPNOSTX FUNKCIJ ξi(t), i = 1, . . . , n, OBRAZUET ˆEBY[EWSKU@ SISTE-
MU (SOKRA]ENNO T-SISTEMU). —TO OZNAˆAET, ˆTO L@BAQ NETRIWIALXNAQ
LINEJNAQ KOMBINACIQ ξ(t) FUNKCIJ ξ1(t), . . . , ξn(t) IMEET NA It0 NE BOLEE
n− 1 GEOMETRIˆESKI RAZLIˆNYH (T. E. BEZ UˆETA KRATNOSTEJ) NULEJ [38,
S. 50]. tAKIM OBRAZOM, OPREDELENA FUNKCIQ σ : R→ R+. oˆEWIDNO, ˆTO
“TA FUNKCIQ NE ZAWISIT OT TOGO, KAKAQ KONKRETNO FUNDAMENTALXNAQ
SISTEMA RE[ENIJ SISTEMY (1.4) BYLA WYBRANA.
iZ OPREDELENIQ σ(t0) SLEDUET, ˆTO DLQ L@BOGO σ ∈ [0, σ(t0)] WSQ-

KOE NETRIWIALXNOE RE[ENIE SISTEMY (1.4) PERESEKAET GIPERPLOSKOSTX
γ(t)

.
= {ψ ∈ Rn : ψb(t) = 0} NE BOLEE n − 1 RAZ, KOGDA t PROBEGAET

POLUINTERWAL It0. —TO SWOJSTWO NAZWANO W [17] SWOJSTWOM NEOSCILLQCII

SISTEMY (1.4) NA POLUINTERWALE It0 OTNOSITELXNO GIPERPLOSKOSTI γ(t).
uDOBNO BUDET OPREDELITX FUNKCI@ s(t) = t + σ(t). nIVE SFORMULI-

ROWANY I DOKAZANY NEKOTORYE SWOJSTWA FUNKCIJ σ(t) I s(t) [32].

u T W E R V D E N I E 2.1. fUNKCIQ s(t) NE UBYWAET.

d O K A Z A T E L X S T W O. pREDPOLOVIM PROTIWNOE. pUSTX
NA WE]ESTWENNOJ OSI SU]ESTWU@T TOˆKI t1 I t2 TAKIE, ˆTO t1 < t2,

NO s(t1) > s(t2). w SILU NEOTRICATELXNOSTI FUNKCII σ(t), WOZMOV-
NY DWA SLUˆAQ: σ(t1) = 0 ILI σ(t1) > 0. eSLI σ(t1) = 0, TO s(t2) =
t2 +σ(t2) > t1 +0 = s(t1), ˆTO PROTIWOREˆIT NA[EMU PREDPOLOVENI@. w
SLUˆAE VE, KOGDA σ(t1) > 0, FUNKCII ξi(t) OBRAZU@T NA POLUINTERWALE
[t1, s(t1)) T-SISTEMU, ODNAKO NE OBRAZU@T T-SISTEMU NA POLUINTERWALE
[t2, s(t2)). —TO OZNAˆAET, ˆTO NA [t1, s(t1)) L@BAQ NETRIWIALXNAQ LINEJ-
NAQ KOMBINACIQ FUNKCIJ ξi(t) IMEET NE BOLEE (n − 1)-GO NULQ, ODNAKO
SU]ESTWUET TAKAQ NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ FUNKCIJ ξi(t),
KOTORAQ IMEET PO KRAJNEJ MERE n NULEJ NA [t2, s(t2)). zAMETIW, ˆTO
[t1, s(t1)) ⊂ [t2, s(t2)), PRIDEM K PROTIWOREˆI@.
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s L E D S T W I E 2.1. (SM., TAKVE, [37, lEMMA 1]). w KAVDOJ TOˆKE t0
FUNKCIQ σ(t) UDOWLETWORQET NERAWENSTWAM σ(t0−0) 6 σ(t0) 6 σ(t0+0).

d O K A Z A T E L X S T W O. qSNO, ˆTO s(t0 − 0) = t0 + σ(t0 −
0). iZ UTWERVDENIQ 2.1 SLEDUET NERAWENSTWO s(t0 − 0) 6 s(t0), OTKUDA
POLUˆAEM t0 + σ(t0− 0) 6 t0 + σ(t0), IZ ˆEGO SLEDUET LEWOE NERAWENSTWO,
KOTOROE TREBOWALOSX DOKAZATX. sPRAWEDLIWOSTX PRAWOGO NERAWENSTWA

POKAZYWETSQ ANALOGIˆNO.

dALEE NAM POTREBUETSQ ODNO IZWESTNOE SWOJSTWO T-SISTEM, IZWESTNOE
POD NAZWANIEM TEOREMY bERN[TEJNA. nAPOMNIM (SM. [38, S. 53]), ˆTO
TOˆKA τ NAZYWAETSQ UZLOM NEPRERYWNOJ FUNKCII ξ(t), ESLI W “TOJ TOˆKE
FUNKCIQ ξ(t) MENQET ZNAK.

u T W E R V D E N I E 2.2. ([38, S. 53]). eSLI SOWOKUPNOSTX NEPRERYW-
NYH FUNKCIJ ξ1(t), . . . , ξn(t) QWLQETSQ T-SISTEMOJ NA POLUINTERWALE

[t0, t1), TO DLQ L@BOGO NABORA POPARNO RAZLIˆNYH TOˆEK τ1, . . . , τn−1 IZ

[t0, t1) NAJDETSQ LINEJNAQ KOMBINACIQ FUNKCIJ ξi(t), IME@]AQ UZLY WO
WSEH TOˆKAH τj I NE IME@]AQ DRUGIH NULEJ NA PROMEVUTKE [t0, t1).

s L E D S T W I E 2.2. pUSTX NEPRERYWNYE FUNKCII ξ1(t), . . . , ξn(t) OB-
RAZU@T T-SISTEMU NA POLUINTERWALE [t0, t1), SODERVA]EM POPARNO

RAZLIˆNYE TOˆKI τ1, . . . , τk, GDE 1 6 k 6 n− 1. tOGDA NAJDETSQ NETRI-
WIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ FUNKCIJ ξi(t), IME@]AQ UZLY WO WSEH

TOˆKAH τj I NE IME@]AQ DRUGIH NULEJ NA L@BOM POLUINTERWALE [t0, t2),
GDE t0 < t2 < t1.

d O K A Z A T E L X S T W O. zAFIKSIRUEM PROIZWOLXNOE t2 ∈ (t0, t1)
I DOBAWIM K NABORU τ1, . . . , τk TAKIE TOˆKI τk+1, . . . , τn−1 IZ INTERWALA

(t2, t1), ˆTOBY WSE TOˆKI τ1, . . . , τn−1 BYLI POPARNO RAZLIˆNY. tEPERX
OSTALOSX PRIMENITX UTWERVDENIE 2.2.

pOLEZNO, KROME TOGO, IMETX KRITERIJ ˆEBY[EWSKOSTI, KOTORYJ SFOR-
MULIROWAN W SLEDU@]EM UTWERVDENII.

u T W E R V D E N I E 2.3. ([38, S. 53]). fUNKCII ξ1(t), . . . , ξn(t) OBRA-
ZU@T T-SISTEMU NA POLUINTERWALE [t0, t1) TOGDA I TOLXKO TOGDA,
KOGDA DLQ L@BOGO NABORA TOˆEK τ1, . . . , τn TAKIH, ˆTO t0 6 τ1 < τ2 <

· · · < τn < t1, OPREDELITELX∣∣∣∣∣∣
ξ1(τ1) . . . ξn(τ1)

... . . . ...
ξ1(τn) . . . ξn(τn)

∣∣∣∣∣∣ (2.1)
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NE RAWEN NUL@.

u T W E R V D E N I E 2.4. pUSTX t0 ∈ R. eSLI ξi(t0) = 0 PRI WSEH

i = 1, . . . , n TO σ(t0) = 0.

d O K A Z A T E L X S T W O. zAFIKSIRUEM NEKOTOROE POLOVITELXNOE

ε I WYBEREM NA INTERWALE (t0, t0 + ε) PROIZWOLXNYE POPARNO RAZLIˆNYE
TOˆKI τ1, . . . , τn−1. w SILU UTWERVDENIQ 2.2, DLQ “TIH TOˆEK NAJDETSQ

WEKTOR c ∈ Rn TAKOJ, ˆTO FUNKCIQ ξ(t, c) =
n∑

i=1
ciξi(t) BUDET OBRA]ATX-

SQ W NULX W TOˆKAH t0, τ1, . . . , τn−1. tAKIM OBRAZOM, DLQ L@BOGO ε > 0
SU]ESTWUET NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ ξ(t, c) FUNKCIJ ξi(t),
IME@]AQ NA INTERWALE (t0, t0 + ε) ROWNO n GEOMETRIˆESKI RAZLIˆNYH

NULEJ. pO OPREDELENI@ FUNKCII σ(t) IMEEM σ(t0) = 0.

u T W E R V D E N I E 2.5. eSLI σ(t0− 0) = 0, A FUNKCII ξi(t) DIFFE-
RENCIRUEMY, TO SU]ESTWUET TAKAQ IH NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOM-
BINACIQ ξ(t), ˆTO ξ(t0) = ξ̇(t0) = 0.

d O K A Z A T E L X S T W O. wYBEREM POSLEDOWATELXNOSTX POLOVI-
TELXNYH ˆISEL {εk}∞k=1, STREMQ]U@SQ K NUL@. rAWENSTWO σ(t0 − 0) = 0
OZNAˆAET, ˆTO DLQ L@BOGO k NAJDUTSQ WEKTOR ck ∈ Sn−1 I TOˆKI

τ k
1 , τ

k
2 ∈ (t0 − εk, t0 + εk) TAKIE, ˆTO

ξ(τ k
1 , ck) = ξ(τ k

2 , ck) = 0 (2.2)

(ZDESX, PO-PREVNEMU, ξ(t, c) =
n∑

i=1
ciξi(t)). pO TEOREME rOLLQ DLQ KAVDOGO

k SU]ESTWUET TOˆKA τ̂ k ∈ (τ k
1 , τ

k
2 ), W KOTOROJ

ξ̇(τ̂ k, ck) = 0. (2.3)

w SILU KOMPAKTNOSTI SFERY Sn−1, IZ POSLEDOWATELXNOSTI {ck} MOVNO
WYDELITX PODPOSLEDOWATELXNOSTX, SHODQ]U@SQ K NEKOTOROMU WEKTORU
c0 IZ S

n−1. —TU PODPOSLEDOWATELXNOSTX DLQ KRATKOSTI SNOWA OBOZNAˆIM

{ck}. pEREHODQ W RAWENSTWAH (2.2) I (2.3) K PREDELU PRI k → ∞, PO-
LUˆIM TREBUEMYE RAWENSTWA ξ(t0, c0) = ξ̇(t0, c0) = 0. uTWERVDENIE 2.5
DOKAZANO.
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pUSTX FUNKCII ξi(t) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY n−1 RAZ. oPRE-
DELIM SLEDU@]IJ WRONSKIAN:

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ1(t) ξ̇1(t) . . . ξ

(n−1)
1 (t)

ξ2(t) ξ̇2(t) . . . ξ
(n−1)
2 (t)

...
... . . . ...

ξn(t) ξ̇n(t) . . . ξ
(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
u T W E R V D E N I E 2.6. eSLI σ(t0 − 0) = 0, A FUNKCII ξi(t) NEPRE-

RYWNO DIFFERENCIRUEMY n− 1 RAZ, TO W (t0) = 0.

d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX POLOVITELXNYH
ˆISEL {εk}∞k=1 STREMITSQ K NUL@. rAWENSTWO σ(t0 − 0) = 0 OZNAˆAET,
ˆTO DLQ L@BOGO k NAJDUTSQ WEKTOR ck ∈ Sn−1 I TOˆKI τ k

1 , . . . , τ
k
n ∈

(t0 − εk, t0 + εk) TAKIE, ˆTO

ξ(τ k
i , ck) = 0, i = 1, . . . , n. (2.4)

pO TEOREME rOLLQ DLQ KAVDOGO k SU]ESTWU@T TAKIE TOˆKI τ̂ k
1 , . . . , τ̂

k
n−1

IZ INTERWALA (t0 − εk, t0 + εk), ˆTO PRI i = 1, . . . , n− 1

ξ(i)(τ̂ k
i , ck) = 0. (2.5)

iZ POSLEDOWATELXNOSTI {ck} MOVNO WYDELITX PODPOSLEDOWATELXNOSTX,
SHODQ]U@SQ K NEKOTOROMU WEKTORU c0 ∈ Sn−1. —TU PODPOSLEDOWATELX-
NOSTX SNOWA OBOZNAˆIM ˆEREZ {ck}. pEREHODQ W RAWENSTWAH (2.4) I (2.5)
K PREDELU PRI k →∞, POLUˆIM ξ(i)(t0, c0) = 0 DLQ WSEH i = 0, . . . , n− 1,

T. E. WEKTORY col
(
ξ

(i)
1 (t0), . . . , ξ

(i)
n (t0)

)
ORTOGONALXNY ODNOMU WEKTORU c0

I NE OBRAZU@T BAZIS W PROSTRANSTWE Rn. sLEDOWATELXNO, ONI LINEJNO
ZAWISIMY, OTKUDA W (t0) = 0.

z A M E ˆ A N I E 2.1. zDESX FUNKCII ξi(t) POLUˆA@TSQ IZ RE[E-
NIQ SISTEMY (1.4). tEM NE MENEE, MOVNO RASSMATRIWATX PROIZWOLXNYE
NEPRERYWNYE FUNKCII ξi : R → Rn I DLQ NIH TAKIM VE OBRAZOM OPRE-
DELITX FUNKCI@ σ(t). pRI “TOM WSE UTWERVDENIQ, SFORMULIROWANNYE
WY[E W “TOM PARAGRAFE, OSTANUTSQ SPRAWEDLIWYMI.
sISTEMU (1.1) BUDEM NAZYWATX DOKRITIˆESKOJ [21, 24] NA INTERWALE

J, ESLI DLQ WSEH t ∈ J WYPOLNENO NERAWENSTWO σ(t;A, b) > 0.
pUSTX MATRICA Q : R→ G(n) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA, A PRE-

OBRAZOWANIE x = Q(t)y PEREWODIT SISTEMU (A, b) W SISTEMU (AQ, bQ),
IME@]U@ WID ẏ = AQ(t)y + bQ(t)u. lEGKO WIDETX, ˆTO

AQ(t) = Q−1(t)A(t)Q(t)−Q−1(t)Q̇(t), bQ(t) = Q−1(t)b(t).
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sISTEMY (A, b) I (AQ, bQ) BUDEM NAZYWATX KINEMATIˆESKI PODOBNYMI, A
SOOTWETSTWU@]EE PREOBRAZOWANIE — PREOBRAZOWANIEM KINEMATIˆESKOGO

PODOBIQ.

u T W E R V D E N I E 2.7. pUSTX SISTEMY (A, b) I (AQ, bQ) KINEMA-
TIˆESKI PODOBNY. tOGDA σ(t;A, b) = σ(t;AQ, bQ).

d O K A Z A T E L X S T W O. rASSMOTRIM SISTEMU

ϕ̇ = −ϕAQ(t) (2.6)

I ZAMETIM, ˆTO RE[ENIQ SOPRQVENNYH SISTEM (1.4) I (2.6) SWQZANY
RAWENSTWOM

ϕ = ψQ(t). (2.7)

dEJSTWITELXNO, DIFFERENCIRUQ (2.7), POLUˆIM

ϕ̇ = ψ̇Q+ ψQ̇ = −ψAQ+ ψQ̇ = −ϕQ−1AQ+ ϕQ−1Q̇ = −ϕAQ.

pUSTX ϕ(t) — PROIZWOLXNOE NETRIWIALXNOE RE[ENIE SISTEMY (2.6). w
SILU TOVDESTWA (2.7),

ξQ(t)
.
= ϕ(t)bQ(t) = ψ(t)Q−1(t)Q(t)b(t) = ψ(t)b(t) = ξ(t),

GDE ψ(t) — MATRIˆNOE RE[ENIE SISTEMY (1.4), OTKUDA SLEDUET TREBUE-
MOE RAWENSTWO σ(t;A, b) = σ(t;AQ, bQ).

s L E D S T W I E 2.3. fUNKCII ξi(t) INWARIANTNY OTNOSITELXNO PRE-
OBRAZOWANIQ KINEMATIˆESKOGO PODOBIQ.
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§ 3. Q-PRIWODIMYE SISTEMY

w “TOM PARAGRAFE OPREDELQ@TSQ I IZUˆA@TSQ Q-PRIWODIMYE SISTEMY. iS-
POLXZUQ SWQZX Q-PRIWODIMYH SISTEM I KWAZIDIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ,
UDAETSQ DOKAZATX WAVNYE SWOJSTWA LINEJNYH KOMBINACIJ FUNKCIJ ξi(t) I
FUNKCII σ(t) DLQ Q-PRIWODIMYH SISTEM.

sISTEMU (A, b), KINEMATIˆESKI PODOBNU@ NEKOTOROJ SISTEME WIDA

ẏ = F (t)y + g(t)u, (3.1)

GDE F (t) =


f11(t) f12(t) . . . f1,n−1(t) r1(t)
−β2(t) f22(t) . . . f2,n−1(t) r2(t)

0 −β3(t) . . . f3,n−1(t) r3(t)
...

... . . . ...
...

0 0 . . . −βn(t) rn(t)

 , (3.2)

g(t) = col
(
β1(t) 0 0 . . . 0

)
,

FUNKCII fik(t), ri(t), βi(t) NEPRERYWNY I βi(t) > 0 PRI WSEH t ∈ J,

i = 1, . . . , n, BUDEM NAZYWATX Q-PRIWODIMOJ [32, 31].

u T W E R V D E N I E 3.1. (SM. [32]). pUSTX SISTEMA (1.1) KINEMATI-
ˆESKI PODOBNA SISTEME (3.1) S MATRICEJ PREOBRAZOWANIQ Q(t), PRIˆEM
MATRICA F (t) I WEKTOR g(t) IME@T WID (3.2), FUNKCII fik(t), ri(t), βi(t)
NEPRERYWNY, I βi(t) 6= 0 PRI WSEH t ∈ J, i = 1, . . . , n. tOGDA SISTEMA
(1.1) Q-PRIWODIMA.

d O K A Z A T E L X S T W O. iZ NEPRERYWNOSTI FUNKCIJ βi(t)
SLEDUET, ˆTO ONI SOHRANQ@T ZNAK NA J. pUSTX P = diag(p1, . . . , pn), GDE

pi =
i∏

k=1
sign βk. lEGKO WIDETX, ˆTO PREOBRAZOWANIE y = Pw PEREWODIT

SISTEMU (3.1) W SISTEMU ẇ = C(t)w + d(t)u,

GDE C(t) =


f11(t) f12(t)p1p2 . . . f1,n−1(t)p1pn−1 r1(t)p1pn

−β2(t)p1p2 f22(t) . . . f2,n−1(t)p2pn−1 r2(t)p2pn

0 −β3(t)p2p3 . . . f3,n−1(t)p3pn−1 r3(t)p3pn
...

... . . . ...
...

0 0 . . . −βn(t)pn−1pn rn(t)

 ,

d(t) = col
(
β1(t)p1 0 0 . . . 0

)
,

PRIˆEM β1(t)p1 = |β1(t)| > 0, βi(t)pi−1pi = βi(t) sign βi = |βi(t)| > 0,
i = 2, . . . , n. oSTALOSX ZAMETITX, ˆTO PREOBRAZOWANIE x = Q(t)Pw
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QWLQETSQ PREOBRAZOWANIEM KINEMATIˆESKOGO PODOBIQ, A SISTEMA (C, d)
UDOWLETWORQET WSEM USLOWIQM, SFORMULIROWANNYM W OPREDELENII Q-
PRIWODIMOSTI. uTWERVDENIE 3.1 DOKAZANO.

tERMIN ÆQ-PRIWODIMOSTXŒ WYBRAN NESLUˆAJNO. oKAZYWAETSQ, ˆTO
ESLI SISTEMA (1.1), OBLADAET SWOJSTWOM Q-PRIWODIMOSTI, TO SOOTWET-
STWU@]IE EJ FUNKCII ξi(t) OBRAZU@T FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[E-
NIJ NEKOTOROGO KWAZIDIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ [39]. bUKWA ÆQŒ W
NA[EM TERMINE SOOTWETSTWUET PERWOJ BUKWE SLOWA ÆquasidifferentialŒ.

t E O R E M A 3.1. (SM. [39]). iME@T MESTO SLEDU@]IE UTWERVDE-
NIQ:

1. sISTEMA (1.1) QWLQETSQ Q-PRIWODIMOJ W TOM I TOLXKO TOM

SLUˆAE, ESLI SU]ESTWU@T NEPRERYWNYE NA J SKALQRNYE FUNKCII

β1, . . . , βn; f11; f12, f22; . . . f1,n−1, . . . , fn−1,n−1 (ZAPOLNQ@]IE WEKTOR g

I MATRICU F ) TAKIE, ˆTO βi(t) > 0 PRI t ∈ J, i = 1, . . . , n, I MATRICA
Q(t) = (q1(t), . . . , qn(t)) , STOLBCY KOTOROJ OPREDELENY RAWENSTWAMI

q1(t) =
b(t)

β1(t)
, . . . , qk+1(t) =

1

βk+1(t)
(q̇k(t)− A(t)qk(t)+

+ f1,k(t)q1(t) + · · ·+ fk,k(t)qk(t)), (3.3)

NEWYROVDENA PRI WSEH t ∈ J. dALEE, PREOBRAZOWANIE KINEMATIˆESKOGO
PODOBIQ IMEET WID x = Q(t)y, A WEKTOR r(t)

.
= col (r1(t), . . . , rn(t)) ,

OBRAZU@]IJ POSLEDNIJ STOBEC MATRICY F (t), QWLQETSQ RE[ENIEM AL-
GEBRAIˆESKOJ SISTEMY Q(t)r = A(t)qn(t)− q̇n(t).

2. sISTEMA
ϕ̇ = −ϕF (t) (3.4)

“KWIWALENTNA KWAZIDIFFERENCIALXNOMU URAWNENI@

L ξ ≡ d

dt
(`n−1ξ)(t) + r1(t)(`0ξ)(t) + · · ·+ rn(t)(`n−1ξ)(t) = 0, (3.5)

GDE KWAZIPROIZWODNYE `0, . . . , `n−1 OPREDELENY RAWENSTWAMI

(`0ξ)(t) = β−1
1 (t)ξ(t),

(`1ξ)(t) =
1

β2(t)

(
d

dt
(`0ξ)(t) + f11(t)(`0ξ)(t)

)
,

(`kξ)(t) =
1

βk+1(t)

(
d

dt
(`k−1ξ)(t) + fk,k(t)(`k−1ξ)(t)+

+fk−1,k(t)(`k−2ξ)(t) + · · ·+ f1,k(t)(`0ξ)(t)) , k = 2, . . . , n− 1

(3.6)
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(KAVDOMU RE[ENI@ ϕ(t) =
(
ϕ1(t), . . . , ϕn(t)

)
SISTEMY (3.4) OTWEˆAET

RE[ENIE ξ(t) = β1(t)ϕ
1(t) URAWNENIQ (3.5), I KAVDOMU RE[ENI@ ξ(t)

URAWNENIQ (3.5) OTWEˆAET RE[ENIE ϕ(t) = ((`0ξ)(t), . . . , (`n−1ξ)(t)) SI-
STEMY (3.4)).

3. wSQKAQ Q-PRIWODIMAQ SISTEMA DOKRITIˆNA NA J.

pUSTX DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ ξ(t) OBRA]AETSQ W NULX W TOˆKE
t0. nAZOWEM TOˆKU t0 PROSTYM NULEM FUNKCII ξ(t), ESLI ξ̇(t0) 6= 0. w
PROTIWNOM SLUˆAE NAZOWEM TOˆKU KRATNYM NULEM.
iZ RAWENSTW (3.6) SLEDUET, ˆTO NULEWAQ KWAZIPROIZWODNAQ FUNKCII

ξ(t) OBRA]AETSQ W NULX W TEH I TOLXKO TEH TOˆKAH, KOTORYE QWLQ@TSQ
NULQMI FUNKCII ξ(t). —TO DAET NAM PRAWO WWESTI SLEDU@]EE OPREDE-
LENIE. bUDEM GOWORITX, ˆTO FUNKCIQ ξ(t), OPREDELENNAQ NA INTERWALE
J = (t1, t2) (WOZMOVNO, SOWPADA@]EM S ˆISLOWOJ PRQMOJ R) I DOPUS-
KA@]AQ DOSTATOˆNOE ˆISLO KWAZIPROIZWODNYH (`iξ)(t), IMEET W TOˆKE

t0 ∈ J NULX KWAZIKRATNOSTI k, ESLI DLQ WSEH i = 0, . . . , k− 1 KWAZIPROIZ-
WODNYE (`iξ)(t) OBRA]A@TSQ W NULX PRI t = t0 I (`kξ)(t0) 6= 0. oBOZNAˆIM
ˆEREZ m(ξ, I) I n(ξ, I) KOLIˆESTWO NULEJ FUNKCII ξ(t) NA PROMEVUTKE
I ⊆ J S UˆETOM I BEZ UˆETA KWAZIKRATNOSTI, SOOTWETSTWENNO. uRAWNE-
NIE L ξ = 0 NAZYWAETSQ NEOSCILLQCIONNYM NA PROMEVUTKE I ⊆ J, ESLI

DLQ L@BOGO EGO NETRIWIALXNOGO RE[ENIQ ξ(·) SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO
m(ξ, I) 6 n− 1.

l E M M A 3.1. (SM. [40]). pUSTX J — OTKRYTYJ ILI POLUOTKRYTYJ

INTERWAL. tOGDA DLQ WSQKOGO NETRIWIALXNOGO RE[ENIQ ξ(t) URAWNENIQ
L ξ = 0 NERAWENSTWA n(ξ, J) 6 n− 1 I m(ξ, J) 6 n− 1 “KWIWALENTNY.

u T W E R V D E N I E 3.2. (SM. [32]). pUSTX SISTEMA (1.1) Q-PRIWO-
DIMA K SISTEME (3.1) NA PROMEVUTKE J, PRIˆEM FUNKCIQ β1(t) DIFFE-
RENCIRUEMA NA J. eSLI PRI NEKOTOROM c ∈ Sn−1 FUNKCIQ ξ(t, c) IMEET
NA PROMEVUTKE I ⊆ J W TOˆNOSTI n − 1 GEOMETRIˆESKI RAZLIˆNYH

NULEJ, TO “TI NULI PROSTYE.

d O K A Z A T E L X S T W O. w SILU SLEDSTWIQ 2.3 I TEOREMY

3.1, FUNKCIQ ξ(t, c) QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ L ξ = 0. kAK UVE

OTMEˆALOSX, NULEWAQ KWAZIPROIZWODNAQ FUNKCII ξ(t, c) IMEET NULI W

TEH I TOLXKO TEH TOˆKAH, GDE SAMA FUNKCIQ ξ(t, c) OBRA]AETSQ W NULX.
pO“TOMU IZ USLOWIQ UTWERVDENIQ SLEDUET, ˆTO n(ξ, I) = n−1. iZWESTNO,
ˆTO FUNKCII β1(t) I, SLEDOWATELXNO, ξ(t, c) DIFFERENCIRUEMY, PO“TOMU



28

PERWAQ KWAZIPROIZWODNAQ FUNKCII ξ(t, c) RAWNA

(`1ξ)(t, c) =
1

β2(t)

d

dt

(
1

β1(t)

)
ξ(t, c) +

1

β1(t)
ξ̇(t, c) +

f11(t)

β1(t)β2(t)
ξ(t, c).

pREDPOLOVIM, ˆTO W NEKOTOROJ TOˆKE t0 FUNKCIQ ξ(t, c) IMEET KRAT-
NYJ NULX, T. e. ξ(t0, c) = ξ̇(t0, c) = 0. tOGDA (`1ξ)(t0, c) = 0, T. E. MY
IMEEM DELO S NULEM PERWOJ KWAZIKRATNOSTI. pO“TOMU m(ξ, I) > n, ˆTO

PROTIWOREˆIT LEMME 3.1. uTWERVDENIE 3.2 DOKAZANO.

pUSTX t0 ∈ J = (t1, t2). pRAWOJ SOPRQVENNOJ TOˆKOJ s(t0) URAWNENIQ
L ξ = 0 NAZYWAETSQ NAIMENX[EE IZ DWUH ˆISEL t2 I s, GDE s — TOˆNAQ

WERHNQQ GRANX TAKIH s > t0, ˆTO URAWNENIE L ξ = 0 NEOSCILLQCIONNO

NA OTREZKE WREMENI [t0, s]. fORMULIRUEMAQ NIVE TEOREMA USTANAWLIWA-
ET SWQZX MEVDU HARAKTERISTIKAMI s(t) I σ(t) DLQ Q-PRIWODIMOJ SI-
STEMY (A, b). oTMETIM, ˆTO DLQ SISTEM WIDA (A, b), NE QWLQ@]IHSQ Q-
PRIWODIMYMI, PONQTIE PRAWOJ SOPRQVENNOJ TOˆKI WOOB]E OTSUTSTWUET
(W SILU TOGO, ˆTO NE OPREDELENO PONQTIE KWAZIKRATNOSTI NULQ), A HA-
RAKTERISTIKA σ(t;A, b) IMEET SMYSL (POSKOLXKU PRI PODSˆETE σ(t;A, b)
KWAZIKRATNOSTX NULEJ NE UˆITYWAETSQ).
sLEDU@]AQ TEOREMA POLUˆAETSQ NEPOSREDSTWENNO IZ UTWERVDENIQ

2.7 I LEMMY 3.1.

t E O R E M A 3.2. (SM. [32]). pUSTX SISTEMA (1.1) Q-PRIWODIMA NA

INTERWALE J = (t1, t2), I t ∈ J. eSLI s(t) < t2, TO s(t) = t + σ(t). eSLI
VE s(t) = t2, TO s(t) 6 t+ σ(t).

w RABOTE [40] DOKAZANO SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

u T W E R V D E N I E 3.3. fUNKCIQ s(t) NEPRERYWNA.

iZ UTWERVDENIQ 3.3 I TEOREMY 3.2 POLUˆAETSQ SLEDSTWIE.

s L E D S T W I E 3.1. pUSTX SISTEMA (1.1) Q-PRIWODIMA K SISTEME
(3.1) NA PROMEVUTKE J = (t1, t2). tOGDA FUNKCIQ σ(t) NEPRERYWNA W

TEH TOˆKAH t ∈ J, W KOTORYH t+ σ(t) < t2.
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§ 4. oCENKA FUNKCII σ(·) DLQ Q-PRIWODIMYH SI-

STEM

w “TOM PARAGRAFE PREDLAGAETSQ SPOSOB OCENKI FUNKCII σ(t) DLQ Q-PRIWO-
DIMYH SISTEM, OSNOWANNYJ NA “KWIWALENTNOSTI TAKIH SISTEM I KWAZIDIFFE-
RENCIALXNYH URAWNENIJ, A TAKVE NA SPOSOBE WYˆISLENIQ DLINY PROMEVUT-
KA NEOSCILLQCII KWAZIDIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ, PREDLOVENNOM W RA-
BOTE [40]. kROME TOGO, PREDLAGA@TSQ ANALITIˆESKIE ALGORITMY POSTROENIQ

SISTEMY (3.1) PO SISTEME (1.1). w TEOREME 4.1 DOKAZYWAETSQ DIFFERENCIRUE-
MOSTX FUNKCII σ(t) Q-PRIWODIMOJ SISTEMY DLQ n = 2.

mETOD POSTROENIQ FUNKCII s(t) W PROIZWOLXNOJ TOˆKE t0 OSNOWAN NA
SLEDU@]EM UTWERVDENII (SM., NAPRIMER, [40]).

u T W E R V D E N I E 4.1. pUSTX {ξk(t)}nk=1 — FUNDAMENTALXNAQ SI-
STEMA RE[ENIJ URAWNENIQ L ξ = 0, UDOWLETWORQ@]AQ NAˆALXNYM USLO-
WIQM (`i−1ξk)(t0) = δk,n−i+1, i = 1, . . . , n (EDINICY NA POBOˆNOJ DIAGONA-
LI). dLQ WSEH k = 1, . . . , n− 1 WYˆISLIM OPREDELITELI

wk(t) =

∣∣∣∣∣∣
(`0ξ1)(t) . . . (`0ξk)(t)

... . . . ...
(`k−1ξ1)(t) . . . (`k−1ξk)(t)

∣∣∣∣∣∣
I POLOVIM sk(t0) = min{t : wk(t) = 0, t > t0}. tOGDA

s(t0) = min{t2, s1(t0), . . . , sn−1(t0)}.

aNALOGIˆNYM OBRAZOM STROITSQ FUNKCIQ σ(t) DLQ SISTEMY (3.4) (“TO
POSTROENIE OPIRAETSQ NA TEOREMY 3.1 I 3.2) [34]. pUSTX Y (t, s) — MA-
TRICA kO[I, SOOTWETSTWU@]AQ SISTEME (3.1). oPREDELIM MATRICU D S

“LEMENTAMI di,j = δi,n−j+1, GDE δi,j — SIMWOL kRONEKERA. tOGDA MATRICA
Ξ(t, s) = DY (t, s) UDOWLETWORQET USLOWIQM ξi,j(t, s)

∣∣
s=t

= δi,n−j+1 I, KAK
FUNKCIQ PEREMENNOGO s, QWLQETSQ FUNDAMENTALXNOJ MATRICEJ SISTEMY

dξ/ds = −ξF (s). oPREDELITELI wk(t, s) BUDUT GLAWNYMI DIAGONALXNY-
MI MINORAMI MATRICY Ξ(t, s), T. E.

wk(t, s) =

∣∣∣∣∣∣
ξ11(t, s) . . . ξ1,k(t, s)

... . . . ...
ξk,1(t, s) . . . ξk,k(t, s)

∣∣∣∣∣∣ .
wYˆISLIM sk(t) = min{s : wk(t, s) = 0, s > t}, I ESLI si(t) < t2 DLQ WSEH

i = 1, . . . , n− 1, TO σ(t) = s(t)− t, GDE s(t) = min{s1(t), . . . , sn−1(t)}.
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t E O R E M A 4.1. (SM. [34]). eSLI n = 2, I SISTEMA (1.1) Q-PRIWODIMA
NA J = (t1, t2), TO FUNKCIQ σ(t) DIFFERENCIRUEMA DLQ WSEH TAKIH t ∈ J,
DLQ KOTORYH WYPOLNENO NERAWENSTWO s(t) < t2.

d O K A Z A T E L X S T W O. dEJSTWITELXNO, ESLI n = 2, TO

σ(t) = min{s : ξ11(t, s) = 0, s > t} − t.

tAK KAK FUNKCIQ ξ11(t, s) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA PO OBOIM AR-
GUMENTAM, TO, W SILU TEOREMY O NEQWNOJ FUNKCII, DLQ DIFFERENCI-

RUEMOSTI FUNKCII σ(t) NEOBHODIMO, ˆTOBY PROIZWODNAQ
∂ξ11(t, s)

∂s
NE

OBRA]ALASX W NULX (KAK FUNKCIQ PEREMENNOGO s PRI FIKSIROWANNOM t)
ODNOWREMENNO S ξ11(t, s). iZ POSTROENIQ MATRICY Ξ(t, s) SLEDUET, ˆTO

∂ξ11(t, s)

∂s
= −ξ11(t, s)f11(s) + ξ12(t, s)β2(s).

pO“TOMU, ESLI
∂ξ11(t, s)

∂s

∣∣∣∣
s=s0

= 0, TO ξ11(t, s0)f11(s0) = ξ12(t, s0)β2(s0).

dOPUSTIM, ˆTO ξ11(t, s0) = 0. tOGDA, S UˆETOM NERAWENSTWA β2(s0) > 0,
SLEDUET RAWENSTWO ξ12(t, s0) = 0, PRIWODQ]EE K WYROVDENNOSTI MATRI-
CY Ξ(t, s) PRI s = s0, ˆTO PROTIWOREˆIT EE OPREDELENI@. tEOREMA 4.1
DOKAZANA.

eSLI SISTEMA (1.1) QWLQETSQ Q-PRIWODIMOJ K SISTEME (3.1), TO MY
MOVEM OCENITX FUNKCI@ σ(t) SNIZU FUNKCIEJ s(t)− t, KOTORAQ “FFEK-
TIWNO WYˆISLQETSQ. oDNAKO DLQ ISˆERPYWA@]EGO RE[ENIQ ZADAˆI OB
OCENKE FUNKCII σ(t) DLQ ZADANNOJ SISTEMY (1.1) NEOBHODIMO UMETX

STROITX SISTEMU (3.1) PO SISTEME (1.1). nIVE PRIWEDENY ANALITIˆE-
SKIE ALGORITMY POSTROENIQ PREOBRAZOWANIQ KINEMATIˆESKOGO PODOBIQ

x = Q(t)y I SISTEMY (3.1) [34].
oDIN IZ ALGORITMOW (NAZOWEM EGO ALGORITMOM ORTOGONALIZACII) PO-

STROENIQ PREOBRAZOWANIQ x = Q(t)y OSNOWAN NA PERWOM UTWERVDENII

TEOREMY 3.1. oN DOSTAWLQET “FFEKTIWNYE DOSTATOˆNYE USLOWIQ Q-
PRIWODIMOSTI. oPI[EM “TOT ALGORITM. pREDPOLOVIM, ˆTO FUNKCII
t → A(t) I t → b(t) IME@T DOSTATOˆNU@ GLADKOSTX NA INTERWALE J

(OBESPEˆIWA@]U@ NEPRERYWNOSTX POSTROENNYH NIVE WEKTOROW qi(t)), I
WYPOLNENO NERAWENSTWO |b(t)| > 0. wYBEREM β1(t) = |b(t)| I POSTROIM
q1(t) = b(t)/β1(t), TOGDA |q1(t)| = 1. dALEE, OPREDELIM NA J FUNKCII

f11(t) = q∗1(t) (A(t)q1(t)− q̇1(t)) I p1(t) = q̇1(t)−A(t)q1(t)+f11(t)q1(t).
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pOSTROIM TEPERX FUNKCI@ β2(t) = |p1(t)|. eSLI β2(t) > 0 PRI WSEH

t ∈ J, TO OPREDELENA FUNKCIQ q2(t) = p1(t)/β2(t), PRIˆEM |q2(t)| = 1
I q∗2(t)q1(t) = 0. pRODOLVAQ “TOT PROCESS, POSLEDOWATELXNO POSTROIM
FUNKCII q3(t), . . . , qn(t), UDOWLETWORQ@]IE USLOWIQM q∗i (t)qk(t) = δi,k.

eSLI DLQ NEKOTOROGO k < n − 1 POSTROENY FUNKCII q1(t), . . . , qk(t), TO
DLQ WSEH i = 1, . . . , k POSTROIM FUNKCII fi k(t) = q∗i (t) (A(t)qk(t)− q̇k(t)) ,
A ZATEM FUNKCII

pk(t) = (q̇k(t)− A(t)qk(t) + f1,k(t)q1(t) + · · ·+ fk,k(t)qk(t)) , (4.1)

I βk+1(t) = |pk(t)|. eSLI βk+1(t) > 0 NA INTERWALE J, TO MOVNO POSTRO-
ITX qk+1(t) = pk(t)/βk+1(t). tAKIM OBRAZOM, POSTROENA ORTOGONALXNAQ
MATRICA Q(t) = (q1(t), . . . , qn(t)) , POZWOLQ@]AQ OPREDELITX KO“FFICI-
ENTY

ri(t) = q∗i (t) (A(t)qn(t)− q̇n(t)) , i = 1, . . . , n, (4.2)

URAWNENIQ (3.5) I ODNOWREMENNO POSLEDNIJ STOLBEC MATRICY F (t).

s L E D S T W I E 4.1. dOPUSTIM, ˆTO FUNKCII A : J → M(n) I

b : J → Rn, ZADA@]IE SISTEMU (1.1), IME@T DOSTATOˆNU@ GLADKOSTX

NA INTERWALE J, I KAVDAQ IZ FUNKCIJ pk : J → Rn, k = 1, . . . , n,
OPREDELENNYH RAWENSTWAMI (4.1), NE IMEET NULEJ NA INTERWALE J

(ZDESX fi k(t) = q∗i (t) (A(t)qk(t)− q̇k(t)) , i = 1, . . . , k). tOGDA ORTOGO-
NALXNAQ MATRICA Q(t) = (q1(t), . . . , qn(t)) , STOLBCY KOTOROJ ZADA-
@TSQ RAWENSTWAMI (3.3), PRIWODIT SISTEMU (1.1) K SISTEME (3.1),
GDE βk+1(t) = |pk(t)|, A KOORDINATY WEKTORA r(t) = col (r1(t), . . . , rn(t))
OPREDELENY RAWENSTWAMI (4.2).

rASSMOTRENNYJ WY[E ALGORITM NE PRIMENIM, ESLI KAKAQ-NIBUDX IZ
FUNKCIJ pk(t) OBRA]AETSQ W NULX NA INTERWALE J. nIVE PREDLAGAETSQ
E]E ODIN ALGORITM PRIWEDENIQ SISTEMY (1.1) K WIDU (3.1) (DOPOLNQ@-
]IJ ALGORITM ORTOGONALIZACII). —TOT ALGORITM (NAZOWEM EGO ALGORIT-
MOM gAUSSA) POZWOLQET SDELATX OPREDELENNYE WYWODY O SISTEME (1.1) I
W TOM SLUˆAE, KOGDA USLOWIQ PRIMENIMOSTI ALGORITMA gAUSSA NE WY-
POLNQ@TSQ.
aLGORITM gAUSSA ZAKL@ˆAETSQ W POSLEDOWATELXNYH “LEMENTARNYH

PREOBRAZOWANIQH SISTEMY (1.1). —TI PREOBRAZOWANIQ PODRAZDELQ@TSQ

NA DWA TIPA: PREOBRAZOWANIQ PERWOGO TIPA PRIWODQT WEKTOR b(t) K TRE-
BUEMOMU WIDU (PRI “TOM WSE EGO KOORDINATY, KROME PERWOJ, STANOWQTSQ
NULEWYMI), ZATEM PREOBRAZOWANIQ WTOROGO TIPA, OSTAWLQQ WEKTOR NEIZ-
MENNYM, DEJSTWU@T NA MATRICU SISTEMY.
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zAFIKSIRUEM k ∈ {2, . . . , n} I ZADADIM “LEMENTARNOE PREOBRAZOWANIE
PERWOGO TIPA RAWENSTWOM

yk = b1(t)xk − bk(t)x1. (4.3)

pRI USLOWII, ˆTO b1(t) 6= 0 DLQ WSEH t ∈ J, WYRAZIM

xk =
yk + bk(t)x1

b1(t)
. (4.4)

tOGDA IZ (4.3) I (4.4) SLEDUET RAWENSTWO

ẏk =
ḃ1(t)(yk + bk(t)x1)

b1(t)
− ḃk(t)x1+

+ b1(t)

 n∑
j=1, j 6=k

ak,j(t)xj +
ak,k(t)(yk + bk(t)x1)

b1(t)

−
− bk(t)

 n∑
j=1, j 6=k

a1,j(t)xj +
a1,k(t)(yk + bk(t)x1)

b1(t)

 ,

tAKIM OBRAZOM, PREOBRAZOWANIE (4.4) PRIWODIT SISTEMU (A, b) K SISTE-
ME URAWNENIJ

ẋi =

(
ai,k(t)bk(t)

b1(t)
+ ai,1(t)

)
x1 +

n∑
j=2
j 6=k

ai,j(t)xj +
ai,k(t)

b1(t)
yk + bi(t)u, i 6= k,

ẏk =

(
ak,k(t)bk(t)

b1(t)
+ ak,1(t)

)
x1 +

n∑
j=2
j 6=k

ak,j(t)xj +
ak,k(t)

b1(t)
yk

S MATRICEJ

Ak(t) =



a1,kbk
b1

+ a11 a12 . . . a1,k−1
a1,k

b1
a1,k+1 . . . a1,n

a2,kbk
b1

+ a21 a22 . . . a2,k−1
a2,k

b1
a2,k+1 . . . a2,n

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

ak−1,kbk
b1

+ ak−1,1 ak−1,2 . . . ak−1,k−1
ak−1,k

b1
ak−1,k+1 . . . ak−1,n

ak,kbk
b1

+ ak,1 ak,2 . . . ak,k−1
ak,k

b1
ak,k+1 . . . ak,n

ak+1,kbk
b1

+ ak+1,1 ak+1,2 . . . ak+1,k−1
ak+1,k

b1
ak+1,k+1 . . . ak+1,n

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

an,kbk
b1

+ an,1 an,2 . . . an,k−1
an,k

b1
an,k+1 . . . an,n
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I WEKTOROM bk(t) = col(b1(t), . . . , bk−1(t), 0, bk+1(t), . . . , bn(t)). iTAK, RA-
WENSTWO (4.4) ZADAET PREOBRAZOWANIE KINEMATIˆESKOGO PODOBIQ S MA-
TRICEJ

Qk(t) =



1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . 1 0 0 . . . 0
bk
b1

0 . . . 0
1

b1
0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 1 . . . 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . 0 0 0 . . . 1


,

PEREWODQ]EE SISTEMU (A, b) W SISTEMU (Ak, bk). lEGKO WIDETX, ˆTO PRE-
OBRAZOWANIE y = Qn(t)Qn−1(t) · · ·Q2(t)x PEREWEDET SISTEMU (A, b) W

SISTEMU (C, g), GDE g(t) = col(β1(t), 0, . . . , 0). eSLI n = 2, TO POLU-
ˆENNAQ SISTEMA IMEET TAKOJ WID, KAKOJ TREBUETSQ W OPREDELENII Q-
PRIWODIMOSTI, W PROTIWNOM SLUˆAE TREBUETSQ PRIMENITX K NEJ “LE-
MENTARNYE PREOBRAZOWANIQ WTOROGO TIPA.
wWODQ “LEMENTARNYE PREOBRAZOWANIQ WTOROGO TIPA, BUDEM SˆITATX,

ˆTO PREOBRAZOWANIQ PERWOGO TIPA UVE PRIMENENY K SISTEME (A, b), PO-
“TOMU WEKTOR b(t) = col(β1(t), 0, . . . , 0). pUSTX n > 3; DLQ KAVDOJ FIK-
SIROWANNOJ PARY k ∈ {3, . . . , n} I s ∈ {2, . . . , n− 1}, UDOWLETWORQ@]EJ
NERAWENSTWU k > s, POLOVIM

yk = as,s−1(t)xk − ak,s−1(t)xs. (4.5)

pRI USLOWII, ˆTO as,s−1(t) 6= 0 DLQ WSEH t ∈ J, WYRAZIM

xk =
yk + ak,s−1(t)xs

as,s−1(t)
. (4.6)

tOGDA IZ (4.5) I (4.6) SLEDUET RAWENSTWO

ẏk =
ȧs,m(t)(yk + ak,m(t)xs)

as,m(t)
− ȧk,m(t)xs+

+ as,m(t)

 n∑
j=1, j 6=k

ak,j(t)xj +
ak,k(t)(yk + ak,m(t)xs)

as,m(t)

−
− ak,m(t)

 n∑
j=1, j 6=k

as,j(t)xj +
as,k(t)(yk + ak,m(t)xs)

as,m(t)

 , (4.7)
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GDE DLQ KRATKOSTI OBOZNAˆENO m = s− 1. tAKIM OBRAZOM, PREOBRAZOWA-
NIE (4.6) PRIWODIT SISTEMU (A, b) K SISTEME URAWNENIJ

ẋ1 =
n∑

j=1
j 6=s,k

a1,j(t)xj +

(
a1,k(t)ak,m(t)

as,m(t)
+ a1,s(t)

)
xs +

a1,k(t)

as,m(t)
yk + β1(t)u,

ẋi =
n∑

j=1
j 6=s,k

ai,j(t)xj +

(
ai,k(t)ak,m(t)

as,m(t)
+ ai,s(t)

)
xs +

ai,k(t)

as,m(t)
yk, i 6= 1, k

ẏk =
n∑

j=1
j 6=k,s,m

(as,m(t)ak,j(t)− ak,m(t)as,j(t))xj +

(
as,m(t)ak,s(t)− ȧk,m(t)+

+
ȧs,m(t)ak,m(t)− a2

k,m(t)as,k(t)

as,m(t)
+ ak,m(t)(ak,k(t)− as,s(t))

)
xs+

+

(
ȧs,m(t)− ak,m(t)as,k(t)

as,m(t)
+ ak,k(t)

)
yk

S MATRICEJ Ak,s(t) =

=



a11 . . .
a1,kak,m

as,m

+ a1,s a1,s+1 . . . a1,k−1
a1,k

as,m

. . . a1,n

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...

ak−2,1 . . .
ak−2,kak,m

as,m

+ ak−2,s ak−2,s+1 . . . ak−2,k−1
ak−2,k

as,m

. . . ak−2,n

ak−1,1 . . .
ak−1,kakm

as,m

+ ak−1,s ak−1,s+1 . . . ak−1,k−1
ak−1,k

as,m

. . . ak−1,n

dk,1 . . . dk,k dk,k+1 . . . dk,s−1 dk,s . . . dk,n

ak+1,1 . . .
ak+1,kakm

as,m

+ ak+1,s ak+1,s+1 . . . ak+1,k−1
ak+1,k

as,m

. . . ak+1,n

ak+2,1 . . .
ak+2,kakm

as,m

+ ak+2,s ak+2,s+1 . . . ak+2,k−1
ak+2,k

as,m

. . . ak+2,n

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...

an,1 . . .
an,kak,m

as,m

+ an,s an,s+1 . . . an,k−1
an,k

as,m

. . . an,n



,

I WEKTOROM b(t) = col(β1(t), 0, . . . , 0), GDE k-AQ STROKA MATRICY Ak,s(t)
ZAPOLNENA “LEMENTAMI

dk,s =
ȧs,mak,m − a2

k,mas,k

as,m
+ as,mak,s + ak,m(ak,k − as,s)− ȧk,m,

dk,k =
ȧs,m − ak,mas,k

as,m
+ ak,k,

dk,j = as,mak,j − ak,mas,j, j 6= k, j 6= s, m = s− 1.

wAVNO, ˆTO “LEMENT dk,s−1(t) MATRICY Ak,s(t) TOVDESTWENNO RAWEN NU-
L@. bOLEE TOGO, ESLI PRI NEKOTOROM j TAKOM, ˆTO j 6= k, “LEMENTY ak,j(t)
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I as,j(t) ISHODNOJ MATRICY A(t) TOVDESTWENNO RAWNY NUL@ NA INTERWA-
LE J, TO dk,j(t) ≡ 0. sLEDUET TAKVE OTMETITX, ˆTO di,j(t) ≡ ai,j(t), ESLI
i < k, j < k.

tAKIM OBRAZOM, POSTROENO PREOBRAZOWANIE KINEMATIˆESKOGO PODOBIQ

Qk,s(t) =



1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
... . . . ... . . . ... . . . ...
0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
... . . . ... . . . ... . . . ...

0 . . .
ak,s−1

as,s−1
. . .

1

as,s−1
. . . 0

... . . . ... . . . ... . . . ...
0 . . . 0 . . . 0 . . . 1


,

PRIWODQ]EE SISTEMU (A, b) K SISTEME (Ak,s, b).
nETRUDNO UBEDITXSQ, ˆTO PREOBRAZOWANIE

Q(t) = Qn,n−1(t)Qn,n−2(t)Qn−1,n−2(t)Qn,n−3(t) · · ·Qn−2,n−3(t)×
×Qn,n−4(t) · · ·Qn,2(t) · · ·Q32(t)Qn(t)Qn−1(t) · · ·Q2(t) (4.8)

PRIWODIT ISHODNU@ SISTEMU (A, b) K SISTEME (F, g) S MATRICEJ F (t)
I WEKTOROM g(t) WIDA (3.2). w SILU (4.8), ALGORITM gAUSSA SLEDUET

NAˆINATX S POSTROENIQ PREOBRAZOWANIQ Q2(t) (SM. (4.4)) I, ESLI ONO

NE WYROVDENO (T. E. b1(t) 6= 0, t ∈ J), DWIGATXSQ WDOLX (4.8) SPRA-
WA NALEWO. pOSTROIW WSE “LEMENTARNYE PREOBRAZOWANIQ PERWOGO TIPA
(DO Qn(t)), NUVNO NAˆINATX POSTROENIE “LEMENTARNYH PREOBRAZOWANIJ
WTOROGO TIPA (NAˆINAQ S Q32(t)), ESLI ONI SU]ESTWU@T.
nA RIS. 4.1 POKAZAN PROCESS PRIMENENIQ ALGORITMA gAUSSA DLQ

n = 4. wERTIKALXNAQ ˆERTA OTDELQET WEKTOR OT MATRICY. —LEMENTY
MATRICY I WEKTORA, OKAZYWA@]IESQ W ZNAMENATELE RAWENSTW (4.4) I
(4.6), OBOZNAˆENY ZWEZDOˆKAMI.
pREOBRAZOWANIE Q(t) BYLO POSTROENO TAKIM OBRAZOM, ˆTOBY SOOT-

WETSTWU@]IE “LEMENTY MATRICY F (t) I WEKTORA g(t) BYLI NULEWYMI.
iZ RAWENSTWA (4.4) SLEDUET, ˆTO PREOBRAZOWANIE Q(t) NEWYROVDENO, ES-
LI TOLXKO b1(t) 6= 0 NA J. dALEE MY POKAVEM, ˆTO ESLI PREOBRAZOWANIE
Q(t) NEWYROVDENO NA J, TO FUNKCII βi(t) = −fi,i−1(t), GDE i = 2, . . . , n−1
OTLIˆNY OT NULQ NA J. zAFIKSIRUEM k I s I PEREPI[EM RAWENSTWO (4.8)
W WIDE

Q(t) = S1(t)S2(t),

GDE S1(t) = Qn,n−1(t) · · ·Qk,s(t), S2(t) = S−1
1 (t)Q(t).

(4.9)
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· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
·
·
·
·

 Q2(t)−−−→


· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
∗
0
·
·

 Q3(t)−−−→


· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
∗
0
0
·

 Q4(t)−−−→


· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
∗
0
0
0


yQ32(t)

· · · ·
· · · ·
0 ∗ · ·
0 0 · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
·
0
0
0

 Q43(t)←−−−


· · · ·
∗ · · ·
0 · · ·
0 · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
·
0
0
0

 Q42(t)←−−−


· · · ·
∗ · · ·
0 · · ·
· · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
·
0
0
0



rIS. 4.1. pRIMENENIE ALGORITMA gAUSSA DLQ n = 4.

tOGDA

F (t) = Q−1(t)A(t)Q(t)−Q−1(t)Q̇(t) =

= S−1
1 (t)V (t)S1(t)− S−1

1 (t)Ṡ1(t),

GDE V (t) = S−1
2 (t)A(t)S2(t)− S−1

2 (t)Ṡ2(t).

(4.10)

nEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ MOVNO UBEDITXSQ, ˆTO V (t) IMEET WID

V (t) =



v11 v12 . . . v1,s−2 v1,s−1 v1,s . . . v1,n−1 v1,n

−β2 v22 . . . v2,s−2 v2,s−1 v2,s . . . v2,n−1 v2,n

0 −β3 . . . v3,s−2 v3,s−1 v3,s . . . v3,n−1 v3,n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . −βs−1 vs−1,s−1 vs−1,s . . . vs−1,n−1 vs−1,n

0 0 . . . 0 −βs vs,s . . . vs,n−1 vs,n

0 0 . . . 0 vs+1,s−1 vs+1,s . . . vs+1,n−1 vs+1,n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 vn,s−1 vn,s . . . vn,n−1 vn,n


.

sLEDOWATELXNO, PREOBRAZOWANIE Q(t) I MATRICA F (t) BUDUT OPREDELENY
NA INTERWALE J TOLXKO W TOM SLUˆAE, ESLI FUNKCIQ vs,s−1(t) = −βs(t)
NE OBRA]AETSQ W NULX NA J.

w POSLEDNEM IZ PREOBRAZOWANIJ Qn,n−1(t), WHODQ]IH W RAWENSTWO

(4.8), FUNKCIQ βn−1(t) OKAZYWAETSQ W ZNAMENATELE. pO“TOMU IZ SU]E-
STWOWANIQ PREOBRAZOWANIQ Q(t) SLEDUET NERAWENSTWO βn−1(t) 6= 0. a
FUNKCIQ βn(t) NIKOGDA NE OKAZYWAETSQ W ZNAMENATELE W PROCESSE PRI-
MENENIQ PREOBRAZOWANIQ Q(t). pO“TOMU DLQ TOGO, ˆTOBY SISTEMA (1.1)
BYLA Q-PRIWODIMA, NEOBHODIMO DOPOLNITELXNO POTREBOWATX WYPOLNE-
NIQ NERAWENSTWA βn(t) 6= 0. tAKIM OBRAZOM, S UˆETOM UTWERVDENIQ 3.1
DOKAZANO SLEDU@]EE.
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u T W E R V D E N I E 4.2. (SM. [34]). eSLI PREOBRAZOWANIE Q(t) OPRE-
DELENO DLQ WSEH t ∈ J I PRIWODIT SISTEMU (A, b) K SISTEME (F, g),
PRIˆEM FUNKCIQ βn(t) = fn,n−1(t) OTLIˆNA OT NULQ NA INTERWALE J,

TO SISTEMA (A, b) Q-PRIWODIMA NA J.

tEPERX RASSMOTRIM SLUˆAJ, KOGDA PREOBRAZOWANIE Q(t) WYROVDENO W
KAVDOJ TOˆKE INTERWALA J. —TO MOVET PROIZOJTI, ESLI WYROVDENNYM
QWLQETSQ L@BOE IZ “LEMENTARNYH PREOBRAZOWANIJ PERWOGO TIPA, LIBO
WYROVDENO KAKOE-NIBUDX IZ PREOBRAZOWANIJ WTOROGO TIPA.
pUSTX WYROVDENO PREOBRAZOWANIE PERWOGO TIPA. w “TOM SLUˆAE, SO-

GLASNO RAWENSTWU (4.4), FUNKCIQ b1(t) ≡ 0 NA J. nO ESLI SU]ESTWUET i
TAKOE, ˆTO 2 6 i 6 n I bi(t) 6= 0 NA J, TO, PRIMENIW K SISTEME (A, b)
PREOBRAZOWANIE T1,i, MENQ@]EE MESTAMI PEREMENNYE x1 I xi, POLUˆIM

SISTEMU (AT , bT ), W KOTOROJ PERWAQ KOORDINATA WEKTORA bT (t) NE OBRA-
]AETSQ W NULX NA J, I K KOTOROJ UVE MOVNO PRIMENITX WSE PREOBRAZO-
WANIQ PERWOGO TIPA. eSLI VE WEKTOR b(t) TOVDESTWENNO RAWEN NUL@, TO
W SOOTWETSTWII S OPREDELENIEM DOKRITIˆNOSTI SISTEMA (A, b) NE QWLQ-
ETSQ DOKRITIˆESKOJ NA J.

tEPERX RASSMOTRIM SLUˆAJ, KOGDA PREOBRAZOWANIE WTOROGO TIPA

Qk,s(t) WYROVDENO W KAVDOJ TOˆKE INTERWALA J, T. E. vs,s−1(t) ≡ 0.
bUDEM SˆITATX (SM. (4.9), (4.10)), ˆTO K SISTEME (A, b) UVE PRIMENE-
NO PREOBRAZOWANIE S2(t), KOTOROE PEREWELO “TU SISTEMU W (V, g). eSLI
SU]ESTWUET i TAKOE, ˆTO s+ 1 6 i 6 n I vi,s−1(t) 6= 0 NA J, TO, PRIMENIW
K SISTEME (V, g) PREOBRAZOWANIE Ti,s, MENQ@]EE MESTAMI PEREMENNYE xi

I xs, MY POLUˆIM SISTEMU (P, g), KO“FFICIENTY KOTOROJ UDOWLETWORQ-
@T NERAWENSTWU ps,s−1(t) 6= 0. dLQ SISTEMY (P, g) UVE MOVNO POSTROITX
PREOBRAZOWANIE Qk,s(t) I WSE POSLEDU@]IE PREOBRAZOWANIQ IZ RAWEN-
STWA (4.8) SO WTORYM INDEKSOM s.
tEM NE MENEE, NE ISKL@ˆEN SLUˆAJ, KOGDA DLQ WSEH TAKIH i, ˆTO

s 6 i 6 n, WYPOLNENY TOVDESTWA vi,s−1(t) ≡ 0, T. E. MATRICA V (t)
WYGLQDIT SLEDU@]IM OBRAZOM:

V (t) =



v11 v12 . . . v1,s−2 v1,s−1 v1,s . . . v1,n−1 v1,n

−β2 v22 . . . v2,s−2 v2,s−1 v2,s . . . v2,n−1 v2,n

0 −β3 . . . v3,s−2 v3,s−1 v3,s . . . v3,n−1 v3,n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . −βs−1 vs−1,s−1 vs−1,s . . . vs−1,n−1 vs−1,n

0 0 . . . 0 0 vs,s . . . vs,n−1 vs,n

0 0 . . . 0 0 vs+1,s . . . vs+1,n−1 vs+1,n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 0 vn,s . . . vn,n−1 vn,n
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oDNAKO W “TOM SLUˆAE NAJDETSQ NETRIWIALXNOE RE[ENIE SOPRQVENNOJ

SISTEMY ψ̇ = −ψV (t), IME@]EE WID ψ(t) = (0, . . . , 0, ψs(t), . . . , ψn(t)) .
pO“TOMU ψ(t)b ≡ 0. sLEDOWATELXNO, SISTEMA (A, b) NE QWLQETSQ DOKRI-
TIˆESKOJ NI W ODNOJ TOˆKE INTERWALA J.

oPREDELIM PREOBRAZOWANIE T1 SLEDU@]IM OBRAZOM. eSLI b1 ≡ 0 NA
J, NO SU]ESTWUET i TAKOE, ˆTO 2 6 i 6 n I bi(t) 6= 0 NA J, TO POLOVIM
T1 = T1,i. w PROTIWNOM SLUˆAE PUSTX T1 TOVDESTWENNOE PREOBRAZOWANIE.
tEPERX DLQ KAVDOGO s TAKOGO, ˆTO 2 6 s 6 n− 1, OPREDELIM PREOBRAZO-
WANIE Ts. eSLI vs,s−1(t) ≡ 0 NA J (MATRICA V (t) POLUˆAETSQ W SOOTWET-
STWII S RAWENSTWAMI (4.9) I (4.10) POSLE PRIMENENIQ PREOBRAZOWANIQ
Qn,s−1(t) I PERED PRIMENENIEM PREOBRAZOWANIQ Qk,s(t) = Qs+1,s(t)), NO
SU]ESTWUET i TAKOE, ˆTO s + 1 6 i 6 n I vi,s−1(t) 6= 0 NA J, TO POLOVIM
Ts = Ts,i. w PROTIWNOM SLUˆAE Ts ESTX TOVDESTWENNOE PREOBRAZOWANIE.
nAKONEC, RASSMOTRIM WMESTO PREOBRAZOWANIQ Q(t), ZADANNOGO RAWEN-
STWOM (4.8), PREOBRAZOWANIE

Q̂(t)
.
= Qn,n−1(t)Tn−1Qn,n−2(t)Qn−1,n−2(t)Tn−2 × · · ·×

×Qn,2(t) · · ·Q32(t)T2Qn(t)Qn−1(t) · · ·Q2(t)T1 (4.11)

t E O R E M A 4.2. eSLI PREOBRAZOWANIE Q̂(t), ZADAWAEMOE RAWENSTWOM
(4.11), OPREDELENO NA INTERWALE J (T. E. OPREDELENY WSE PREOBRAZOWA-
NIQ, WHODQ]IE W (4.11)), TO SISTEMA (1.1) DOKRITIˆESKAQ NA J. eSLI
VE Q̂(t) NE OPREDELENO NI W ODNOJ TOˆKE J, TO SISTEMA (1.1) NE QWLQ-
ETSQ DOKRITIˆESKOJ NI W ODNOJ TOˆKE J.

z A M E ˆ A N I E 4.1. pRI NEKOTORYH DOPOLNITELXNYH PREDPOLOVE-
NIQH W ALGORITME gAUSSA MOVNO IZBAWITXSQ OT PREOBRAZOWANIJ PERWOGO

TIPA SLEDU@]IM OBRAZOM. bUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO FUNKCIQ t → b(t)
NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA NA INTERWALE J, WYPOLNENO NERAWENSTWO

|b(t)| > 0, I SU]ESTWU@T DIFFERENCIRUEMYE FUNKCII ηi : J → Rn TA-
KIE, ˆTO ηi(t)b(t) = 0 DLQ WSEH i = 2, . . . , n, t ∈ J. tOGDA LEGKO WIDETX,
ˆTO PREOBRAZOWANIE x = S(t)y, GDE STROKI MATRICY S(t) OBRAZOWANY
WEKTORAMI η1(t)

.
= b∗(t)/|b(t)|2, η2(t), . . . , ηn(t), PRIWODIT SISTEMU (A, b)

K SISTEME (AS, bS), GDE WEKTOR bS = col(1, 0, . . . , 0). —TO PREDWARITELXNOE
PREOBRAZOWANIE SISTEMY (1.1) UPRO]AET ALGORITM gAUSSA.
z A M E ˆ A N I E 4.2. lEGKO WIDETX, ˆTO PREOBRAZOWANIE x1 = y1β1(t)

PEREWODIT SISTEMU (F, g) WIDA (3.1) W SISTEMU (Fβ, gβ), W KOTOROJ WEKTOR
gβ IMEET WID gβ = col(1, 0, . . . , 0). tAKOE PREOBRAZOWANIE OPREDELENO NA
PROMEVUTKE Q-PRIWODIMOSTI SISTEMY, POSKOLXKU NA “TOM PROMEVUTKE
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β1(t) 6= 0, PO“TOMU “TO PREOBRAZOWANIE MOVNO PRIMENQTX K SISTEME,
POLUˆENNOJ PRI POMO]I ALGORITMA ORTOGONALIZACII ILI ALGORITMA

gAUSSA.
zAMEˆANIE 4.2 POZWOLQET IZBAWITXSQ OT USLOWIQ NA FUNKCI@ β1(t) W

UTWERVDENII 3.2 I SFORMULIROWATX SLEDSTWIE “TOGO UTWERVDENIQ.

s L E D S T W I E 4.2. pUSTX SISTEMA (1.1) Q-PRIWODIMA K SISTEME
(3.1) NA PROMEVUTKE J. eSLI PRI NEKOTOROM c ∈ Sn−1 FUNKCIQ

ξ(t, c) =
n∑

i=1

ciξi(t)

IMEET NA PROMEVUTKE I ⊆ J W TOˆNOSTI n − 1 GEOMETRIˆESKI RAZ-
LIˆNYH NULEJ, TO “TI NULI PROSTYE.
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§ 5. pRIMENENIE PREDLOVENNYH ALGORITMOW

w “TOM PARAGRAFE OPISYWAETSQ PROCEDURA WYˆISLENIQ FUNKCII s(t) NA KOM-
PX@TERE I DEMONSTRIRU@TSQ REZULXTATY “TOJ PROCEDURY DLQ NEKOTORYH KON-
KRETNYH SISTEM.

nA OSNOWE PREDLOVENNYH WY[E ALGORITMOW RAZRABOTAN KOMPLEKS

PROGRAMM, OSU]ESTWLQ@]IH PREOBRAZOWANIE SISTEMY (1.1) K WIDU (3.1)
I WYˆISLQ@]IH FUNKCI@ s(t) NA ZADANNOM PROMEVUTKE. tAM, GDE WY-
POLNQ@TSQ USLOWIQ TEOREMY 3.2, INTERESU@]AQ NAS FUNKCIQ σ(t) SOW-
PADAET S s(t) − t. dALEE OPISYWAETSQ PROCEDURA WYˆISLENIQ FUNKCII
s(t) PRI POMO]I “TOGO PROGRAMMNOGO KOMPLEKSA.

1. zADA@TSQ MATRICA A(t) I WEKTOR b(t) W ANALITIˆESKOM WIDE.
2. pROGRAMMA, REALIZU@]AQ ALGORITM ORTOGONALIZACII ILI ALGO-

RITM gAUSSA, ANALITIˆESKI WYˆISLQET PREOBRAZOWANIE Q(t) I MATRICU
F (t). rEZULXTATY “TIH PROGRAMM IME@T SMYSL NA INTERWALAH Q-PRI-
WODIMOSTI SISTEMY (1.1). pOSLE PRIMENENIQ ALGORITMA gAUSSA ISPOLX-
ZUETSQ PREOBRAZOWANIE, UKAZANNOE W ZAMEˆANII 4.2.

3. oDNOWREMENNO WYˆISLQ@TSQ FUNKCIQ β0(t) = β1(t) · · · βn(t) (QWLQ-
@]AQSQ PROIZWEDENIEM β1(t), . . . , βn(t)) I INTERWALY, NA KOTORYH β0(t)
NE OBRA]AETSQ W NULX. nA “TIH INTERWALAH SISTEMA (A, b) QWLQETSQ
Q-PRIWODIMOJ. wSE DALXNEJ[IE PROCEDURY PROWODQTSQ ˆISLENNO.

4. zADAETSQ PROMEVUTOK J0, NA KOTOROM TREBUETSQ WYˆISLITX ZNAˆE-
NIQ FUNKCII s(t). iSHODQ IZ RASPOLOVENIQ NULEJ FUNKCII β0(t), OPRE-
DELQ@TSQ INTERWALY Q-PRIWODIMOSTI SISTEMY (1.1), RASPOLOVENNYE
WNUTRI PROMEVUTKA J0. dLQ “TOGO PROMEVUTOK J0 POKRYWAETSQ SETKOJ

{ti}, I DLQ KAVDOGO i PROIZWODITSQ POISK BLIVAJ[EGO NULQ FUNKCII
β0(t) SPRAWA OT TOˆKI ti. oBOZNAˆIM SIMWOLOM µ(ti) KOORDINATU “TOGO
NULQ. tOGDA SISTEMA (A, b) Q-PRIWODIMA NA INTERWALE (ti, µ(ti)).

5. dALEE STROITSQ MATRICA kO[I SISTEMY (3.1). w NETRIWIALXNYH

SLUˆAQH MATRICA F (t) IMEET WESXMA GROMOZDKIJ WID, PO“TOMU STOI-
MOSTX WYˆISLENIQ MATRICY kO[I DOSTATOˆNO WYSOKA. ˜TOBY UMENX-
[ITX WYˆISLITELXNYE ZATRATY, ZNAˆENIQ MATRICY F (t) NAHODQTSQ W
TOˆKAH SETKI {ti}. pOSLE “TOGO NA J0 RE[AETSQ URAWNENIE ξ̇ = −ξF̂ (t),
GDE MATRICA F̂ (t) QWLQETSQ APPROKSIMACIEJ MATRICY F (t) KUBIˆESKI-
MI SPLAJNAMI. pOLUˆENNU@ MATRICU kO[I OBOZNAˆIM Y (t, s).

6. dLQ KAVDOJ TOˆKI ti WYˆISLQ@TSQ ZNAˆENIQ MATRICY DY (ti, t) I
EE GLAWNYH DIAGONALXNYH MINOROW wk(t) NA SETKE.

7. dLQ KAVDOGO MINORA wk(t) PROIZWODITSQ POISK PERWOGO NULQ SPRA-
WA OT TOˆKI ti. oBOZNAˆIM TAKIE NULI νk(ti).
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8. zNAˆENIE FUNKCII s(t) W TOˆKE ti SˆITAETSQ RAWNYM

s(ti) = min{µ(ti), ν1(ti), . . . , νn−1(ti)}.

oDNOJ IZ OSNOWNYH PROBLEM, WOZNIKA@]IH PRI WYˆISLENII s(t) UKA-
ZANNYM SPOSOBOM, QWLQETSQ PROBLEMA POISKA BLIVAJ[EGO NULQ FUNK-
CII SPRAWA OT ZADANNOJ TOˆKI. dLQ OTYSKANIQ BLIVAJ[EGO NULQ IS-
POLXZUETSQ POSLEDOWATELXNYJ PEREBOR ZNAˆENIJ ZADANNOJ FUNKCII NA

SETKE. pOSKOLXKU FUNKCIQ wk(t) NE OBQZANA MENQTX ZNAK W TOˆKE, GDE ONA
OBRA]AETSQ W NULX, NEOBHODIMO SLEDITX NE TOLXKO ZA ZNAKOM FUNKCII,
NO I ZA ZNAKOM EE PROIZWODNOJ, KOTORAQ PRIBLIVENNO WYˆISLQETSQ PO
FORMULAM ˆISLENNOGO DIFFERENCIROWANIQ PERWOGO PORQDKA. dLQ POWY-
[ENIQ TOˆNOSTI FUNKCIQ APPROKSIMIRUETSQ KWADRATIˆNYM POLINOMOM

W OKRESTNOSTI NULQ.
wSE NEOBHODIMYE PROGRAMMY, KROME PROGRAMMY POISKA BLIVAJ[E-

GO NULQ, NAPISANY W SISTEME Matlab. s CELX@ UMENX[ENIQ WREMENI

WYˆISLENIJ PROGRAMMA POISKA BLIVAJ[EGO NULQ NAPISANA NA QZYKE C
W WIDE mex-FAJLA.
nIVE PRIWEDENY PRIMERY UPRAWLQEMYH SISTEM I REZULXTATY PRED-

LOVENNYH ALGORITMOW, PRIMENENNYH K “TIM SISTEMAM. wYˆISLENIQ
PROIZWODILISX NA KOMPX@TERE S PROCESSOROM Celeron-300A.

rIS. 5.1. gRAFIK FUNKCII β0(t) DLQ SISTEMY (5.1).
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rIS. 5.2. gRAFIK FUNKCII s(t)− t DLQ SISTEMY (5.1).

pREOBRAZOWANIE SISTEMY

ẋ1 = u sin t, ẋ2 = u sin
√

2t. (5.1)

K (F, g) SISTEME PRI POMO]I ALGORITMA ORTOGONALIZACII ZANQLO 4 SE-
KUNDY. —LEMENTY MATRIC Q(t), F (t) I WEKTORA g(t) IME@T WID:

β1(t) =

√
sin2 t+ sin2

√
2t, q11 =

sin t

β1(t)
, q21 =

sin
√

2t

β1(t)
,

q12 = − sign
(
cos t sin

√
2t−

√
2 sin t cos

√
2t
)
q21(t),

q22 = sign
(
cos t sin

√
2t−

√
2 sin t cos

√
2t
)
q11(t), f11(t) = 0,

r1(t) =

∣∣cos t sin
√

2t−
√

2 sin t cos
√

2t
∣∣

sin2 t+ sin2
√

2t
, r2(t) = 0, β2(t) = r1(t).

gRAFIK FUNKCII β0(t) DLQ SISTEMY (5.1) IZOBRAVEN NA RIS. 5.1.
wYˆISLENIE MATRICY kO[I DLQ SISTEMY, POLUˆIW[EJSQ W REZULX-

TATE PRIWEDENIQ SISTEMY (5.1), ZANQLO 35 SEKUND. zNAˆENIQ FUNKCII
s(t) NA SETKE BYLI POLUˆENY ZA 240 SEKUND. gRAFIK FUNKCII s(t) − t
DLQ SISTEMY (5.1) POKAZAN NA RIS. 5.2. sISTEMA (5.1) QWLQETSQ Q-
PRIWODIMOJ NA INTERWALE (0, t̂1), GDE t̂1 ≈ 7.7. fUNKCIQ σ(t) SOWPADAET S
s(t)− t I QWLQETSQ DIFFERENCIRUEMOJ NA INTERWALE (0, t̂2), GDE t̂2 ≈ 5.2.
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mOVNO ZAMETITX, ˆTO PROIZWODNAQ FUNKCII s(t)− t NIGDE NE STANOWIT-
SQ MENX[E -1, ˆTO SOGLASUETSQ S UTWERVDENIEM 2.1. dLQ SISTEMY (5.1)
IMEEM z(t) = col(sin t, sin

√
2t), SLEDOWATELXNO, z(0) = 0. lEGKO WIDETX,

ˆTO σ(0) = 0, ˆTO MOVET SLUVITX ILL@STRACIEJ UTWERVDENIQ 2.4.
dLQ PRIWEDENIQ SISTEMY (A, b) K SISTEME (F, g) S POMO]X@ ALGORIT-

MA gAUSSA POTREBOWALASX 1 SEKUNDA. pRI “TOM POLUˆILISX SLEDU@]IE

MATRICY Q(t) I F (t) :

Q(t) =

(
sin t 0

sin
√

2t
1

sin t

)
,

F (t) =

(
− ctg t 0

cos t sin
√

2t−
√

2 sin t cos
√

2t ctg t

)
.

—TI MATRICY IME@T BOLEE PROSTOJ WID, ˆEM ANALOGIˆNYE MATRICY,
POLUˆENNYE W REZULXTATE ALGORITMA ORTOGONALIZACII, NO PRI “TOM ME-
TOD gAUSSA PRIWODIT K MENX[IM PROMEVUTKAM Q-PRIWODIMOSTI, ˆEM
ALGORITM ORTOGONALIZACII.

rIS. 5.3. gRAFIK FUNKCII β0(t) DLQ SISTEMY (5.2).
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rIS. 5.4. gRAFIK FUNKCII s(t)− t DLQ SISTEMY (5.2).

sISTEMA

ẋ1 = u sin t, ẋ2 = u sin t2. (5.2)

BYLA PREOBRAZOWANA K SISTEME WIDA (3.1) PRI POMO]I ALGORITMA ORTO-
GONALIZACII ZA 4 SEKUNDY. —LEMENTY MATRIC Q(t), F (t) I WEKTORA g(t)
IME@T WID:

β1(t) =
√

sin2 t+ sin2 t2, q11(t) =
sin t

β1(t)
, q21(t) =

sin t2

β1(t)
,

q12(t) = − sign
(
2t sin t cos t2 − cos t sin t2

)
q21(t),

q22(t) = sign
(
2t sin t cos t2 − cos t sin t2

)
q11(t), f11(t) = 0,

r1(t) =
|2t sin t cos t2 − cos t sin t2|

β1(t)
, r2(t) = 0, β2(t) = r1(t).

gRAFIK FUNKCII β0(t) DLQ SISTEMY (5.2) IZOBRAVEN NA RIS. 5.3.
wYˆISLENIE MATRICY kO[I DLQ SISTEMY, POLUˆIW[EJSQ W REZULX-

TATE PRIWEDENIQ SISTEMY (5.2), ZANQLO 20 SEKUND. zNAˆENIQ FUNKCII
s(t) NA SETKE BYLI POLUˆENY ZA 65 SEKUND. gRAFIK FUNKCII s(t)− t DLQ
SISTEMY (5.2) POKAZAN NA RIS. 5.4.
pRIMENENIE ALGORITMA gAUSSA K SISTEME (5.2) ZANQLO 4 SEKUNDY.
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pRI “TOM POLUˆILISX SLEDU@]IE MATRICY Q(t) I F (t) :

Q(t) =

(
sin t 0

sin t2
1

sin t

)
, F (t) =

(
− ctg t 0

cos t sin t2 − 2t sin t cos t2 ctg t

)
.

gRAFIK SOOTWETSTWU@]EJ FUNKCII β0(t) IZOBRAVEN NA RIS. 5.5. fUNK-
CIQ s(t) DLQ ALGORITMA gAUSSA SOWPADAET S FUNKCIEJ s(t) DLQ ALGORIT-
MA ORTOGONALIZACII (SM. RIS. 5.4).

rIS. 5.5. gRAFIK FUNKCII β0(t) DLQ SISTEMY (5.2), PREOBRAZOWANNOJ PRI POMO]I

ALGORITMA gAUSSA.

sISTEMA

ẋ1 = x1 sin t+ x2 sin
√

2t+ u,

ẋ2 = x1 cos
√

2t+ x3 sin t, ẋ3 = x1 cos t.
(5.3)

BYLA PREOBRAZOWANA K SISTEME WIDA (3.1) PRI POMO]I ALGORITMA ORTO-
GONALIZACII ZA 7 SEKUND. —LEMENTY MATRIC Q(t) I F (t) IME@T WID:

q11(t) = 1, q12(t) = q13(t) = q21(t) = q31(t) = 0,

q22(t) = − cos(
√

2t)√(
cos(
√

2t)
)2

+ (cos(t))2
,
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q32(t) = − cos(t)√(
cos(
√

2t)
)2

+ (cos(t))2
,

q23(t) = sign
(√

2 sin(
√

2t) cos(t)− sin(t) cos(
√

2t)+

+ (cos(t))2 sin(t)
)
q32(t),

q33(t) = − sign
(√

2 sin(
√

2t) cos(t)− sin(t) cos(
√

2t)+

+ (cos(t))2 sin(t)
)
q22(t),

f11(t) = f31(t) = 0, f12(t) =
sin(t+

√
2t)√(

cos(
√

2t)
)2

+ (cos(t))2
,

r1(t) =

(
cos(
√

2t) cos(t) (sin(t))2 − sin(t)
(
cos(
√

2t)
)2

sin(
√

2t)−

−
√

2 sin(
√

2t) (cos(t))2 sin(t) +
√

2 cos(t) cos(
√

2t)
(
sin(
√

2t)
)2
−

− (cos(t))3 (sin(t))2 + (cos(t))2 sin(t) sin(
√

2t) cos(
√

2t)

)/
√(

cos(
√

2t)
)2

+ (cos(t))2
[(√

2 cos(t) sin(
√

2t)− cos(
√

2t) sin(t)
)2

+

+2
√

2 sin(
√

2t) (cos(t))3 sin(t)− 2 cos(
√

2t) (cos(t))2 (sin(t))2 +

+ (cos(t))4 (sin(t))2
]1/2

,

β2(t) =

√(
cos(
√

2t)
)2

+ (cos(t))2, f22(t) =
cos(
√

2t) cos(t) sin(t)(
cos(
√

2t)
)2

+ (cos(t))2
,

r2(t) =

((
cos(
√

2t)
)2

(sin(t))2 +
(
sin(
√

2t)
)2

(cos(t))2−

− cos(
√

2t) (cos(t))2 (sin(t))2 − 2
√

2 sin(
√

2t) cos(t) sin(t) cos(
√

2t)+

+
√

2 sin(t)
(
cos(
√

2t)
)2

sin(
√

2t) cos(t) + 3 (cos(t))2 +

+
(
cos(
√

2t)
)3

(sin(t))2 −
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))4 +

+
√

2 sin(
√

2t) (cos(t))3 sin(t)

)/
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((
cos(
√

2t)
)2

+ (cos(t))2
)[(√

2 cos(t) sin(
√

2t)− cos(
√

2t) sin(t)
)2

+

+2 sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))3 sin(t)− 2 cos(
√

2t) (cos(t))2 (sin(t))2 +

+ (cos(t))4 (sin(t))2
]1/2

,

β3(t) =

[(√
2 cos(t) sin(

√
2t)− cos(

√
2t) sin(t)

)2
+

+2 sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))3 sin(t)− 2 cos(
√

2t) (cos(t))2 (sin(t))2 +

+ (cos(t))4 (sin(t))2
]1/2((

cos(
√

2t)
)2

+ (cos(t))2
)
,

r3(t) =
(
cos(
√

2t) cos(t)
(
2 (cos(t))10 sin(t)− (cos(t))12 sin(t)−

−
(
cos(
√

2t)
)4

sin(t) + 24 cos(
√

2t) (cos(t))4 sin(t)−

−8 (cos(t))5 sin(
√

2t)
√

2 + 11 (cos(t))8 sin(t)− 4 (cos(t))4 sin(t)−

−12 (cos(t))6 sin(t)− 12
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))3 sin(
√

2t)
√

2+

+12 cos(
√

2t) (cos(t))9 sin(
√

2t)
√

2−

−16
(
cos(
√

2t)
)3

(cos(t))3 sin(
√

2t)
√

2+

+4 cos(
√

2t) (cos(t))5 sin(
√

2t)
√

2+

+32
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))5 sin(
√

2t)
√

2+

+4
(
cos(
√

2t)
)3

sin(
√

2t)
√

2 cos(t)−

−20
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))7 sin(
√

2t)
√

2+

+12
(
cos(
√

2t)
)3

(cos(t))5 sin(
√

2t)
√

2+

+8 sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))3 cos(
√

2t)−

−24 cos(
√

2t) (cos(t))7 sin(
√

2t)
√

2− 17
(
cos(
√

2t)
)4

(cos(t))4 sin(t)+

+4
(
cos(
√

2t)
)3

(cos(t))2 sin(t)− 32
(
cos(
√

2t)
)3

(cos(t))4 sin(t)+

+14
(
cos(
√

2t)
)4

(cos(t))2 sin(t) + 4 (cos(t))7 sin(
√

2t)
√

2+
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+8 (cos(t))9 sin(
√

2t)
√

2 + 4 cos(
√

2t) (cos(t))10 sin(t)−

−12
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))2 sin(t)− 20 cos(
√

2t) (cos(t))6 sin(t)−

−8 cos(
√

2t) (cos(t))8 sin(t)− 18
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))8 sin(t)−

−4 (cos(t))11 sin(
√

2t)
√

2 + 24
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))6 sin(t)+

+28
(
cos(
√

2t)
)3

(cos(t))6 sin(t) +14
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))4 sin(t)

))/
(

4 (cos(t))6 + (cos(t))14 − 11 (cos(t))10 + 12 (cos(t))8 +

+17
(
cos(
√

2t)
)6

(cos(t))4 − 28
(
cos(
√

2t)
)5

(cos(t))6−

−14
(
cos(
√

2t)
)6

(cos(t))2 + 8 cos(
√

2t) (cos(t))10 +

+20 cos(
√

2t) (cos(t))8 − 4 cos(
√

2t) (cos(t))12−

−4
(
cos(
√

2t)
)3

(cos(t))10 + 13
(
cos(
√

2t)
)4

(cos(t))2 +

+52
(
cos(
√

2t)
)3

(cos(t))6 − 35
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))8−

−28
(
cos(
√

2t)
)4

(cos(t))4 − 7
(
cos(
√

2t)
)4

(cos(t))6−

−24 (cos(t))6 cos(
√

2t)− 2
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))6 +

+16
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))4 − 28
(
cos(
√

2t)
)3

(cos(t))4−

−4
(
cos(
√

2t)
)5

(cos(t))2 − 20
(
cos(
√

2t)
)3

(cos(t))8 +

+18
(
cos(
√

2t)
)4

(cos(t))8 + 16
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))10 +

+32
(
cos(
√

2t)
)5

(cos(t))4 + 12 sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))7 sin(t)
(
cos(
√

2t)
)3

+

+12 sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))9 sin(t) cos(
√

2t)−

−4
(
cos(
√

2t)
)5

sin(
√

2t)
√

2 cos(t) sin(t)+

+12
(
cos(
√

2t)
)4

sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))3 sin(t)+

+8 sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))7 sin(t)−
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−12 sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))7 sin(t) cos(
√

2t)+

+20
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))5 sin(
√

2t)
√

2 sin(t)−

−12
(
cos(
√

2t)
)3

(cos(t))3 sin(
√

2t)
√

2 sin(t)−

−8 sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))5 sin(t) cos(
√

2t)+

+4 sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))9 sin(t)− 4 sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))11 sin(t)−

−4 sin(
√

2t)
√

2 (cos(t))9 sin(t)
(
cos(
√

2t)
)2
−

−20
(
cos(
√

2t)
)4

(cos(t))5 sin(
√

2t)
√

2 sin(t)−

−16
(
cos(
√

2t)
)2

(cos(t))7 sin(
√

2t)
√

2 sin(t)+

+12
(
cos(
√

2t)
)5

(cos(t))3 sin(
√

2t)
√

2 sin(t)+

+ (cos(t))12
(
cos(
√

2t)
)2
− 2 (cos(t))12 +

(
cos(
√

2t)
)6
)
.

gRAFIK FUNKCII β0(t) DLQ SISTEMY (5.3) IZOBRAVEN NA RIS. 5.7.

rIS. 5.6. gRAFIK FUNKCII s(t)− t DLQ SISTEMY (5.3).

wYˆISLENIE MATRICY kO[I DLQ SISTEMY, POLUˆIW[EJSQ W REZULX-
TATE PRIWEDENIQ SISTEMY (5.3), ZANQLO 200 SEKUND. zNAˆENIQ FUNKCII
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rIS. 5.7. gRAFIK FUNKCII β0(t) DLQ SISTEMY (5.3).

s(t) NA SETKE BYLI POLUˆENY ZA 635 SEKUND. gRAFIK FUNKCII s(t) − t
DLQ SISTEMY (5.3) POKAZAN NA RIS. 5.6.
dLQ PREOBRAZOWANIQ SISTEMY (5.3) S POMO]X@ ALGORITMA gAUSSA PO-

TREBOWALOSX 1 SEKUNDA. w “TOM SLUˆAE POLUˆILISX MATRICY Q(t) I
F (t) :

Q(t) =


1 0 0
0 1 0

0
cos t

cos
√

2t

1

cos
√

2t

 ,

F (t) =


0 sin t+ cos t tg

√
2t tg

√
2t

cos
√

2t
sin t cos t

cos
√

2t

sin t

cos
√

2t

0 −
√

2 cos t tg
√

2t− sin t+
sin t cos2 t

cos
√

2t
−
√

2 tg
√

2t− sin t cos t

cos
√

2t

 .

oˆEWIDNO, ˆTO DLINY PROMEVUTKOW Q-PRIWODIMOSTI W “TOM SLUˆAE

MENX[E DLIN PROMEVUTKOW Q-PRIWODIMOSTI DLQ ALGORITMA ORTOGONA-
LIZACII.
oKAZYWAETSQ, ˆTO ALGORITM gAUSSA TREBUET MENX[E WYˆISLITELX-

NYH RESURSOW I PRIWODIT K MENEE GROMOZDKIM REZULXTATAM PO SRAWNE-
NI@ S ALGORITMOM ORTOGONALIZACII. oDNAKO PROMEVUTKI Q-PRIWODIMOSTI
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W ALGORITME ORTOGONALIZACII POLUˆA@TSQ BOLX[E, ˆEM W ALGORITME

gAUSSA, ˆTO PRIWODIT K BOLEE TOˆNOJ OCENKE (SNIZU) FUNKCII σ(t). pO-
SLEDNEE OB˙QSNQETSQ TEM, ˆTO W ALGORITME gAUSSA PROIZWODITSQ DELENIE
NA KOMPONENTY MATRIC, TOGDA KAK W ALGORITME ORTOGONALIZACII TRE-
BUETSQ DELENIE NA MODULI NEKOTORYH WEKTOROW. iSHODQ IZ WSEGO SKAZAN-
NOGO, MOVNO PREDLOVITX ISPOLXZOWATX ALGORITM ORTOGONALIZACII DLQ

SISTEM MALOJ RAZMERNOSTI PRI KOMPX@TERNYH RASˆETAH, A ALGORITM
gAUSSA DLQ SISTEM BOLX[OJ RAZMERNOSTI I PRI RASˆETAH WRUˆNU@.
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gLAWA 2. sTRUKTURA MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI I

POZICIONNOE UPRAWLENIE

w “TOJ GLAWE WWODQTSQ OSNOWNYE OPREDELENIQ, SWQZANNYE S MNO-
VESTWAMI UPRAWLQEMOSTI, FUNKCIEJ BYSTRODEJSTWIQ I POZICIONNYM

UPRAWLENIEM. wSE RASSUVDENIQ PROWODQTSQ W PREDPOLOVENII DOKRITIˆ-
NOSTI SISTEMY. dOKAZANA SLABAQ INWARIANTNOSTX RAS[IRENNOGO MNO-
VESTWA UPRAWLQEMOSTI. dLQ TEOREMY O STRUKTURE MNOVESTWA UPRA-
WLQEMOSTI PERWOGO PORQDKA POLUˆENO BOLEE PROSTOE DOKAZATELXSTWO.
iSSLEDOWANY USLOWIQ GLADKOSTI GRANICY MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI,
PRI POMO]I KOTORYH ZATEM POLUˆENY DOSTATOˆNYE USLOWIQ TRANSWER-
SALXNOSTI NA LEWOM KONCE TRAEKTORII. dOKAZANA DIFFERENCIRUEMOSTX
FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ PO NAPRAWLENIQM, NE QWLQ@]IMSQ “LEMENTA-
MI KASATELXNYH PROSTRANSTW K SOOTWETSTWU@]IM MNOGOOBRAZIQM.
fAKT DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ W L@BOM NA-

PRAWLENII POZWOLQET USTRANITX PROBEL W DOKAZATELXSTWE TEOREMY O

C-POZICIONNOM UPRAWLENII WOZMU]ENNOJ SISTEMOJ, A TAKVE DOKAZATX
TEOREMU OB F-POZICIONNOM UPRAWLENII WOZMU]ENNOJ SISTEMOJ. —TI
TEOREMY UTWERVDA@T, ˆTO OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ PO-
ZICIONNOE UPRAWLENIE, POSTROENNOE DLQ LINEJNOJ SISTEMY, QWLQETSQ
POZICIONNYM DLQ CELOGO KLASSA NELINEJNYH SISTEM BLIZKIH K ISHOD-
NOJ LINEJNOJ, T. E. PEREWODIT NA OSX t ZA KONEˆNOE WREMQ L@BU@ TOˆKU

IZ NEKOTOROGO MNOVESTWA W RAS[IRENNOM FAZOWOM PROSTRANSTWE NELI-
NEJNOJ SISTEMY.
mNOGIE OPREDELENIQ I TEOREMY “TOJ GLAWY SNABVENY ILL@STRI-

RU@]IMI RISUNKAMI I PRIMERAMI, DLQ KOTORYH PROWEDEN ˆISLENNYJ
RASˆET I POSTROENY GRAFIKI.
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§ 6. mNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI

w “TOM PARAGRAFE WWODQTSQ OSNOWNYE OPREDELENIQ, SWQZANNYE S MNOVESTWAMI
UPRAWLQEMOSTI PERWOGO I WTOROGO PORQDKA, I IZUˆAETSQ STRUKTURA MNOVE-
STWA UPRAWLQEMOSTI PERWOGO PORQDKA W PREDPOLOVENII DOKRITIˆNOSTI SI-
STEMY (1.1). tEOREMA 6.1 QWLQETSQ MODIFIKACIEJ SOOTWETSTWU@]EJ TEOREMY
IZ RABOT [21, 24].

fUNKCIEJ BYSTRODEJSTWIQ W NULX NAZYWAETSQ FUNKCIQ

Θ(t0, x0)
.
= min

u(·)∈U
{θ > 0: x(t0 + θ, t0, x0, u(·)) = 0}.

oPREDELIM RAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI PERWOGO PORQDKA RA-
WENSTWOM

D1
.
=
{
(t0, x0) ∈ R1+n : Θ(t0, x0) 6 σ(t0)

}
.

fUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ NA ZAMKNUTOE MNOVESTWO G ⊂ R1+n OPREDELQET-
SQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

Θ(t0, x0, G)
.
= min

u(·)∈U
{θ > 0: (t0 + θ, x(t0 + θ, t0, x0, u(·))) ∈ G}.

rAS[IRENNYM MNOVESTWOM UPRAWLQEMOSTI WTOROGO PORQDKA BUDEM NAZY-
WATX MNOVESTWO

D2
.
=
{
(t0, x0) ∈ R1+n \D1 : Θ(t0, x0,D1) 6 σ(t0)

}
.

fUNKCII BYSTRODEJSTWIQ W NULX I NA MNOVESTWO POKAZYWA@T, ZA KAKOE
MINIMALXNOE WREMQ MOVNO IZ ZADANNOJ TOˆKI (t0, x0) RAS[IRENNOGO FA-
ZOWOGO PROSTRANSTWA POPASTX NA OSX t ILI NA ZADANNOE MNOVESTWO, SO-
OTWETSTWENNO. rAS[IRENNYE MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI PERWOGO I WTO-
ROGO PORQDKA SOSTOQT IZ WSEH TEH TOˆEK, IZ KOTORYH MOVNO POPASTX NA
OSX t ILI NA RAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI PERWOGO PORQDKA,
SOOTWETSTWENNO, PRI POMO]I UPRAWLENIQ, IME@]EGO NE BOLEE (n−1)-GO
PEREKL@ˆENIQ.

mNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI PERWOGO D1(t0) I WTOROGO PORQDKA D2(t0)
OPREDELQ@TSQ KAK SEˆENIQ SOOTWETSTWU@]IH RAS[IRENNYH MNOVESTW

UPRAWLQEMOSTI, T. E.

Dν(t0)
.
= {x0 ∈ Rn : (t0, x0) ∈ Dν}, ν = 1, 2.

dLQ UPRO]ENIQ OBOZNAˆENIJ BUDEM PISATX D
.
= D1, D(t0)

.
= D1(t0).

kROME TOGO, NAM PONADOBITSQ MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI ZA WREMQ ϑ

D(t0, ϑ) = {x0 ∈ Rn : Θ(t0, x0) 6 ϑ}.
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oˆEWIDNO, D(t0, σ(t0)) = D(t0).
mNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI DLQ n = 2 SHEMATIˆNO IZOBRAVENY NA

RIS. 6.1. fRAGMENT RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI PERWOGO

PORQDKA D DLQ SISTEMY (5.1) POKAZAN NA RIS. 6.2.

rIS. 6.1. mNOVESTWA UPRAWLQEMO-
STI DLQ n = 2.

rIS. 6.2. fRAGMENT MNOVESTWA D DLQ SISTE-
MY (5.1).

nAPOMNIM, ˆTO MNOVESTWO G ⊂ R1+n NAZYWAETSQ SLABO INWARIANT-
NYM, ESLI DLQ L@BOJ TOˆKI (t0, x0) ∈ G NAJDETSQ TAKOE DOPUSTIMOE

UPRAWLENIE u(·), ˆTO TRAEKTORIQ (t, x(t, t0, x0, u(·))) NE POKIDAET MNOVE-
STWO G DLQ WSEH t > t0.

u T W E R V D E N I E 6.1. (SM. [32]). mNOVESTWA D1 I D1
⋃

D2 SLABO

INWARIANTNY.

d O K A Z A T E L X S T W O. pROWEDEM SNAˆALA DOKAZATELXSTWO SLA-
BOJ INWARIANTNOSTI MNOVESTWA D1. pUSTX TOˆKA (t0, x0) PRINADLEVIT
MNOVESTWU D1. pO OPREDELENI@ MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI x0 ∈ D1(t0),
T. E. SU]ESTWU@T MOMENT WREMENI t1 ∈ [t0, s(t0)] I DOPUSTIMOE UPRAW-
LENIE u(·) TAKIE, ˆTO x(t, t0, x0, u(·)) = 0 DLQ L@BOGO t > t1. wYBEREM

PROIZWOLXNOE t2 > t0, I PUSTX x2 = x(t2, t0, x0, u(·)).
eSLI t2 > t1, TO x2 = 0, OTKUDA SLEDUET, ˆTO (t2, x2) ∈ D1 PO OPREDE-

LENI@ MNOVESTWA D1.

tEPERX PREDPOLOVIM, ˆTO t2 < t1. tOGDA DLQ L@BOGO t > t1 BUDEM

IMETX x(t, t2, x2, u(·)) = x(t, t0, x0, u(·)) = 0. iZ UTWERVDENIQ 2.1 SLEDU-
ET, ˆTO t1 6 s(t0) 6 s(t2), T. E. TOˆKA (t2, x2) ESTX “LEMENT MNOVESTWA
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D1. tAKIM OBRAZOM, DLQ L@BOGO t2 > t0 IMEEM (t2, x(t2, t0, x0, u(·))) ∈ D1,

ˆTO DOKAZYWAET SLABU@ INWARIANTNOSTX MNOVESTWA D1.

aNALOGIˆNO DOKAVEM SLABU@ INWARIANTNOSTX MNOVESTWA D1
⋃

D2.

dEJSTWITELXNO, PUSTX (t0, x0) ∈ D2. tOGDA x0 ∈ D2(t0), T. E. SU]ESTWU-
@T MINIMALXNYJ MOMENT WREMENI t1 ∈ (t0, s(t0)] I DOPUSTIMOE UPRAW-
LENIE u(·) TAKIE, ˆTO x(t, t0, x0, u(·)) PRINADLEVIT D1(s(t0)) DLQ L@BOGO
t > t1. wYBEREM PROIZWOLXNOE t2 ∈ (t0, t1), I PUSTX x2 = x(t2, t0, x0, u(·)).
tOGDA DLQ L@BOGO t > t1 IMEEM

x(t, t2, x2, u(·)) = x(t, t0, x0, u(·)) ∈ D1(s(t0)).

iZ UTWERVDENIQ 2.1 SLEDUET, ˆTO t1 6 s(t0) 6 s(t2), T. E. TOˆKA (t2, x2)
ESTX “LEMENT MNOVESTWA D1

⋃
D2. uTWERVDENIE 6.1 DOKAZANO.

dALEE W “TOM PARAGRAFE BUDUT IZUˆATXSQ TOLXKO MNOVESTWA UPRA-
WLQEMOSTI PERWOGO PORQDKA.
dLQ KAVDOGO k = 0, . . . , n I L@BOGO t ∈ R OPREDELIM MNOGOOBRAZIE

Mk(t), WLOVENNOE W PROSTRANSTWO Rk :

M 0(t)
.
= {0}, Mk(t)

.
= {τ = (τn−k+1, . . . , τn−1, τn) :

0 < τn−k+1 < · · · < τn−1 < τn < σ(t)},

M1+k = {(t, x) : x ∈Mk(t)}.
wSQKOJ TOˆKE p = (t, τ), GDE τ = (τn−k+1, . . . , τn−1, τn) POSTAWIM W SOOT-
WETSTWIE TOˆKU q = (t, x), GDE x = 0 PRI k = 0, A PRI k ∈ {1, . . . , n}

TOˆKA x(p) =
+
F0

k(p) OPREDELENA RAWENSTWOM

+
F0

k(p) =
+
F0

k(t, τ)
.
= −

n−1∑
i=n−k

(−1)i−n+k

∫ t+τi+1

t+τi

X(t, s)b(s) ds, (6.1)

GDE τn−k = 0. tAKIM OBRAZOM, DLQ KAVDOGO k ZADANA FUNKCIQ q =
+
F k(p).

pUSTX, TEPERX,
+
N 1+k .

=
+
F k
(
M1+k

)
, GDE 1 6 k 6 n. pRI k = 0 PUSTX

+
N 1 =

−
N 1 .

= {(t, 0) : t ∈ R}. aNALOGIˆNO OPREDELIM FUNKCII
−
F k I

MNOVESTWA
−
N 1+k. kROME TOGO, DLQ WSEH k ∈ {1, . . . , n} OPREDELIM MNO-

GOOBRAZIQ N 1+k =
+
N 1+k

⋃ −
N 1+k.

w SILU PRINCIPA MAKSIMUMA (1.5) I USLOWIQ DOKRITIˆNOSTI SISTE-
MY (1.1), OPTIMALXNOE UPRAWLENIE, PEREWODQ]EE TOˆKU (t, x) ∈ D W TOˆ-
KU (t + Θ(t, x), 0), PRINIMAET ZNAˆENIQ ±1 I IMEET NE BOLEE (n − 1)-GO
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PEREKL@ˆENIQ (MOMENTY PEREKL@ˆENIQ OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ SOW-
PADA@T S UZLAMI FUNKCII ξ(t) = ψ(t)b(t), GDE ψ(t) — NETRIWIALXNOE

RE[ENIE SOPRQVENNOJ SISTEMY (1.4)). tAKIM OBRAZOM, DLQ L@BOJ TOˆ-
KI (t, x) ∈ D NAJDETSQ CELOE k, 1 6 k 6 n I WEKTOR τ ∈ M1+k TAKIE,
ˆTO SOOTWETSTWU@]EE OPTIMALXNOE UPRAWLENIE IMEET PEREKL@ˆENIQ W

TOˆKAH t + τi, i = n − k + 1, . . . , n − 1 I PEREWODIT TOˆKU (t, x) W TOˆKU
(t + Θ(t, x), 0) ZA WREMQ τn. mNOVESTWUM2 SOOTWETSTWU@T UPRAWLENIQ

BEZ PEREKL@ˆENIJ.
rASSMOTRIM UPRAWLENIE u(·, p) : [t, t+τn]→ {−1, 1}, NAˆINA@]EESQ c

+1 I IME@]EE PEREKL@ˆENIQ W MOMENTY t+τi, GDE i = n−k+1, . . . , n−1
(BUDEM SˆITATX u(t + τi, p) = 1). rAWENSTWO (6.1) MOVNO PEREPISATX W
WIDE

x(p) = −
∫ t+τn

t

X(t, s)b(s)u(s, p) ds. (6.2)

iZ RAWENSTWA (6.2) I FORMULY kO[I (1.2) SLEDUET

x(t+ τn, t, x(p), u(·, p)) = −X(t+ τn, t)

∫ t+τn

t

X(t, s)b(s)u(s, p) ds+

+

∫ t+τn

t

X(t+ τn, s)b(s)u(s, p) ds = 0,

T. E. UPRAWLENIE u(·, p) PEREWODIT TOˆKU x(p) W NULX ZA WREMQ τn < σ(t),

PO“TOMU
+
N 1+k ⊂ D.

dALEE OPREDELIM SLEDU@]IE MNOVESTWA (SM. RIS. 6.3 I RIS. 6.4).

sEˆENIQ MNOVESTW
+
N 1+k I

−
N 1+k PRI FIKSIROWANNOM t :

+
N

k(t)
.
=

{
x ∈ Rn : (t, x) ∈

+
N 1+k

}
, 0 6 k 6 n,

−
N

k(t)
.
=

{
x ∈ Rn : (t, x) ∈

−
N 1+k

}
, 0 6 k 6 n.

sEˆENIQ MNOVESTW
+
N k+1(t) I

−
N k+1(t) PRI FIKSIROWANNOM WREMENI BY-

STRODEJSTWIQ:

+
N

k(t, ϑ)
.
=

{
x ∈

+
N

k+1(t) : Θ(t, x) = ϑ

}
, 0 6 k 6 n− 1,

−
N

k(t, ϑ)
.
=

{
x ∈

−
N

k+1(t) : Θ(t, x) = ϑ

}
, 0 6 k 6 n− 1.

(6.3)
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rIS. 6.3. sTRUKTURA RAS[IRENNOGO

MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI DLQ n = 2.
rIS. 6.4. sTRUKTURA MNOVESTWA

UPRAWLQEMOSTI DLQ n = 2.

lEGKO WIDETX, ˆTO MNOVESTWA
+
N k(t, ϑ) I

+
N k(t, ϑ) QWLQ@TSQ POD-

MNOVESTWAMI MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI D(t, ϑ) I SOSTOQT IZ WSEH TO-
ˆEK FAZOWOGO PROSTRANSTWA Rn, KOTORYE MOVNO PEREWESTI W NULX ZA

WREMQ ϑ PRI POMO]I OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ UPRAW-
LENIQ, IME@]EGO ROWNO k PEREKL@ˆENIJ I NAˆINA@]EGOSQ S +1 ILI

−1, SOOTWETSTWENNO. mNOVESTWA
+
N k(t0, ϑ) I

−
N k(t0, ϑ) BYLI OPREDELE-

NY PRI USLOWII ϑ < σ(t). pRI ϑ = σ(t) OPREDELIM IH KAK MNOVE-
STWA TOˆEK FAZOWOGO PROSTRANSTWA Rn, KOTORYE PEREWODQTSQ W NULX

ZA WREMQ σ(t0) PRI POMO]I OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ

UPRAWLENIQ, IME@]EGO ROWNO k PEREKL@ˆENIJ I NAˆINA@]EGOSQ S +1
ILI −1, SOOTWETSTWENNO. kROME TOGO, NAM POTREBU@TSQ MNOVESTWA

Nk(t0, ϑ)
.
=

+
N k(t0, ϑ)

⋃ −
N k(t0, ϑ).

w RABOTAH [21, 24] MNOVESTWA
+
N k(t0, ϑ) I

−
N k(t0, ϑ) OBOZNAˆALISX PRI

POMO]I SIMWOLOW Nk
+(t0, ϑ) I Nk

−(t0, ϑ), SOOTWETSTWENNO. nIVE SFORMU-
LIROWANA I DOKAZANA TEOREMA O STRUKTURE MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI

D(t0, ϑ), ANALOGIˆNAQ TEOREME IZ “TIH RABOT. pRIWEDENNOE ZDESX DOKA-
ZATELXSTWO BOLEE PROSTOE, ˆEM W UKAZANNYH RABOTAH.
nAPOMNIM, ˆTO MNOVESTWO G ⊂ Rn NAZYWAETSQ TELOM, ESLI EGO WNU-

TRENNOSTX NEPUSTA, I STROGO WYPUKLYM, ESLI DLQ L@BYH x1, x2 ∈ G I

DLQ L@BOGO λ ∈ (0, 1) TOˆKA λx1 + (1− λ)x2 ∈ intG.
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t E O R E M A 6.1. pUSTX SISTEMA (1.1) DOKRITIˆESKAQ, PRIˆEM FUNK-
CII A(·) I b(·) PRINADLEVAT KLASSU Cr, GDE r > 0. tOGDA PRI L@BOM
ϑ 6 σ(t0) MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D(t0, ϑ) ESTX STROGO WYPUKLOE
TELO W Rn. eGO GRANICA QWLQETSQ OB˙EDINENIEM NEPERESEKA@]IHSQ

GLADKIH (GLADKOSTI r+1) MNOGOOBRAZIJ
+
N k(t0, ϑ) I

−
N k(t0, ϑ) RAZMERNO-

STI k, GDE k = 0, . . . , n−1. oB˙EDINENIE

(
k−1⋃
i=0

+
N i(t0, ϑ)

)⋃(k−1⋃
i=0

−
N i(t0, ϑ)

)
ESTX OB]IJ KRAJ MNOGOOBRAZIJ cl

+
N k(t0, ϑ) I cl

−
N k(t0, ϑ). kROME TOGO,

WSQKOJ TOˆKE x0 IZ MNOVESTWA
+
N k(t0, ϑ)

⋃ −
N k(t0, ϑ) OTWEˆAET EDIN-

STWENNOE OPTIMALXNOE UPRAWLENIE, PEREWODQ]EE x0 W NULX I IME@]EE

ROWNO k PEREKL@ˆENIJ NA INTERWALE (t0, t0 + ϑ).

d O K A Z A T E L X S T W O. mY PROWEDEM WSE RASSUVDENIQ LI[X DLQ

MNOVESTW
+
N k(t0, ϑ). w SILU SIMMETRII, WSE POLUˆENNYE REZULXTATY

BUDUT SPRAWEDLIWY I DLQ MNOVESTW
−
N k(t0, ϑ).

sNAˆALA BUDEM DOKAZYWATX WKL@ˆENIE
+
N k(t0, ϑ) ⊂ ∂D(t0, ϑ). iZWEST-

NO, ˆTO
+
N k(t0, ϑ) ⊂ D(t0, ϑ). pREDPOLOVIM, ˆTO SU]ESTWUET TOˆKA x0 ∈

+
N k(t0, ϑ), NE PRINADLEVA]AQ ∂D(t0, ϑ). tOGDA x0 ∈ intD(t0, ϑ), I DLQ
WREMENI BYSTRODEJSTWIQ Θ(t0, x0) WYPOLNENO NERAWENSTWO Θ(t0, x0) < ϑ.

sOOTWETSTWU@]EE OPTIMALXNOE UPRAWLENIE OBOZNAˆIM u0(t). s DRUGOJ

STORONY, IZ OPREDELENIQ MNOVESTWA
+
N k(t0, ϑ) SLEDUET, ˆTO SU]ESTWU-

ET UPRAWLENIE u(t, p), KOTOROE PEREWODIT TOˆKU x0 W NULX ZA WREMQ

ϑ (ZDESX p = (t0, τ)). dOOPREDELIM u0(t) NA (t0 + Θ(t0, x0), t0 + ϑ] TO-
VDESTWENNYM NULEM, I PUSTX v(t)

.
= u(t, p) − u0(t). rASSMOTRIM FUNK-

CI@ w(t)
.
= v(t)u(t, p). fUNKCIQ u(t, p) PRINIMAET ZNAˆENIQ ±1. eSLI

u(t, p) = 1, TO

w(t) = u2(t, p)− u0(t)u(t, p) = 1− u0(t) > 0,

POSKOLXKU |u0(t)| 6 1. eSLI VE u(t, p) = −1, TO w(t) = 1 + u0(t) > 0. tA-
KIM OBRAZOM, FUNKCIQ w(t) NEOTRICATELXNA, T. E. ZNAKI FUNKCIJ v(t) I
u(t, p) SOWPADA@T. lEGKO WIDETX, ˆTO FUNKCIQ y(t) = x(t, t0, x0, u(t, p))−
x(t, t0, x0, u0(t)) QWLQETSQ RE[ENIEM ZADAˆI

ẏ = A(t)y + b(t)v(t), y(t0) = y(t0 + ϑ) = 0.

pO FORMULE kO[I (1.2) IMEEM∫ t0+ϑ

t0

X(t0, s)b(s)v(s) ds = 0. (6.4)
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uPRAWLENIE u(t, p) IMEET PEREKL@ˆENIQ W MOMENTY WREMENI t + τi, GDE

i = n−k+1, . . . , n−1. w SILU SLEDSTWIQ 2.2, SU]ESTWUET WEKTOR ψ ∈ Sn−1

TAKOJ, ˆTO FUNKCIQ ξ(t) = ψX(t0, t)b(t) IMEET UZLY W TOˆKAH t + τi,

PRIˆEM ξ(t)u(t, p) > 0, T. E. ξ(t)v(t) > 0. uMNOVAQ RAWENSTWO (6.4) NA ψ,
POLUˆIM ∫ t0+ϑ

t0

ξ(s)v(s) ds = 0, (6.5)

PRIˆEM PODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE NEOTRICATELXNO. pO“TOMU v(t)
ESTX NULX, T. E. UPRAWLENIQ u(t, p) I u0(t) SOWPADA@T, ˆTO PROTIWOREˆIT

NA[EMU PREDPOLOVENI@. pO“TOMU
+
N k(t0, ϑ) ⊂ ∂D(t0, ϑ).

dOKAZATELXSTWO EDINSTWENNOSTI UPRAWLENIQ u(t, p), PEREWODQ]EGO

TOˆKU x0 ∈
+
N k(t0, ϑ) W NULX, PROWODITSQ ANALOGIˆNO. eSLI PREDPOLO-

VITX, ˆTO SU]ESTWUET DRUGOE UPRAWLENIE u1(t), KOTOROE PEREWODIT x0

W NULX, TO, RASSMOTREW FUNKCI@ v1(t)
.
= u(t, p)− u1(t), PRIDEM K RAWEN-

STWU WIDA (6.5) I POLUˆIM u(t, p) ≡ u1(t). mY DOKAZALI, ˆTO MNOVESTWA
+
N k(t0, ϑ) I

−
N k(t0, ϑ) POPARNO NE PERESEKA@TSQ, A UPRAWLENIE u(t, p) OP-

TIMALXNO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ. dALEE BUDEM SˆITATX, ˆTO WSQKOE
OPTIMALXNOE UPRAWLENIE PRINIMAET ZNAˆENIE +1 W MOMENTY PEREKL@-
ˆENIQ. —TO OBESPEˆIWAET EDINSTWENNOSTX OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ.

tEPERX DOKAVEM, ˆTO MNOVESTWA
+
N k(t0, ϑ) QWLQ@TSQ MNOGOOBRAZIQ-

MI RAZMERNOSTI k I GLADKOSTI r+ 1. dIFFERENCIRUQ FUNKCII
+
F0

k(t, τ)
PO KOMPONENTAM WEKTORA τ, POLUˆIM

∂
+
F0

k(t, τ)

∂τi
= 2(−1)i−n+khi, i = n− k + 1, . . . , n− 1, (6.6)

GDE hi = X(t0, t0+τi)b(t0+τi). dOKAVEM, ˆTO WEKTORY hi, i = 1, . . . , n−1,
LINEJNO NEZAWISIMY. pREDPOLOVIM PROTIWNOE, T. E. PUSTX SU]ESTWU@T
ˆISLA c1, . . . , cn−1, NE RAWNYE NUL@ ODNOWREMENNO TAKIE, ˆTO

c1h1 + · · ·+ cn−1hn−1 = 0.

pO“TOMU DLQ WSQKOGO ψ ∈ Rn IMEET MESTO RAWENSTWO

c1ξ(τ1) + · · ·+ cn−1ξ(τn−1) = 0, (6.7)

GDE ξ(t) = ψX(t0, t)b(t). pUSTX cj 6= 0. pO UTWERVDENI@ 2.2 NAJDETSQ TA-
KOJ WEKTOR ψ 6= 0, ˆTO FUNKCIQ ξ(t) IMEET NULI W TOˆKAH t+τi PRI i 6= j,
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NO ξ(t + τj) 6= 0. iZ RAWENSTWA (6.7) SLEDUET, ˆTO cjξ(t0 + τj) = 0. pO-
LUˆENNOE PROTIWOREˆIE DOKAZYWAET LINEJNU@ NEZAWISIMOSTX WEKTOROW

h1, . . . , hn.

iZ LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI WEKTOROW hi SLEDUET LINEJNAQ NEZAWISI-
MOSTX PROIZWODNYH (6.6), PO“TOMU MATRICA∂ +

F0
k(t, τ)

∂τn−k+1
, . . . ,

∂
+
F0

k(t, τ)

∂τn−1


IMEET RANG k − 1 (RAZMERNOSTX “TOJ MATRICY, OˆEWIDNO, RAWNA n ×

(k − 1)). w SILU TEOREMY OB OBRATNOJ FUNKCII, OTOBRAVENIE
+
F0

k+1 :

M1+k(ϑ) →
+
N k(t, ϑ) BIEKTIWNO. tAKIM OBRAZOM, MNOVESTWO

+
N k(t, ϑ)

PREDSTAWLQET SOBOJ DIFFERENCIRUEMOE MNOGOOBRAZIE RAZMERNOSTI k.

lEGKO WIDETX, ˆTO WEKTORY hi KAK FUNKCII WEKTORA τ PRINADLEVAT

KLASSU Cr. pO“TOMU MNOGOOBRAZIE
+
N k(t, ϑ) IMEET GLADKOSTX r + 1.

nEPOSREDSTWENNO IZ TOGO, ˆTO, KAK LEGKO WIDETX, OB˙EDINENIE
k−1⋃
i=0
M1+i

QWLQETSQ KRAEM MNOGOOBRAZIQ clM1+k, POLUˆAETSQ UTWERVDENIE O TOM,

ˆTO OB˙EDINENIE

(
k−1⋃
i=0

+
N i(t0, ϑ)

)⋃(k−1⋃
i=0

−
N i(t0, ϑ)

)
ESTX OB]IJ KRAJ

MNOGOOBRAZIJ cl
+
N k(t0, ϑ) I cl

−
N k(t0, ϑ).

oˆEWIDNO, ˆTO ESLI 0 < θ < ϑ, TO D(t0, θ) ⊂ intD(t0, ϑ), T. E. MNOVE-
STWO D(t0, ϑ) QWLQETSQ TELOM. oSTALOSX DOKAZATX EGO STROGU@ WYPUK-
LOSTX. pUSTX x0, x1 ∈ ∂D(t0, ϑ). pREDPOLOVIM, ˆTO SU]ESTWUET TAKOE
λ ∈ (0, 1), ˆTO xλ = λx0 + (1− λ)x1 ∈ ∂D(t0, ϑ). pO FORMULE kO[I (1.2)

X(t0 + ϑ, t0)x0 +

∫ t0+ϑ

t0

X(t0 + ϑ, s)b(s)u0(s) ds = 0,

X(t0 + ϑ, t0)x1 +

∫ t0+ϑ

t0

X(t0 + ϑ, s)b(s)u1(s) ds = 0,

(6.8)

GDE u0(t) I u1(t) — OPTIMALXNYE UPRAWLENIQ DLQ TOˆEK x0 I x1, SO-
OTWETSTWENNO. uMNOVAQ RAWENSTWA (6.8) NA λ I (1 − λ) I SKLADYWAQ,
POLUˆIM

X(t0 + ϑ, t0)xλ +

∫ t0+ϑ

t0

X(t0 + ϑ, s)b(s)uλ(s) ds = 0,
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GDE uλ(t) = λu0(t) + (1 − λ)u1(t). pOSKOLXKU UPRAWLENIE uλ(t) PEREWO-
DIT TOˆKU xλ ∈ ∂D(t0, ϑ) W NULX ZA WREMQ ϑ, TO UPRAWLENIE uλ(t) QW-
LQETSQ OPTIMALXNYM I UDOWLETWORQET PRINCIPU MAKSIMUMA. pO“TOMU
|uλ(t)| = 1. uPRAWLENIQ u0(t) I u1(t) NE SOWPADA@T, T. E. NAJDETSQ TOˆKA
t1, W KOTOROJ u0(t1) 6= u1(t1). sLEDOWATELXNO, uλ(t1) ∈ (−1, 1), ˆTO PRIWO-
DIT K PROTIWOREˆI@. tAKIM OBRAZOM, STROGAQ WYPUKLOSTX MNOVESTWA
UPRAWLQEMOSTI DOKAZANA, I DOKAZATELXSTWO TEOREMY 6.1 ZAWER[ENO.

rIS. 6.5. mNOVESTWO D(0, π) DLQ SISTE-
MY (6.9).

rIS. 6.6. mNOGOOBRAZIE
+

N 2(0, π) DLQ SI-
STEMY (6.9).

nA RIS. 6.5 I RIS. 6.6 IZOBRAVENY MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D(0, π)

I MNOGOOBRAZIE
+
N 2(0, π) DLQ SISTEMY

ẋ1 = −x2, ẋ2 = x1 − x3, ẋ3 = u. (6.9)

nA RIS. 6.7 I RIS. 6.8 POKAZANY MNOGOOBRAZIQ
+
N 2(0) I

−
N 2(0) DLQ

SISTEMY (6.9).

t E O R E M A 6.2. pUSTX SISTEMA (1.1) DOKRITIˆESKAQ, PRIˆEM FUNK-
CII A(·) I b(·) PRINADLEVAT KLASSU Cr, GDE r > 0. tOGDA EE RAS[I-
RENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI MOVNO PREDSTAWITX W SLEDU@]EM

WIDE: D = cl

(
+
N 1+n

⋃ −
N 1+n

)
, GDE

+
N

1+k =
+
N 1+k

⋃ −
N k

⋃ +
N k−1

⋃
· · ·
⋃
N 1,

−
N

1+k =
−
N 1+k

⋃ +
N k

⋃ −
N k−1

⋃
· · ·
⋃
N 1, k = 1, . . . , n.
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rIS. 6.7. mNOGOOBRAZIE
+

N 2(0) DLQ SI-
STEMY (6.9).

rIS. 6.8. mNOGOOBRAZIE
−
N 2(0) DLQ SI-

STEMY (6.9).

mNOGOOBRAZIQ
+
N 1+k I

−
N 1+k IME@T GLADKOSTX r + 1. mNOVESTWA

+
N 1+k,

−
N 1+k SLABO INWARIATNY, I DLQ KAVDOGO k = 0, . . . , n MNOVESTWO

+
N k
⋃ −

N k QWLQETSQ OB]IM KRAEM MNOGOOBRAZIJ cl
+
N 1+k I cl

−
N 1+k.

nA RIS. 6.9 I 6.10 IZOBRAVENY FRAGMENTY MNOVESTW
+
N 2 I

−
N 2 DLQ

SISTEMY (5.1).

rIS. 6.9. fRAGMENT MNOVESTWA
+

N 2 DLQ

SISTEMY (5.1).
rIS. 6.10. fRAGMENT MNOVESTWA

−
N 2 DLQ

SISTEMY (5.1).
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§ 7. uGOL MEVDU MNOGOOBRAZIQMI, SOSTAWLQ@]IMI

GRANICU MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI

w “TOM PARAGRAFE IZUˆAETSQ WOPROS OB UGLE MEVDU MNOGOOBRAZIQMI
+

N k(t, ϑ)

I
−
N k(t, ϑ). w ˆASTNOSTI DOKAZANO, ˆTO GRANICA MNOVESTWA D(t0, ϑ) NE MOVET

BYTX GLADKOJ PRI ϑ < σ(t0), I NAJDENY USLOWIQ GLADKOSTI GRANICY MNOVE-
STWA D(t0, σ(t0)). rEZULXTATY “TOGO PARAGRAFA OPUBLIKOWANY W [32].

pOD UGLOM MEVDU MNOGOOBRAZIQMI
+
N k(t, ϑ) I

−
N k(t, ϑ) W ZADANNOJ

TOˆKE x̂ ∈ cl
+
N k(t, ϑ)

⋂
cl
−
N k(t, ϑ) BUDEM PONIMATX UGOL MEVDU PREDELX-

NYMI POLOVENIQMI KASATELXNYH PROSTRANSTW Tx

+
N k(t, ϑ), Tx

−
N k(t, ϑ)

K MNOGOOBRAZIQM
+
N k(t, ϑ) I

−
N k(t, ϑ) PRI PRIBLIVENII TOˆKI x K x̂ PO

MNOGOOBRAZI@
+
N k(t, ϑ) I MNOGOOBRAZI@

−
N k(t, ϑ), SOOTWETSTWENNO.

zAFIKSIRUEM PROIZWOLXNU@ TOˆKU x̂ ∈
+
N k−1(t, ϑ). —TOJ TOˆKE SO-

OTWETSTWUET WEKTOR τ̂ ∈ Mk(t) I x̂ =
−
F0

k(t, τ̂). w SILU TEOREMY 6.1,

x̂ ∈ cl
+
N k(t, ϑ)

⋂
cl
−
N k(t, ϑ). pO“TOMU SU]ESTWU@T DWE POSLEDOWATELX-

NOSTI {x+} ⊂
+
N k(t, ϑ) I {x−} ⊂

−
N k(t, ϑ), SHODQ]IESQ K x̂. sOOTWET-

STWU@]IE IM POSLEDOWATELXNOSTI IZ Mk+1(t) OBOZNAˆIM {τ+} I {τ−}.
dOKAVEM, ˆTO W KAˆESTWE “LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI {τ+} MOVNO

WYBRATX WEKTORY WIDA τ+ = (τ+
n−k, τ̂n−k+1, . . . , τ̂n−1, τ̂n), GDE τ

+
n−k → 0,

τ̂n = ϑ. dEJSTWITELXNO, RAWENSTWO (6.1) MOVNO PEREPISATX W WIDE

+
F0

k+1(t, τ+) = −
∫ t+τ+

n−k

t

X(t, s)b(s) ds+

∫ t+τ̂n−k+1

t+τ̂n−k

X(t, s)b(s) ds−

−
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k+1
∫ t+τ̂i+1

t+τ̂i

X(t, s)b(s) ds. (7.1)

pEREHODQ W WYRAVENII (7.1) K PREDELU, POLUˆIM

lim
τ+
n−k→0

+
F0

k+1(t, τ+) =

∫ t+τ̂n−k+1

t

X(t, s)b(s) ds−

−
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k+1
∫ t+τ̂i+1

t+τ̂i

X(t, s)b(s) ds =
−
F0

k(t, τ̂),

SLEDOWATELXNO

x̂ = lim
τ+
n−k→0

+
F0

k+1(t, τ+). (7.2)
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w KAˆESTWE “LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI {τ−} WYBEREM WEKTORY WIDA

τ− = (τ̂n−k+1, τ̂n−k+2, . . . , τ̂n−1, τ
−
n−1, τ̂n), GDE τ

−
n−1 → ϑ, τ̂n = ϑ. sPRAWED-

LIWO RAWENSTWO

−
F0

k+1(t, τ−) =

∫ t+τ̂n−k+1

t

X(t, s)b(s) ds+

+
n−2∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k

∫ t+τ̂i+1

t+τ̂i

X(t, s)b(s) ds+

+ (−1)k−1
∫ t+τ−n−1

t+τ̂n−1

X(t, s)b(s) ds+ (−1)k

∫ t+τ̂n

t+τ−n−1

X(t, s)b(s) ds.

pRI PREDELXNOM PEREHODE ONO DAET

lim
τ−n−1→ϑ

−
F0

k+1(t, τ−) =

∫ t+τ̂n−k+1

t

X(t, s)b(s) ds+

+
n−2∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k

∫ t+τ̂i+1

t+τ̂i

X(t, s)b(s) ds+

+ (−1)k−1
∫ t+τ̂n

t+τ̂n−1

X(t, s)b(s) ds =
−
F0

k(t, τ̂),

T. E.

x̂ = lim
τ−n−1→ϑ

−
F0

k+1(t, τ−). (7.3)

iZ (7.2) I (7.3) POLUˆIM

lim
τ+
n−k→0

+
F0

k+1(t, τ+) = lim
τ−n−1→ϑ

−
F0

k+1(t, τ−) =
−
F0

k(t, τ) = x̂. (7.4)

nAJDEM TEPERX PREDELXNYE POLOVENIQ SOOTWETSTWU@]IH KASATELX-
NYH PROSTRANSTW. dLQ “TOGO DOSTATOˆNO WYˆISLITX PREDELY PROIZWOD-

NYH FUNKCIJ
+
F0

k+1(t, τ+) I
−
F0

k+1(t, τ−). dLQ L@BOGO k ∈ {1, . . . , n − 1}
IME@T MESTO RAWENSTWA

∂
+
F0

k+1(t, τ)

∂τ
= (hn−k(t, τ), . . . , hn(t, τ)),

∂
−
F0

k+1(t, τ)

∂τ
= (−hn−k(t, τ), . . . ,−hn(t, τ)),

(7.5)

GDE τ = (τn−k, . . . , τn), A WEKTORY hi(t, τ) OPREDELENY RAWENSTWAMI

hi(t, τ) = 2(−1)i−n+k+1X(t, t+ τi)b(t+ τi), i = n− k, . . . , n− 1,
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hn(t, τ) = (−1)k+1X(t, t+ τn)b(t+ τn).

iZ RAWENSTW (7.5) LEGKO WYWESTI, ˆTO

lim
τ+
n−k→0

∂
+
F0

k+1(t, τ+)

∂τ
= (h0(t), hn−k+1(t, τ̂), . . . , hn(t, τ̂)), (7.6)

lim
τ−n−1→ϑ

∂
−
F0

k+1(t, τ−)

∂τ
=

= (−hn−k+1(t, τ̂), . . . ,−hn−1(t, τ̂),−hn(t, τ̂),−hn(t, τ̂)), (7.7)

GDE h0(t) = lim
τn−k→0

hn−k(t, τ) = −2b(t). lINEJNAQ OBOLOˆKA, POSTROEN-

NAQ NA WSEH WEKTORAH MATRICY (7.6) KROME POSLEDNEGO, PREDSTAWLQET
SOBOJ PREDELXNOE POLOVENIE KASATELXNOGO PROSTRANSTWA K MNOGOOBRA-

ZI@
+
N k(t, ϑ) I MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE (DLQ SOKRA]ENIQ ZAPISI

ARGUMENTY ZDESX I DALEE OPU]ENY)

+
L

k(t, τ̂)
.
= L{h0, hn−k+1, . . . , hn−1} . (7.8)

aNALOGIˆNO MOVNO POSTROITX LINEJNU@ OBOLOˆKU NA STOLBCAH MATRI-
CY (7.7). —TA LINEJNAQ OBOLOˆKA QWLQETSQ PREDELXNYM POLOVENIEM KA-

SATELXNOGO PROSTRANSTWA K MNOGOOBRAZI@
−
N k(t, ϑ).

−
L

k(t, τ̂)
.
= L{hn−k+1, . . . , hn−1, hn} . (7.9)

pUSTX L̂ = L{hn−k+1, . . . , hn−1} . tOGDA WYRAVENIQ (7.8) I (7.9) MOVNO
ZAPISATX SLEDU@]IM OBRAZOM:

+
L

k(t, τ̂) = L̂ ⊕ L
{
h0

0
}
,

−
L

k(t, τ̂) = L̂ ⊕ L
{
h0

n

}
, (7.10)

GDE

h0
0 =

1

‖ĥ0‖
ĥ0, ĥ0 = h0 − PrL̂ h0,

h0
n =

1

‖ĥn‖
ĥn, ĥn = hn − PrL̂ hn.

iZ RAWENSTW (7.10) SLEDU@T RAWENSTWA

+
L

k(t, τ̂) \
−
L

k(t, τ̂) = L
{
h0

0
}
,

−
L

k(t, τ̂) \
+
L

k(t, τ̂) = L
{
h0

n

}
.

oˆEWIDNO, ˆTO UGOL MEVDU MNOGOOBRAZIQMI
+
N k(t, ϑ) I

−
N k(t, ϑ) RAWEN

UGLU MEVDU WEKTORAMI h0
0 I h

0
n. tAKIM OBRAZOM, POLUˆAEM LEMMU.
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l E M M A 7.1. uGOL MEVDU
+
N k(t, ϑ) I

−
N k(t, ϑ) W L@BOJ TOˆKE x̂ ∈

cl
+
N k(t, ϑ)

⋂
cl
−
N k(t, ϑ) RAWEN ϕ = arccos

∣∣(h0
0(t, τ̂), h

0
n(t, τ̂)

)∣∣ .
nEPOSREDSTWENNO IZ LEMMY 7.1 WYTEKAET SLEDU@]AQ TEOREMA.

t E O R E M A 7.1. eSLI WEKTORY X(t0, t0 + σ(t0))b(t0 + σ(t0)) I b(t0)
KOLLINEARNY, TO W KAVDOJ TOˆKE GRANICY MNOVESTWA UPRAWLQEMO-
STI D(t0) SU]ESTWUET KASATELXNOE PROSTRANSTWO K GRANICE D(t0).

eSLI ϑ < σ(t0), TO WEKTORY h0, hn−k+1, . . . , hn LINEJNO NEZAWISIMY

(SM. DOKAZATELXSTWO TEOREMY 6.1). pO“TOMU POLUˆAEM E]E ODNO SLED-
STWIE LEMMY 7.1.

t E O R E M A 7.2. eSLI τn < σ(t0), TO DLQ L@BOGO k = 1, . . . , n − 1

UGOL MEVDU MNOGOOBRAZIQMI
+
N k(t, ϑ) I

−
N k(t, ϑ) W L@BOJ TOˆKE x ∈

cl
+
N k(t, ϑ)

⋂
cl
−
N k(t, ϑ) OTLIˆEN OT NULQ. w “TOM SLUˆAE GRANICA MNO-

VESTWA UPRAWLQEMOSTI D(t0, τn) NE MOVET BYTX GLADKOJ (T. E. IME-
ET KASATELXNOE PROSTRANSTWO NE WO WSQKOJ TOˆKE GRANICY).

kAK WIDNO IZ RAWENSTW (7.5) I (7.9), PREDELXNOE POLOVENIE KASATELX-

NOGO PROSTRANSTWA K MNOGOOBRAZI@
−
N k(t, ϑ) SOWPADAET S KASATELXNYM

PROSTRANSTWOM K
−
N k(t), PO“TOMU IMEET MESTO SLEDU@]AQ TEOREMA.

t E O R E M A 7.3. eSLI τn < σ(t), TO MNOGOOBRAZIQ
−
N k(t) I

−
N k(t, ϑ)

KASA@TSQ W L@BOJ TOˆKE x ∈
−
N k(t)

⋂
cl
−
N k(t, ϑ).

aNALOGIˆNAQ TEOREMA SPRAWEDLIWA DLQ
+
N k(t) I

+
N k(t, ϑ).
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§ 8. uSLOWIQ TRANSWERSALXNOSTI

w “TOM PARAGRAFE POLUˆENY NEOBHODIMYE USLOWIQ TRANSWERSALXNOSTI NA LE-
WOM I PRAWOM KONCAH TRAEKTORII (UTWERVDENIE 8.1 I EGO SLEDSTWIQ 8.1 I

8.2) I DOSTATOˆNYE USLOWIQ TRANSWERSALXNOSTI (TEOREMY 8.1, 8.2 I UTWERVDE-
NIE 8.2). sLEDUET OTMETITX, ˆTO W NESKOLXKO INOJ FORME NEOBHODIMYE USLO-
WIQ TRANSWERSALXNOSTI NA LEWOM I PRAWOM KONCAH I DOSTATOˆNYE USLOWIQ NA

PRAWOM KONCE TRAEKTORII BYLI IZWESTNY RANEE (SM., NAPRIMER, [41, 42]). w
“TOM PARAGRAFE USLOWIQ TRANSWERSALXNOSTI SFORMULIROWANY W UDOBNOM DLQ

NAS WIDE. dOSTATOˆNOE USLOWIE TRANSWERSALXNOSTI NA LEWOM KONCE TRAEKTO-
RII POLUˆENO W RABOTE [32] (SM. TEOREMY 8.1 I 8.2 DISSERTACII).

iZ REZULXTATOW [41, S. 364] POLUˆAETSQ SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

u T W E R V D E N I E 8.1. pUSTX N ⊂ Rn — ZADANNOE GLADKOE MNO-
GOOBRAZIE, u(t) — OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ UPRAWLE-
NIE, PEREWODQ]EE TOˆKU (t0, x0) NA MNOGOOBRAZIE R × N, A x(t) —
RE[ENIE SISTEMY (1.1), OTWEˆA@]EE UPRAWLENI@ u(t). pUSTX DALEE,
θ = t1 − t0 — SOOTWETSTWU@]EE WREMQ BYSTRODEJSTWIQ. tOGDA SU-
]ESTWUET NENULEWOE RE[ENIE ψ(t), t0 6 t 6 t1, SOPRQVENNOJ SISTEMY

(1.4), UDOWLETWORQ@]EE WMESTE S UPRAWLENIEM u(t) PRINCIPU MAKSIMU-
MA (1.5) I USLOWI@ TRANSWERSALXNOSTI NA PRAWOM KONCE TRAEKTORII,
T. E. WEKTOR ψ(t1) ORTOGONALEN KASATELXNOMU PROSTRANSTWU Tx(t1)N,

I ψ(t1)ẋ(t1) > 0.

s L E D S T W I E 8.1. pUSTX C ⊂ Rn — ZADANNOE WYPUKLOE MNOVE-
STWO, u(t) — OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ UPRAWLENIE,
PEREWODQ]EE TOˆKU (t0, x0) NA MNOVESTWO R×C, A x(t) — RE[ENIE SI-
STEMY (1.1), OTWEˆA@]EE UPRAWLENI@ u(t). pUSTX DALEE, θ = t1− t0 —
SOOTWETSTWU@]EE WREMQ BYSTRODEJSTWIQ. tOGDA SU]ESTWUET NENU-
LEWOE RE[ENIE ψ(t), t0 6 t 6 t1, SOPRQVENNOJ SISTEMY (1.4), UDOWLE-
TWORQ@]EE WMESTE S UPRAWLENIEM u(t) PRINCIPU MAKSIMUMA (1.5) I
USLOWI@ TRANSWERSALXNOSTI NA PRAWOM KONCE TRAEKTORII, T. E. SU-
]ESTWUET OPORNAQ GIPERPLOSKOSTX Γx(t1)(C) K MNOVESTWU C TAKAQ,
ˆTO WEKTOR ψ(t1) ORTOGONALEN Γx(t1)(C), I ψ(t1)ẋ(t1) > 0.

oPREDELIM FUNKCI@ BYSTRODEJSTWIQ S MNOGOOBRAZIQ N ⊂ Rn W NULX

RAWENSTWOM Θ(t, N)
.
= minx∈N Θ(t, x).

s L E D S T W I E 8.2. pUSTX N ⊂ Rn — ZADANNOE GLADKOE MNOGO-
OBRAZIE, MOMENT WREMENI t0 FIKSIROWAN, A x0 — TOˆKA, W KOTOROJ
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WYPOLNENO RAWENSTWO Θ(t0, x0) = Θ(t0, N). pUSTX DALEE, u(t) — OP-
TIMALXNOE UPRAWLENIE, PEREWODQ]EE TOˆKU (t0, x0) ∈ R × N W TOˆ-
KU (t1, 0), A x(t) — RE[ENIE SISTEMY (1.1), OTWEˆA@]EE UPRAWLENI@
u(t). tOGDA SU]ESTWUET NENULEWOE RE[ENIE ψ(t) SOPRQVENNOJ SISTE-
MY (1.4), UDOWLETWORQ@]EE WMESTE S UPRAWLENIEM u(t) PRINCIPU MAK-
SIMUMA (1.5) I USLOWI@ TRANSWERSALXNOSTI NA LEWOM KONCE TRAEK-
TORII, T. E. WEKTOR ψ(t0) ORTOGONALEN KASATELXNOMU PROSTRANSTWU
Tx0

N, I ψ(t0)ẋ(t0) > 0.

pRI ϑ 6 σ(t0) KAVDU@ TOˆKU x0 ∈ ∂D(t0, ϑ) MOVNO OPTIMALXNO

PEREWESTI W NULX PRI POMO]I EDINSTWENNOGO UPRAWLENIQ. eSLI TOˆ-

KA x0 NAHODITSQ NA ODNOM IZ MNOGOOBRAZIJ
+
N n−1(t0, ϑ) I

−
N n−1(t0, ϑ),

TO SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ WEKTOR ψ, ORTOGONALXNYJ KASATELXNOMU

PROSTRANSTWU Tx0

+
N n−1(t0, ϑ) ILI Tx0

−
N n−1(t0, ϑ) I UDOWLETWORQ@]IJ

NERAWENSTWU ψẋ(t0) > 0. pO“TOMU SLEDSTWIE 8.2 POZWOLQET ODNOZNAˆNO
OPREDELITX SOOTWETSTWU@]EE RE[ENIE SOPRQVENNOJ SISTEMY ψ(t), I
NEOBHODIMYE USLOWIQ, SFORMULIROWANNYE W SLEDSTWII 8.2, STANOWQTSQ
I DOSTATOˆNYMI. oKAZYWAETSQ (SM. [32]), ˆTO ONI QWLQ@TSQ DOSTATOˆ-
NYMI DLQ L@BOJ TOˆKI x0 ∈ ∂D(t0, ϑ). nIVE MY STROGO SFORMULIRUEM

I DOKAVEM “TO.

l E M M A 8.1. pUSTX ϑ 6 σ(t0), k ∈ {1, . . . , n − 1} I ˆEREZ TOˆKU

x0 ∈
+
N k(t0, ϑ) PROWEDENA OPORNAQ GIPERPLOSKOSTX Γx0

D(t0, ϑ) S NOR-
MALXNYM WEKTOROM ψ. tOGDA ψ NAHODITSQ W NORMALXNOM PROSTRAN-

STWE T⊥
(
x0,

+
N k(t0, ϑ)

)
.

d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX, DLQ OPREDELENNOSTI, D(t0, ϑ) LEVIT
W POLOVITELXNOM POLUPROSTRANSTWE OTNOSITELXNO WEKTORA ψ. wYBE-

REM PROIZWOLXNYJ WEKTOR y IZ Tx0

+
N k(t0, ϑ). nA MNOGOOBRAZII

+
N k(t0, ϑ)

PROWEDEM TAKU@ KRIWU@ x(ε), ˆTO x(0) = x0, I ẋ(0) = y. pUSTX POSLE-
DOWATELXNOSTX POLOVITELXNYH ˆISEL {εi}∞i=1 STREMITSQ K NUL@. tOGDA

ψ
x(εi)− x0

εi
> 0, ψ

x(−εi)− x0

εi
> 0. (8.1)

pEREHODQ W NERAWENSTWAH (8.1) K PREDELU PRI i→∞, POLUˆIM NERAWEN-
STWA ψy > 0 I −ψy > 0, OTKUDA ψy = 0.

lEGKO WIDETX, ˆTO SPRAWEDLIW I ANALOG LEMMY 8.1 DLQ MNOGOBRAZIQ
−
N k(t0, ϑ).
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t E O R E M A 8.1. pUSTX ϑ < σ(t0), x0 ∈ ∂D(t0, ϑ), ψ — EDINIˆNYJ

WEKTOR NORMALI K PROIZWOLXNOJ OPORNOJ GIPERPLOSKOSTI Γx0
D(t0, ϑ),

PRIˆEM MNOVESTWO D(t0, ϑ) LEVIT W POLOVITELXNOM POLUPROSTRAN-
STWE OTNOSITELXNO WEKTORA ψ. tOGDA UPRAWLENIE, ZADANNOE RAWEN-
STWOM u(t, ψ) = sign(ψX(t0, t)b(t)), OPTIMALXNO W SMYSLE BYSTRODEJ-
STWIQ PEREWODIT TOˆKU (t0, x0) NA OSX t.

z A M E ˆ A N I E 8.1. oPORNAQ GIPERPLOSKOSTX, PROHODQ]AQ ˆEREZ
TOˆKU x0, MOVET BYTX NE EDINSTWENNA. tOGDA SOZDAETSQ WPEˆATLENIE,
ˆTO W TOˆKE x0 NARU[AETSQ EDINSTWENNOSTX OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ.
nA SAMOM DELE, NARU[ENIQ EDINSTWENNOSTI OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ
NE PROISHODIT, POSKOLXKU W “TOM SLUˆAE WSE TAKIE UPRAWLENIQ SOWPA-
DA@T NA INTERWALE (t0, t0 + ϑ).

d O K A Z A T E L X S T W O TEOREMY 8.1. pUSTX, DLQ OPREDELENNOSTI,

TOˆKA x0 LEVIT NA MNOGOOBRAZII
+
N k(t0, ϑ), GDE k ∈ {0, . . . , n − 1} FIK-

SIROWANO. eSLI k = n−1, TO OPTIMALXNOSTX UPRAWLENIQ u(t, ψ) POLUˆA-
ETSQ NEPOSREDSTWENNO IZ SLEDSTWIQ 8.2. pUSTX DALEE, k ∈ {0, . . . , n− 2}.
pOSTROIM POSLEDOWATELXNOSTX

{
x+

`1

}∞
`1=1

, UDOWLETWORQ@]U@ SLEDU@-

]IM USLOWIQM: 1) DLQ L@BOGO NATURALXNOGO `1 TOˆKA x+
`1
NAHODITSQ

NA MNOGOOBRAZII
+
N k+1(t0, ϑ), RAZMERNOSTX KOTOROGO NA EDINICU BOLX-

[E RAZMERNOSTI ISHODNOGO MNOGOOBRAZIQ
+
N k(t0, ϑ); 2) x+

`1
→ x0 PRI

`1 → ∞. aNALOGIˆNO POSTROIM POSLEDOWATELXNOSTX
{
x−`1
}∞

`1=1
, UDOWLE-

TWORQ@]U@ USLOWIQM: 1) x−`1 ∈
−
N k+1(t0, ϑ); 2) x−`1 → x0 PRI `1 → ∞.

dALEE MOVNO POSTROITX SHODQ]IESQ K TOˆKAM x+
`1
POSLEDOWATELXNOSTI{

x++
`1`2

}∞
`2=1
⊂

+
N k+2(t0, ϑ) I

{
x+−

`1`2

}∞
`2=1
⊂
−
N k+2(t0, ϑ). wOOB]E, PUSTX WSQ-

KAQ POSLEDOWATELXNOSTX

{
x

π1...πj

`1...`j

}∞
`j=1
⊂ Nk+j(πj) SHODITSQ K x

π1...πj−1

`1...`j−1
,

GDE DLQ UDOBSTWA ZAPISI ˆEREZ Nk+j(πj) OBOZNAˆENO
πj

N k+j(t0, ϑ), A πj

— ZNAK Æ+Œ ILI Æ−Œ. pOSLEDOWATELXNOSTI WIDA

{
x

π1...πn−k−1

`1...`n−k−1

}∞
`n−k−1=1

LEVAT W
+
N n−1(t0, ϑ) I

−
N n−1(t0, ϑ).

dLQ KRATKOSTI WWEDEM WEKTORY INDEKSOW π = (π1, . . . , πn−k−1) I

` = (`1, . . . , `n−k−1). tOˆKI x
π
` NAHODQTSQ NA MNOGOOBRAZIQH

+
N n−1(t0, ϑ) I

−
N n−1(t0, ϑ). w KAVDOJ TOˆKE xπ

` SU]ESTWUET EDINIˆNYJ WEKTOR NORMALI

ψπ
` K MNOGOOBRAZI@ Nn−1(πn−k−1), GDE πn−k−1 — POSLEDNQQ KOMPONENTA

WEKTORA INDEKSOW π, TAKOJ, ˆTO MNOVESTWO D(t0, ϑ) LEVIT W POLOVI-
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rIS. 8.1. iLL@STRACIQ K TEOREME 8.1 DLQ SLUˆAQ n = 3, k = 0.

TELXNOM POLUPROSTRANSTWE, OPREDELQEMOM “TIM WEKTOROM. iZ “TIH WEK-
TOROW NORMALI MOVNO SOSTAWITX POSLEDOWATELXNOSTI {ψπ

` }
∞
`n−k−1=1 , KO-

TORYE, W SILU GLADKOSTI
+
N n−1(t0, ϑ) I

−
N n−1(t0, ϑ), SHODQTSQ K WEKTORAM

ψπ
`1...`n−k−2

. wOOB]E, PUSTX DLQ WSQKOGO j = 1, . . . , n− k − 2

lim
`j+1→∞

ψπ
`1...`j+1

= lim
`j+1→∞

...
`n−k−1→∞

ψπ
` = ψπ

`1...`j
, I lim

`1→∞
ψπ

`1
= lim

`1→∞
...

`n−k−1→∞

ψπ
` = ψπ.

wSE UKAZANNYE PREDELY SU]ESTWU@T W SILU GLADKOSTI
+
N n−1(t0, ϑ) I

−
N n−1(t0, ϑ).
nAPOMNIM, ˆTO SIMWOLOM L{h1, . . . , hn} MY OBOZNAˆAEM LINEJNU@

OBOLOˆKU, POSTROENNU@ NA WEKTORAH h1, . . . , hn, A SIMWOLOM ⊕ — OPERA-
CI@ PRQMOJ SUMMY LINEJNYH PROSTRANSTW. iZ SLEDSTWIQ 7.2 I USLOWIQ

ψπ
` ∈ T⊥

(
xπ

` , N
n−1(πn−k−1)

)
POLUˆAETSQ

T⊥
(
x

π1...πn−k−2

`1...`n−k−2
, Nn−2(πn−k−2)

)
=
⊕

πn−k−1

L
{
ψπ

`1...`n−k−2

}
=

= L
{
ψ

π1...πn−k−2+
`1...`n−k−2

}
⊕ L

{
ψ

π1...πn−k−2−
`1...`n−k−2

}
,

T⊥
(
x

π1...πj

`1...`j
, Nk+j(πj)

)
=
⊕
πj+1
...

πn−k−1

L
{
ψπ

`1...`j

}
, j = 1, . . . , n− k − 2,

T⊥
(
x0,

+
N

k(t0, ϑ)
)

=
⊕

π

L{ψπ} . (8.2)
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lEMMA 8.1 I RAZLOVENIE (8.2) POZWOLQ@T PREDSTAWITX WEKTOR ψ W WIDE

ψ =
∑

π

λπψ
π. (8.3)

dOKAVEM, ˆTO W RAZLOVENII (8.3) WSE KO“FFICIENTY λπ NEOTRICA-
TELXNY. sNAˆALA RASSMOTRIM SLUˆAJ k = n − 2. dLQ L@BYH INDEKSOW
`1 I π1 SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

ψ
xπ1

`1
− x0

‖xπ1

`1
− x0‖

> 0. (8.4)

—LEMENTY POSLEDOWATELXNOSTI yπ1

`1
=

xπ1

`1
− x0

‖xπ1

`1
− x0‖

LEVAT NA EDINIˆNOJ

SFERE Sn−1, PO“TOMU IZ “TOJ POSLEDOWATELXNOSTI MOVNO WYBRATX SHO-
DQ]U@SQ PODPOSLEDOWATELXNOSTX, KOTORU@ DLQ PROSTOTY SNOWA OBOZNA-
ˆIM yπ1

`1
. pEREHODQ W NERAWENSTWE (8.4) K PREDELU PRI `1 →∞, POLUˆIM

ψyπ1 > 0, GDE WEKTOR yπ1 = lim
`1→∞

yπ1

`1
ORTOGONALEN WEKTORU ψπ1. sLEDOWA-

TELXNO,
ψy+ = λ+ψ

+y+ + λ−ψ
−y+ = λ−ψ

−y+ > 0,

ψy− = λ+ψ
+y− + λ−ψ

−y− = λ+ψ
+y− > 0,

OTKUDA λ+ > 0 I λ− > 0.
pUSTX TEPERX 0 6 k 6 n − 3. wEKTOR ψ PREDSTAWIM W WIDE ψ =

λ̂+ψ̂
+ + λ̂−ψ̂

−, GDE ψ̂π1 = lim
`1→∞

ψ̂π1

`1
, ψ̂π1

`1
∈ T⊥

(
xπ1

`1
, Nk+1(π1)

)
, PRIˆEM

MNOVESTWO D(t0, ϑ) LEVIT W POLOVITELXNOM POLUPROSTRANSTWE OTNOSI-
TELXNO KAVDOGO WEKTORA ψ̂π1

`1
. sU]ESTWU@T SHODQ]IESQ POSLEDOWATELX-

NOSTI
{
yπ1

`1

}∞
`1
, PREDELY KOTORYH OBOZNAˆIM ˆEREZ yπ1 TAKIE, ˆTO yπ1

`1

ORTOGONALXNY ψ̂π1

`1
, I ψ̂+

`1
y−`1 > 0, ψ̂−`1y

+
`1

> 0. iZ RAWENSTW

ψy+ = λ̂+

(
lim

`1→∞
ψ̂+

`1
y+

`1

)
+ λ̂−

(
lim

`1→∞
ψ̂−`1y

+
`1

)
= λ̂−ψ̂

−y+ > 0,

ψy− = λ̂+

(
lim

`1→∞
ψ̂+

`1
y−`1

)
+ λ̂−

(
lim

`1→∞
ψ̂−`1y

−
`1

)
= λ̂+ψ̂

+y− > 0

SLEDUET, ˆTO λ̂+ > 0 I λ̂− > 0. eSLI WEKTORY ψ̂π1 RASKLADYWA@TSQ PO

FORMULE WIDA (8.3) S NEOTRICATELXNYMI KO“FFICIENTAMI, TO I KO“F-
FICIENTY RAZLOVENIQ ψ BUDUT NEOTRICATELXNY. pO INDUKCII POLUˆA-
EM NEOTRICATELXNOSTX WSEH λπ.
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tEPERX ZAFIKSIRUEM NEKOTOROE π I DOKAVEM OPTIMALXNOSTX UPRAW-
LENIQ u(t, ψπ). iZ SLEDSTWIQ 8.2 POLUˆAETSQ, ˆTO OPTIMALXNOE UPRAW-
LENIE, PEREWODQ]EE TOˆKU xπ

` W NULX, IMEET SLEDU@]IJ WID: u(t, ψ
π
` ) =

sign (ψπ
`X(t0, t)b(t)) . pO“TOMU

X(t0 + ϑ, t0)x
π
` +

n−1∑
i=0

(−1)i

∫ t0+τ `
i+1

t0+τ `
i

X(t0 + ϑ, s)b(s) ds = 0,

GDE τ `
0 = 0, τ `

n = ϑ, PRIˆEM WEKTOR τ ` = (τ `
1 , · · · , τ `

n−1) ZADAET MOMENTY
PEREKL@ˆENIQ OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ. w SILU NEPRERYWNOJ ZAWISI-
MOSTI τ ` OT xπ

` , PRI `1 →∞, . . . , `n−k−1 →∞ IMEEM

X(s(t0), t0)x0 +
n−1∑
i=0

(−1)i

∫ t0+τ̃i+1

t0+τ̃i

X(s(t0), s)b(s) ds = 0, (8.5)

GDE τ̃0 = 0, τ̃n = ϑ, τ̃ = (τ̃1, · · · , τ̃n−1) = lim
`1→∞

...
`n−k+1→∞

τ `. kOORDINATY WEKTO-

RA τ̃ UDOWLETWORQ@T NERAWENSTWAM 0 6 τ̃1 6 · · · 6 τ̃n−1 6 ϑ. iSKL@ˆIW

IZ KOORDINAT WEKTORA τ̃ POWTORQ@]IESQ, MOVNO POSTROITX WEKTOR τ 0

(MOVET BYTX NULEWOJ RAZMERNOSTI), KOORDINATY KOTOROGO ZADA@T MO-
MENTY PEREKL@ˆENIQ UPRAWLENIQ u(t, ψπ). rAWENSTWO (8.5) POZWOLQET
UTWERVDATX, ˆTO “TO UPRAWLENIE QWLQETSQ OPTIMALXNYM.
nAKONEC, RASSMOTRIM FUNKCI@ ξ(t, ψ) = ψX(t0, t)b(t). rAWENSTWO

(8.3) PRIWODIT K PREDSTAWLENI@ ξ(t, ψ) =
∑
π
λπξ(t, ψ

π). iZ EDINSTWEN-

NOSTI OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ, PEREWODQ]EGO TOˆKU x0 ∈
+
N k(t0, ϑ) W

NULX (SM. TEOREMU 6.1), SLEDUET, ˆTO DLQ WSEH π FUNKCII ξ(t, ψπ) IME-
@T ODIN I TOT VE ZNAK (ILI ODNOWREMENNO OBRA]A@TSQ W NULX) PRI
KAVDOM t. sLEDOWATELXNO, ZNAK FUNKCII ξ(t, ψ) SOWPADAET SO ZNAKOM

ξ(t, ψπ), T. E. UPRAWLENIE u(t, ψ) = sign ξ(t, ψ) = sign ξ(t, ψπ) OPTIMALX-
NO. tEOREMA 8.1 DOKAZANA.
fORMULIRUEMOE NIVE OBOB]ENIE TEOREMY 8.1 LEGKO DOKAZYWAETSQ

DLQ n = 2. dLQ PROIZWOLXNOGO n > 2 EGO DOKAZATELXSTWO POKA NEIZWEST-
NO.

t E O R E M A 8.2. pUSTX ϑ 6 σ(t0), x0 ∈ ∂D(t0, ϑ), ψ — EDINIˆNYJ

WEKTOR NORMALI K NEKOTOROJ OPORNOJ GIPERPLOSKOSTI Γx0
D(t0, ϑ),

PRIˆEM MNOVESTWO D(t0, ϑ) LEVIT W POLOVITELXNOM POLUPROSTRAN-
STWE OTNOSITELXNO WEKTORA ψ. tOGDA UPRAWLENIE, ZADANNOE RAWEN-
STWOM u(t, ψ) = sign(ψX(t0, t)b(t)), OPTIMALXNO W SMYSLE BYSTRODEJ-
STWIQ PEREWODIT TOˆKU (t0, x0) NA OSX t.
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d O K A Z A T E L X S T W O. pROWEDEM DOKAZATELXSTWO DLQ n = 2.

pUSTX, DLQ OPREDELENNOSTI, TOˆKA x0 LEVIT NA MNOGOOBRAZII
+
N k(t0, ϑ),

GDE k ∈ {0, 1} FIKSIROWANO. eSLI k = 1, TO OPTIMALXNOSTX UPRAWLE-
NIQ u(t, ψ) POLUˆAETSQ NEPOSREDSTWENNO IZ SLEDSTWIQ 8.2. pUSTX DALEE,
k = 0. pOSTROIM POSLEDOWATELXNOSTX

{
x+

`

}∞
`=1 , UDOWLETWORQ@]U@ SLE-

DU@]IM USLOWIQM: 1) DLQ L@BOGO NATURALXNOGO ` TOˆKA x+
` NAHODITSQ

NA MNOGOOBRAZII
+
N 1(t0, ϑ); 2) x+

` → x0 PRI ` → ∞. aNALOGIˆNO PO-
STROIM POSLEDOWATELXNOSTX

{
x−`
}∞

`=1 , UDOWLETWORQ@]U@ USLOWIQM: 1)

x−` ∈
−
N 1(t0, ϑ); 2) x−` → x0 PRI ` → ∞. w KAVDOJ TOˆKE xπ

` , GDE π —
ZNAK Æ+Œ ILI ZNAK Æ−Œ, SU]ESTWUET EDINIˆNYJ WEKTOR NORMALI ψπ

` K

MNOGOOBRAZI@ Nn−1(π) TAKOJ, ˆTO MNOVESTWO D(t0, ϑ) LEVIT W POLO-
VITELXNOM POLUPROSTRANSTWE, OPREDELQEMOM “TIM WEKTOROM. iZ “TIH
WEKTOROW NORMALI MOVNO SOSTAWITX POSLEDOWATELXNOSTI {ψπ

` }
∞
`=1 , KO-

TORYE, W SILU GLADKOSTI
+
N 1(t0, ϑ) I

−
N 1(t0, ϑ), SHODQTSQ K WEKTORAM

ψπ.

eSLI ψ+ = ψ−, TO ˆEREZ TOˆKU x0 MOVNO PROWESTI EDINSTWENNU@

OPORNU@ GIPERPLOSKOSTX Γx0
D(t0, ϑ) S WEKTOROM NORMALI ψ = ψ+ = ψ−.

tAKVE, KAK W TEOREME 8.1, DOKAZYWAETSQ, ˆTO UPRAWLENIE u(t, ψπ) =
sign (ψπX(t0, t)b(t)) OPTIMALXNO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ PEREWODIT

TOˆKU x0 W NAˆALO KOORDINAT.
eSLI VE ψ+ 6= ψ−, TO DALXNEJ[EE DOKAZATELXSTWO PROWODITSQ TAK-

VE, KAK W TEOREME 8.1. sNAˆALA DOKAZYWAETSQ, ˆTO WEKTOR ψ MOV-
NO PREDSTAWITX W WIDE ψ = λ+ψ

+ + λ−ψ
−, GDE KO“FFICIENTY λ+

I λ− NEOTRICATELXNY. zATEM MOVNO DOKAZATX, ˆTO DWA UPRAWLENIQ

u(t, ψ+) = sign (ψ+X(t0, t)b(t)) I u(t, ψ−) = sign (ψ−X(t0, t)b(t)) QWLQ-
@TSQ OPTIMALXNYMI DLQ TOˆKI x0. nA POSLEDNEM “TAPE DOKAZYWAETSQ

OPTIMALXNOSTX UPRAWLENIQ u(t, ψ). kAK OTMEˆALOSX W ZAMEˆANII 8.1,
“TO OPTIMALXNOE UPRAWLENIE EDINSTWENNO. tEOREMA DOKAZANA.

wY[E BYLI PRIWEDENY UTWERVDENIQ, SOOTWETSTWU@]IE TREM WI-
DAM USLOWIJ TRANSWERSALXNOSTI: 1) NEOBHODIMYM USLOWIQM NA PRAWOM

KONCE TRAEKTORII; 2) NEOBHODIMYM USLOWIQM NA LEWOM KONCE TRAEKTO-
RII; 3) DOSTATOˆNYM USLOWIQM NA LEWOM KONCE TRAEKTORII. sLEDU@]EE
UTWERVDENIE PRIWODITSQ ZDESX DLQ POLNOTY IZLOVENIQ. oNO DOSTAWLQ-
ET ˆETWERTYJ WID USLOWIJ TRANSWERSALXNOSTI: DOSTATOˆNYE USLOWIQ
TRANSWERSALXNOSTI NA PRAWOM KONCE TRAEKTORII.

u T W E R V D E N I E 8.2. ([42, S. 379]). pUSTX C — KOMPAKTNOE WY-
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PUKLOE MNOVESTWO TAKOE, ˆTO DLQ L@BOJ TOˆKI x̂ ∈ C I L@BOGO MO-
MENTA WREMENI t̂ SU]ESTWUET DOPUSTIMOE UPRAWLENIE û(·), NAWSEGDA
PEREWODQ]EE TRAEKTORI@ x(t, t̂, x̂, û(·)) WO WNUTRENNOSTX C. pUSTX

u(t) — DOPUSTIMOE UPRAWLENIE S SOOTWETSTWU@]EJ TRAEKTORIEJ

x(t), PEREWODQ]EE TOˆKU x(t0) = x0 W x(t1) = x1 ∈ ∂C I UDOWLETWORQ-
@]EE PRINCIPU MAKSIMUMA (1.5). tAKVE POTREBUEM, ˆTOBY SOOTWET-
STWU@]EE RE[ENIE SOPRQVENNOJ SISTEMY ψ(t) UDOWLETWORQLO USLO-
WI@ TRANSWERSALXNOSTI NA PRAWOM KONCE TRAEKTORII, T. E. WEKTOR
ψ(t1) ORTOGONALEN OPORNOJ GIPERPLOSKOSTI Γx1

(C), I ψ(t1)ẋ(t1) > 0.
tOGDA PROCESS (u(t), x(t, t0, x0, u(·))) QWLQETSQ OPTIMALXNYM W SMYSLE

BYSTRODEJSTWIQ NA MNOVESTWO C.
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§ 9. sWOJSTWA FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ I POZICI-

ONNOE UPRAWLENIE

w “TOM PARAGRAFE IZUˆAETSQ DIFFERENCIRUEMOSTX FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ

NA MNOGOOBRAZIQH
+

N 1+k I
−
N 1+k WDOLX RAZLIˆNYH NAPRAWLENIJ. tEOREMA 9.2

BYLA DOKAZANA W [33] I DOPOLNQET TEOREMU 9.1 IZ RABOT [27, 28]. dALEE WWO-
DITSQ PONQTIE OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ POZICIONNOGO UPRAW-
LENIQ. oTDELXNO RASSMOTRENY UPRAWLENIQ, SOOTWETSTWU@]IE RE[ENI@ SI-
STEMY (1.1) W SMYSLE kARATEODORI I W SMYSLE fILIPPOWA. sFORMULIROWANY
TEOREMY IZ RABOT [24, 27, 28] O POZICIONNOM UPRAWLENII SISTEMOJ (1.1) I WOZ-
MU]ENNOJ SISTEMOJ. w DOKAZATELXSTWE TEOREMY O POZICIONNOM UPRAWLENII

WOZMU]ENNOJ SISTEMOJ USTRANEN PROBEL (SM. [33]).

oBOZNAˆIM SIMWOLOM dΘ(q) PROIZWODNU@ FUNKCII q → Θ(q) NA

GLADKOM MNOGOOBRAZII N ⊂ R1+n W TOˆKE q = (t, x) ∈ N [43, S. 12].
dIFFERENCIROWANIE Θ(q) NA MNOGOOBRAZII N PREDPOLAGAET, ˆTO MY
RASSMATRIWAEM SUVENIE FUNKCII q → Θ(q) NA MNOGOOBRAZIE N ; DLQ
TAKOGO SUVENIQ Θ : N → R MY SOHRANIM PREVNEE OBOZNAˆENIE. sLEDO-
WATELXNO, dΘ(q)v ESTX ZNAˆENIE LINEJNOGO OPERATORA dΘ(q) : TqN → R
NA WEKTORE v ∈ TqN , LEVA]EM W PROSTRANSTWE TqN , KASATELXNOM K MNO-
GOOBRAZI@ N W TOˆKE q ∈ N . bUDEM OTLIˆATX OT UKAZANNOJ PROIZWOD-
NOJ PROIZWODNU@ PO NAPRAWLENI@ WEKTORA h ∈ R1+n FUNKCII q → Θ(q),
KAK FUNKCII, DEJSTWU@]EJ IZ R1+n W R :

dΘ(q)

dq
h = lim

α→+0

Θ(q + αh)−Θ(q)

α
.

eSLI N = {(t, x) : t ∈ R, x ∈ N(t)}, GDE N(t) — GLADKOE MNOGOOBRAZIE

W Rn, TO PROIZWODNU@ dΘ(q) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE WEKTORA

dΘ(q) = dΘ(t, x) = (dtΘ(t, x), dxΘ(t, x)),

KOMPONENTY KOTOROGO ESTX PROIZWODNYE FUNKCII Θ(t, x) NA MNOGOOB-
RAZII N PRI FIKSIROWANNYH t I x, SOOTWETSTWENNO. tAKIM OBRAZOM,
ZAPISX dxΘ(t, x)vx OZNAˆAET ZNAˆENIE LINEJNOGO OPERATORA dxΘ(t, x) :
TxN(t)→ R NA WEKTORE vx ∈ TxN(t). aNALOGIˆNO,

dΘ(q)

dq
h =

(
∂Θ(t, x)

∂t
ht,

∂Θ(t, x)

∂x
hx

)
,

GDE h = (ht, hx) ∈ R1+n.

t E O R E M A 9.1. (SM. [27, 28]). pUSTX SISTEMA (1.1) DOKRITIˆE-
SKAQ. tOGDA FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ Θ(t, x) :
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1) NEPRERYWNA W int D;
2) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA W N 1+n;
3) PRI k ∈ {0, . . . , n− 1} DIFFERENCIRUEMA KAK FUNKCIQ, DEJSTWU@-

]AQ IZ N 1+k W R;
4) DLQ KAVDOGO k ∈ {0, . . . , n− 1} W L@BOJ TOˆKE (t, x) ∈ N 1+k UDO-

WLETWORQET URAWNENI@ dθ(t, x)h(t, x) = −1, GDE dθ(t, x)h(t, x) — PROIZ-
WODNAQ FUNKCII θ(t, x) NA MNOGOOBRAZII N 1+k W TOˆKE q = (t, x) WDOLX
NAPRAWLENIQ WEKTORA h(t, x) = (1, A(t)x+ ν(t, x)b(t)), PRINADLEVA]EGO
KASATELXNOMU PROSTRANSTWU TqN 1+k,

ν(t, x) =


1, ESLI (t, x) ∈

+
N 1+n

⋃ +
N n

⋃
· · ·
⋃ +
N 2,

0, ESLI (t, x) ∈ N 1,

−1, ESLI (t, x) ∈
−
N 1+n

⋃ −
N n

⋃
· · ·
⋃ −
N 2;

5) PRI (t, x) ∈
+
N 1+n FUNKCIQ Θ(t, x) UDOWLETWORQET URAWNENI@

∂θ(t, x)

∂t
+
∂θ(t, x)

∂x
(A(t)x+ b(t)) = −1,

A PRI (t, x) ∈
−
N 1+n — URAWNENI@

∂θ(t, x)

∂t
+
∂θ(t, x)

∂x
(A(t)x− b(t)) = −1.

pUSTX G ⊂ R1+n, q ∈ G. bUDEM NAZYWATX KONUSOM bULIGANA [35, S. 28]
K MNOVESTWU G W TOˆKE q MNOVESTWO Tq(G) TAKIH WEKTOROW h ∈ R1+n,

ˆTO

lim inf
ε→+0

ρ0(q + εh,G)

ε
= 0, (9.1)

GDE ρ0(q,G) — EWKLIDOWO RASSTOQNIE OT TOˆKI q DO MNOVESTWA G.

nEPOSREDSTWENNO IZ (9.1) SLEDUET (SM., NAPRIMER, [44, S. 57]), ˆTO ES-

LI q ∈
+
N 1+n, TO Tq(

+
N 1+n) = R1+n; ESLI VE q ∈

+
N 1+k ⊂

+
N 1+n PRI

NEKOTOROM k ∈ {0, . . . , n − 1}, TO Tq

+
N 1+k ⊂ Tq(

+
N 1+n). aNALOGIˆNYE

RAWENSTWO I WKL@ˆENIE SPRAWEDLIWY I DLQ Tq(
−
N 1+n).

t E O R E M A 9.2. pUSTX SISTEMA (1.1) DOKRITIˆESKAQ, A TOˆKA

q0 = (t0, x0) ∈
+
N 1+n. tOGDA FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ Θ : D → R

DIFFERENCIRUEMA W TOˆKE q0 PO NAPRAWLENI@ L@BOGO WEKTORA h ∈
int Tq0

(
+
N 1+n). aNALOGIˆNOE UTWERVDENIE SPRAWEDLIWO I DLQ MNOVE-

STWA
−
N 1+n.
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d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX, DLQ OPREDELENNOSTI, q0 ∈
+
N 1+k ⊂

+
N 1+n, GDE k ∈ {0, . . . , n} FIKSIROWANO. eSLI k = n, TO UTWERVDENIE

LEMMY SLEDUET IZ TEOREMY 9.1.

pUSTX DALEE k < n, h = (ht, hx) ∈ int Tq0
(

+
N 1+n), A ε — MALOE POLO-

VITELXNOE ˆISLO. tOGDA TOˆKA

q1 = q0 + εh = (t1, x1) = (t0 + εht, x0 + εhx)

BLIZKA K TOˆKE q0, I NAJDETSQ TAKOE m > k, ˆTO q1 PRINADLEVIT

ODNOMU IZ MNOGOOBRAZIJ
+
N 1+m ILI

−
N 1+m. nE UMENX[AQ OB]NOSTI,

BUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO q1 ∈
+
N 1+m ⊂

+
N 1+n. nAJDUTSQ WEKTORY

τ 0 = (τ 0
n−k+1, . . . , τ

0
n) I τ 1 = (τ 1

n−m+1, . . . , τ
1
n) TAKIE, ˆTO

x0 = −
n−1∑

i=n−k

(−1)i−n+k

∫ t0+τ0
i+1

t0+τ0
i

X(t0, s)b(s) ds, (9.2)

x1 = −
n−1∑

i=n−m

(−1)i−n+k

∫ t1+τ1
i+1

t1+τ1
i

X(t1, s)b(s) ds,

GDE τ 0
n−k = τ 1

n−m = 0. fORMULA LINEARIZACII POZWOLQET ZAPISATX

X(t1, s) = X(t0, s) + εhtA(t0)X(t0, s) + o(ε),

OTKUDA

x1 = −
n−1∑

i=n−m

(−1)i−n+k

∫ t1+τ1
i+1

t1+τ1
i

X(t0, s)b(s) ds−

− εhtA(t0)
n−1∑

i=n−m

(−1)i−n+k

∫ t1+τ1
i+1

t1+τ1
i

X(t0, s)b(s) ds+ o(ε). (9.3)

wYˆITAQ (9.2) IZ (9.3), POLUˆIM

εhx = −
n−k−1∑
i=n−m

(−1)i−n+k

∫ t1+τ1
i+1

t1+τ1
i

z(s) ds−

−
∫ t1+τ1

n−k+1

t1+τ1
n−k

z(s) ds+

∫ t0+τ0
n−k+1

t0

z(s) ds−

−
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k

(∫ t1+τ1
i+1

t1+τ1
i

z(s) ds−
∫ t0+τ0

i+1

t0+τ0
i

z(s) ds

)
−
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− εhtA(t0)
n−1∑

i=n−m

(−1)i−n+k

∫ t1+τ1
i+1

t1+τ1
i

z(s) ds+ o(ε) =

= −
n−k−1∑
i=n−m

(−1)i−n+k

∫ t1+τ1
i+1

t1+τ1
i

z(s) ds−

−
∫ t0

t1+τ1
n−k

z(s) ds−
∫ t1+τ1

n−k+1

t0+τ0
n−k+1

z(s) ds−

−
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k

(∫ t0+τ0
i

t1+τ1
i

z(s) ds+

∫ t1+τ1
i+1

t0+τ0
i+1

z(s) ds

)
−

− εhtA(t0)

(∫ t1+τ1
n−m+1

t1

z(s) ds+
n−k−1∑

i=n−m+1

(−1)i−n+k

∫ t1+τ1
i+1

t1+τ1
i

z(s) ds+

+

∫ t0

t1+τ1
n−k

z(s) ds+

∫ t0+τ0
n−k+1

t0

z(s) ds+

∫ t1+τ1
n−k+1

t0+τ0
n−k+1

z(s) ds+

+
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k

(∫ t0+τ0
i

t1+τ1
i

z(s) ds+

∫ t0+τ0
i+1

t0+τ0
i

z(s) ds+

+

∫ t1+τ1
i+1

t0+τ0
i+1

z(s) ds

))
+ o(ε), (9.4)

GDE z(s)
.
= X(t0, s)b(s). iZ TEOREM O SREDNEM SLEDUET, ˆTO∫ t1

t0

z(s) ds = (t1 − t0)z(t0) + o(t1 − t0),

GDE RAZNOSTX t1 − t0 MALA, PO“TOMU (9.4) MOVNO PEREPISATX SLEDU@]IM
OBRAZOM:

εhx = −τ 1
n−m+1z(t1) + o(τ 1

n−m+1)−

−
n−k−1∑

i=n−m+1

(−1)i−n+k
(
(τ 1

i+1 − τ 1
i )z(t1 + τ 1

i ) + o(τ 1
i+1 − τ 1

i )
)
+

+ (εht + τ 1
n−k)z(t1 + τ 1

n−k) + o(εht + τ 1
n−k)−

− (εht + τ 1
n−k+1 − τ 0

n−k+1)z(t0 + τ 0
n−k+1) + o(εht + τ 1

n−k+1 − τ 0
n−k+1)−

−
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k
(
(τ 0

i − τ 1
i − εht)z(t1 + τ 1

i )+

+(εht + τ 1
i+1 − τ 0

i+1)z(t0 + τ 0
i+1) + o(εht + τ 1

i+1 − τ 0
i+1)
)
−
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− εhtA(t0)

(∫ t0+τ0
n−k+1

t0

z(s) ds+

+
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k

∫ t0+τ0
i+1

t0+τ0
i

z(s) ds

)
+ o(ε), (9.5)

wWEDEM OBOZNAˆENIQ:

δn−m+1
.
= τ 1

n−m+1, . . . , δn−k
.
= τ 1

n−k,

δn−k+1
.
= τ 1

n−k+1 − τ 0
n−k+1, . . . , δn

.
= τ 1

n − τ 0
n,

d
.
= (ε, δn−m+1, . . . , δn),

y(t0, τ
0) = A(t0)

(∫ t0+τ0
n−k+1

t0

z(s) ds+

+
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k

∫ t0+τ0
i+1

t0+τ0
i

z(s) ds

)
.

(9.6)

pOSKOLXKU TOˆKI x0 I x1 BLIZKI, TO WSE δi MALY. s UˆETOM OBOZNAˆENIJ

(9.6) I RAWENSTWA z(t0 + δi) = z(t0)+O(δi) SOOTNO[ENIE (9.5) PRINIMAET
WID

εhx = −δn−m+1z(t0)−
n−k−1∑

i=n−m+1

(−1)i−n+k(δi+1 − δi)z(t0)+

+ (εht + δn−k)z(t0)− (εht + δn−k+1)z(t0 + τ 0
n−k+1)−

−
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k
(
−(εht + δi)z(t0 + τ 0

i )+

+(εht + δi+1)z(t0 + τ 0
i+1)
)
− εhty(t0, τ

0) + o(|d|) =

= −δn−m+1z(t0) +
n−k∑

i=n−m+2

(−1)i−n+kδiz(t0)+

+
n−k−1∑

i=n−m+1

(−1)i−n+kδiz(t0) + (εht + δn−k)z(t0)−

− (εht + δn−k+1)z(t0 + τ 0
n−k+1)+

+
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k(εht + δi)z(t0 + τ 0
i )+
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+
n∑

i=n−k+2

(−1)i−n+k(εht + δi)z(t0 + τ 0
i ) + εhty(t0, τ

0) + o(|d|) =

= 2

(
n−k∑

i=n−m+1

(−1)i−n+kδi

)
z(t0)+

+ 2
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+kδiz(t0 + τ 0
i ) + (−1)kδnz(t0 + τ 0

n)+

+ εhty1(t0, τ
0) + o(|d|),

GDE y1(t0, τ
0) = y(t0, τ

0) + z(t0)+

+ 2
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+kz(t0 + τ 0
i ) + z(t0 + τ 0

n). (9.7)

tAKIM OBRAZOM,

ε(hx − hty1(t0, τ
0)) = 2

(
n−k∑

i=n−m+1

(−1)i−n+kδi

)
z(t0)+

+ 2
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+kδiz(t0 + τ 0
i ) + (−1)kδnz(t0 + τ 0

n) + o(|d|). (9.8)

pOSKOLXKU k < n, TO WEKTORY z(t0), z(t0 + τn−k+1), . . . , z(t0 + τn) LINEJNO
NEZAWISIMY (SM. [21, 24]). pO“TOMU PRIRA]ENIE FUNKCII BYSTRODEJ-
STWIQ δn ZAWISIT OT ε LINEJNO S TOˆNOSTX@ DO BESKONEˆNO MALYH BOLEE

WYSOKOGO PORQDKA, I FUNKCIQ Θ(t, x) DIFFERENCIRUEMA W TOˆKE q0 PO
NAPRAWLENI@ WEKTORA h. tEOREMA 9.2 DOKAZANA.

tEPERX KOSNEMSQ WOPROSA O DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII BYSTRO-

DEJSTWIQ W TOˆKE q0 ∈
+
N 1+n PO NAPRAWLENI@ WEKTORA, NE PRINADLEVA-

]EGO int Tq0
(

+
N 1+n). sNAˆALA RASSMOTRIM W KAˆESTWE PRIMERA SISTEMU

ẋ1 = u, ẋ2 = tu. (9.9)

dLQ SISTEMY (9.9) IMEEM σ(t) ≡ +∞. w SOOTWETSTWII S RAWENSTWOM

(6.1), MNOGOOBRAZIQ, WHODQ]IE W RAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMO-
STI D, MOVNO ZADATX PARAMETRIˆESKI:

+
N 3 =

{
(t, τ2 − 2τ1, τ

2
2/2 + tτ2 − τ 2

1 − 2tτ1) : (t, τ1, τ2) ∈M3} ,
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+
N 2 =

{
(t,−τ2,−τ 2

2/2− tτ2) : (t, τ2) ∈M2} . (9.10)

rE[AQ SISTEMY URAWNENIJ{
x1 = τ2 − 2τ1,
x2 = τ 2

2/2 + tτ2 − τ 2
1 − 2tτ1

,

{
x1 = −τ2,
x2 = −τ 2

2/2− tτ2
OTNOSITELXNO τ2, POLUˆIM, ˆTO FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ NA “TIH MNO-
GOOBRAZIQH RAWNA

Θ(t, x1, x2) =

 −x1 +
√

2x2
1 − 4tx1 + 4x2, (t, x1, x2) ∈

+
N 3,

−x1, (t, x1, x2) ∈
+
N 2.

(9.11)

gRAFIK FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ DLQ SISTEMY (9.9) IZOBRAVEN NA
RIS. 9.1.

rIS. 9.1. gRAFIK FUNKCII Θ(t, x) PRI t = 0 DLQ SISTEMY (9.9).

pUSTX TOˆKA q0 = (t, x1, x2) PRINADLEVIT MNOGOOBRAZI@
+
N 2, A WEK-

TOR h = (ht, h1, h2) NAPRAWLEN W MNOGOOBRAZIE
+
N 3, (T. E. q0 + εh ∈

+
N 3

PRI DOSTATOˆNO MALOM ε > 0). tAKIM OBRAZOM, q0 ∈
+
N 3, ODNAKO

h /∈ int Tq0
(

+
N 3). wYˆISLIM PROIZWODNU@ FUNKCII Θ(t, x1, x2) W TOˆKE

q0 PO NAPRAWLENI@ WEKTORA h. pRI MALYH POLOVITELXNYH ε IMEEM

∆Θ(q0) = Θ(t+ εht, x1 + εh1, x2 + εh2)−Θ(t, x1, x2) =

= −εh1 +
√

2(x1 + εh1)2 − 4(t+ εht)(x1 + εh1) + 4(x2 + εh2).
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iZ WYRAVENIQ (9.10) SLEDUET, ˆTO ESLI (t, x1, x2) ∈
+
N 2, TO

2x2
1 − 4tx1 + 4x2 = 0,

PO“TOMU

∆Θ(q0) = −εh1+

+
√

4x1εh1 + 2ε2h2
1 − 4tεh1 − 4εhtx1 − 4ε2h1ht + 4εh2 = O(

√
ε),

PRIˆEM ∆Θ(q0) > 0 PRI MALYH ε. tAKIM OBRAZOM, PROIZWODNAQ PO NA-

PRAWLENI@
dΘ(q0)

dq
h = +∞. w SILU SIMMETRII, TAKOJ VE REZULXTAT

POLUˆAETSQ I DLQ MNOVESTWA
−
N 3.

bUDEM GOWORITX, ˆTO SISTEMA (1.1) OBLADAET SWOJSTWOM I NA MNOVE-

STWE
+
N 1+n, ESLI PROIZWODNAQ FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ WO WSQKOJ TOˆKE

q0 ∈
−
N n ⊂

+
N 1+n PO NAPRAWLENI@ L@BOGO WEKTORA h /∈ int Tq0

(
+
N 1+n) RAW-

NQETSQ +∞. aNALOGIˆNO OPREDELQETSQ SWOJSTWO I NA MNOVESTWE
−
N 1+n.

eSLI SWOJSTWO I WYPOLNENO NA MNOVESTWE
+
N 1+n, TO, W SILU SIMMETRII,

ONO AWTOMATIˆESKI WYPOLNENO I NA MNOVESTWE
−
N 1+n, PO“TOMU W DALX-

NEJ[EM MY BUDEM GOWORITX PRO SWOJSTWO I, NE UKAZYWAQ MNOVESTWO,
NA KOTOROM ONO WYPOLNENO. aWTORU NEIZWESTNO, OBLADAET LI WSQKAQ DO-
KRITIˆESKAQ SISTEMA (1.1) SWOJSTWOM I.

sUPERPOZICIONNO IZMERIMU@ FUNKCI@ uC : D → U BUDEM NAZYWATX

C-POZICIONNYM UPRAWLENIEM DLQ SISTEMY (1.1), ESLI DLQ L@BOJ TOˆKI
(t0, x0) ∈ int D RE[ENIE W SMYSLE kARATEODORI x(t, t0, x0) ZADAˆI

ẋ = A(t)x+ b(t)u, x(t0) = x0 (9.12)

PRI u = uC(t, x) SU]ESTWUET NA POLUOSI [t0,+∞) I POPADAET W NULX

ZA KONEˆNOE WREMQ. eSLI, KROME TOGO, “TO RE[ENIE EDINSTWENNO, I
x(t, t0, x0) ≡ 0 DLQ t > t0 + Θ(t0, x0), TO TAKU@ FUNKCI@ uC BUDEM NAZY-
WATX OPTIMALXNYM W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ C-POZICIONNYM UPRAWLENI-
EM DLQ SISTEMY (1.1) (SOKRA]ENNO, OPTIMALXNYM C-UPRAWLENIEM).
aNALOGIˆNO OPREDELQETSQ F-POZICIONNOE UPRAWLENIE w “TOM SLUˆAE

FUNKCIQ uF(t, x) DOLVNA BYTX OPREDELENA DLQ POˆTI WSEH (W SMYSLE
MERY lEBEGA W R1+n) TOˆEK (t, x) ∈ int D I OBESPEˆIWATX SLEDU@]EE

SWOJSTWO: KAVDOMU (t0, x0) ∈ int D OTWEˆAET RE[ENIE W SMYSLE fILIP-
POWA x(t, t0, x0) ZADAˆI (9.12) S UPRAWLENIEM u = uF(t, x), POPADA@]EE W
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NULX ZA KONEˆNOE WREMQ. eSLI, KROME TOGO, “TO RE[ENIE EDINSTWENNO, I
x(t, t0, x0) ≡ 0 DLQ t > t0 + Θ(t0, x0), TO TAKU@ FUNKCI@ uF BUDEM NA-
ZYWATX OPTIMALXNYM W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ F-POZICIONNYM UPRAWLE-
NIEM DLQ SISTEMY (1.1) (SOKRA]ENNO, OPTIMALXNYM F-UPRAWLENIEM). w
SILU OPREDELENIQ RE[ENIJ fILIPPOWA (SM. [1, S. 40]), DLQ POSTROENIQ
OPTIMALXNOGO F-UPRAWLENIQ NET NEOBHODIMOSTI OPREDELQTX uF(t, x) W
KAVDOJ TOˆKE WNUTRENNOSTI RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI

D; DOSTATOˆNO POSTROITX uF(t, x) NA MNOVESTWE POLNOJ MERY.

t E O R E M A 9.3. (SM. [24, 28]). pUSTX SISTEMA (1.1) DOKRITIˆE-
SKAQ. tOGDA FUNKCIQ

ûC(t, x) =


1, ESLI (t, x) ∈ N 1+n

+
⋃
· · ·
⋃
N 2

+,

0, ESLI (t, x) ∈ N 1,

−1, ESLI (t, x) ∈ N 1+n
−

⋃
· · ·
⋃
N 2
−

(9.13)

DOSTAWLQET OPTIMALXNOE C-UPRAWLENIE, A FUNKCIQ

ûF(t, x) =

{
1, ESLI (t, x) ∈ N 1+n

+ ,

−1, ESLI (t, x) ∈ N 1+n
−

(9.14)

— OPTIMALXNOE F-UPRAWLENIE DLQ SISTEMY (1.1).

rASSMOTRIM SISTEMU URAWNENIJ

ẋ = A(t)x+ b(t)u+ w(t, x), x ∈ Rn, |u| 6 1, (9.15)

GDE FUNKCII A : R → M(n), b : R → Rn NEPRERYWNY, FUNKCIQ
w : R1+n → Rn UDOWLETWORQET USLOWIQM kARATEODORI, w(t, 0) ≡ 0, I
SU]ESTWUET TAKOE r > 0, ˆTO DLQ LINEJNOJ SISTEMY (1.1) PRI WSEH

t ∈ R WYPOLNENO NERAWENSTWO σ(t) > r.

pUSTX G ⊂ R1+n — NEKOTOROE MNOVESTWO, A (t, x(t)) — TRAEKTORIQ

SISTEMY (9.15) S NEKOTORYM UPRAWLENIEM. bUDEM NAZYWATX TOˆKU t1
TOˆKOJ WYHODA TRAEKTORII (t, x(t)) IZ MNOVESTWA G, ESLI WYPOLNENO HOTQ
BY ODNO IZ DWUH USLOWIJ (SM., TAKVE, [45]):

1) (t1, x(t1)) ∈ G, I DLQ L@BOGO ε > 0 NAJDETSQ MOMENT t(ε) ∈ (t1, t1 +
ε) TAKOJ, ˆTO (t(ε), x(t(ε))) /∈ G;

2) SU]ESTWUET δ > 0, ˆTO (t, x(t)) ∈ G DLQ WSEH t ∈ (t1 − δ, t1), I DLQ
L@BOGO ε > 0 NAJDETSQ t(ε) ∈ (t1, t1 + ε) TAKOJ, ˆTO (t(ε), x(t(ε))) /∈ G.
nAZOWEM TOˆKU t1 TOˆKOJ WHODA TRAEKTORII (t, x(t)) W MNOVESTWO G,

ESLI WYPOLNENO HOTQ BY ODNO IZ DWUH USLOWIJ:
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1) (t1, x(t1)) ∈ G, I DLQ L@BOGO ε > 0 NAJDETSQ MOMENT t(ε) ∈ (t1 −
ε, t1) TAKOJ, ˆTO (t(ε), x(t(ε))) /∈ G;

2) SU]ESTWUET δ > 0, ˆTO (t, x(t)) ∈ G DLQ WSEH t ∈ (t1, t1 + δ), I DLQ
L@BOGO ε > 0 NAJDETSQ t(ε) ∈ (t1 − ε, t1) TAKOJ, ˆTO (t(ε), x(t(ε))) /∈ G.
wTOROJ PUNKT PREDYDU]IH DWUH OPREDELENIJ IMEET SMYSL, TOLXKO

ESLI (t1, x(t1)) /∈ G.
pUSTX θ > 0. nEPRERYWNU@ FUNKCI@ w : D → Rn BUDEM NAZYWATX

DOPUSTIMOJ W MNOVESTWE Dθ, ESLI SU]ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE α,

ˆTO WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:
1) DLQ WSEH (t, x) ∈ Dθ WYPOLNENO NERAWENSTWO

∂Θ(t, x)

∂x
w(t, x) 6 1− α; (9.16)

2) DLQ WSEH k = 1, . . . , n − 1 I WSEH q = (t, x) ∈ N 1+k TAKIH, ˆTO
w(t, x) ∈ TxN

k(t) WYPOLNENO NERAWENSTWO

dxΘ(t, x)w(t, x) 6 1− α. (9.17)

w STATXE [27] BYLO POKAZANO, ˆTO UPRAWLENIE ûC(t, x) QWLQETSQ C-PO-
ZICIONNYM UPRAWLENIEM DLQ SISTEMY (9.15). oDNAKO DOKAZATELXSTWO
SOOTWETSTWU@]EJ TEOREMY IZ [27] SODERVIT PROBEL. nIVE SFORMULI-
ROWANA I DOKAZANA TEOREMA O POZICIONNOM UPRAWLENII, W KOTOROJ UKA-
ZANNYJ PROBEL USTRANEN.

t E O R E M A 9.4. pUSTX WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:
1) SISTEMA (1.1) DOKRITIˆESKAQ I OBLADAET SWOJSTWOM I;
2) SU]ESTWUET POLOVITELXNOE θ TAKOE, ˆTO Dθ ⊆ D;
3) FUNKCIQ w(t, x) DOPUSTIMAQ W MNOVESTWE Dθ.

tOGDA UPRAWLENIE ûC(t, x), OPREDELENNOE RAWENSTWOM (9.13), QW-
LQETSQ C-POZICIONNYM UPRAWLENIEM DLQ SISTEMY (9.15) W OBLASTI

int Dθ, T. E. DLQ KAVDOJ TOˆKI (t0, x0) ∈ int Dθ NAJDETSQ TAKOJ MO-
MENT WREMENI ϑ(t0, x0) <∞, ˆTO C-RE[ENIE x(t, t0, x0) SISTEMY (9.15)
S UPRAWLENIEM ûC(t, x) SU]ESTWUET, I x(t0 +ϑ(t0, x0), t0, x0) = 0. dALEE,
DLQ WSQKOGO ε > 0 NAJDETSQ δ > 0, TAKOE, ˆTO ESLI |w(t, x)| 6 δ PRI

(t, x) ∈ Dθ, TO |Θ(t, x)− ϑ(t, x)| 6 ε.

d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX (t0, x0) ∈ Dθ. sNAˆALA DOKAVEM,
ˆTO TRAEKTORIQ (t, x(t)), NAˆINA@]AQSQ W TOˆKE (t0, x0), NE WYHODIT IZ
MNOVESTWA Dθ. dLQ “TOGO PREDPOLOVIM PROTIWNOE, T. E. NAJDETSQ TAKOJ
NAIMENX[IJ MOMENT WREMENI t1 > t0, KOTORYJ QWLQETSQ TOˆKOJ WYHODA
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“TOJ TRAEKTORII IZ MNOVESTWA Dθ. pOSKOLXKU MNOVESTWO Dθ ZAMKNU-
TOE, TO (t1, x(t1)) /∈ Dθ tOGDA NA PROMEVUTKE [t0, t1) “TA TRAEKTORIQ
NAHODITSQ WNUTRI MNOVESTWA Dθ, I, SLEDOWATELXNO, WNUTRI MNOVESTWA
D. pO“TOMU W KAVDYJ MOMENT WREMENI t ∈ [t0, t1) TOˆKA (t, x(t)) NAHO-
DITSQ NA ODNOM IZ MNOGOOBRAZIJ N 1+k

+ , N 1+k
− , k = 0, . . . , n.

pUSTX ρ(t)
.
= Θ(t, x(t)) — ÆRASSTOQNIEŒ TOˆKI x(t) OT NULQ, A

hw(t, x) = (1, A(t)x + b(t)ûC(t, x) + w(t, x)). eSLI (t, x(t)) ∈
+
N 1+k, I

TOˆKA t NE QWLQETSQ TOˆKOJ WHODA W MNOGOOBRAZIE
+
N 1+k I NE QWLQETSQ

TOˆKOJ WYHODA IZ “TOGO MNOGOOBRAZIQ, TO W SILU TEOREMY 9.1 I USLOWIQ
(9.17), PROIZWODNAQ FUNKCII ρ(t) RAWNA

ρ̇(t) =
dΘ(q)

dq
hw(t, x)

∣∣∣∣
x=x(t)

=

= dΘ(t, x(t))h(t, x(t)) + dxΘ(t, x)w(t, x(t)) =

= −1 + dxΘ(t, x)w(t, x(t)) 6 −1 + 1− α = −α, (9.18)

GDE h(t, x) = (1, A(t)x + b(t)ûC(t, x)), A dxΘ(t, x)w(t, x(t)) — PROIZWOD-

NAQ FUNKCII Θ(t, x) WDOLX MNOGOOBRAZIQ
+
N 1+k. tAKOE VE NERAWENSTWO

WYPOLNENO I DLQ SLUˆAQ, KOGDA (t, x(t)) ∈
−
N 1+k. lEGKO WIDETX, ˆTO

DLQ L@BOGO MOMENTA WREMENI t ∈ (t0, t1) WEKTOR h(t, x(t)) NAPRAWLEN
WDOLX SOOTWETSTWU@]EGO MNOGOOBRAZIQ, PO“TOMU SU]ESTWUET PROIZWOD-
NAQ FUNKCII Θ(t, x) PO NAPRAWLENI@ “TOGO WEKTORA dΘ(t, x(t))h(t, x(t)).
kROME TOGO, W SOOTWETSTWII S TEOREMOJ 9.2, SU]ESTWUET dxΘ(t, x)w(t, x(t)).

eSLI VE TOˆKA t QWLQETSQ TOˆKOJ WHODA W
+
N 1+k ILI TOˆKOJ WYHODA

IZ
+
N 1+k, TO

ρ̇(t) =
dΘ(q)

dq
hw(t, x)

∣∣∣∣
x=x(t)

=

= dΘ(t, x(t))h(t, x(t)) +
∂Θ(t, x)

∂x
w(t, x(t)) =

= −1 +
∂Θ(t, x)

∂x
w(t, x(t)) 6 −1 + 1− α = −α,

pROIZWODNAQ
∂Θ(t, x)

∂x
w(t, x(t)) SU]ESTWUET W SILU SPRAWEDLIWOSTI SWOJ-

STWA I.

tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ ρ(t) DIFFERENCIRUEMA, I SPRAWEDLIWO

NERAWENSTWO

ρ(t) 6 ρ(t0)− α(t− t0). (9.19)
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iZWESTNO, ˆTO (t0, x0) ∈ Dθ, T. E. ρ(t0) 6 θ. pRI t = t1 IZ NERAWENSTWA

(9.19) POLUˆAEM ρ(t1) 6 θ, OTKUDA (t1, x(t1)) ∈ Dθ, ˆTO PROTIWOREˆIT

NA[EMU PREDPOLOVENI@. mY DOKAZALI, ˆTO TRAEKTORIQ (t, x(t)) NE WY-
HODIT IZ MNOVESTWA Dθ.

tEPERX DOKAVEM, ˆTO RE[ENIE x(t) DOSTIGAET NULQ ZA KONEˆNOE WRE-
MQ. rASSMOTRIM INTERWAL (t0,+∞). pOWTORQQ WSE PREDYDU]IE RASSU-
VDENIQ, POLUˆIM, ˆTO NERAWENSTWO ρ̇(t) 6 −α SPRAWEDLIWO DLQ WSEH t

IZ INTERWALA (t0,+∞), OTKUDA SLEDUET NERAWENSTWO (9.19). tAKIM OB-
RAZOM, RE[ENIE x(t) DOSTIGAET NULQ ZA WREMQ ϑ(t0, x0) 6 Θ(t0, x0)/α.
pO“TOMU

|Θ(t, x)− ϑ(t, x)| 6 α−1(1− α)Θ(t, x), (t, x) ∈ Dθ. (9.20)

eSLI WOZMU]ENIE w(t, x) BLIZKO K NUL@, TO IZ USLOWIQ (9.17) SLEDU-
ET BLIZOSTX α K EDINICE, A IZ NERAWENSTWA (9.20) — BLIZOSTX MODULQ

RAZNOSTI |Θ(t, x)− ϑ(t, x)| K NUL@. tEOREMA DOKAZANA.

pOSTROIM MNOGOZNAˆNYE FUNKCII

U(t, x) =

{
ûF(t, x), ESLI (t, x) ∈ N 1+n,

[−1,+1] , ESLI (t, x) ∈ Nn,

F(t, x) = A(t)x + b(t)U(t, x) + w(t, x). tOGDA RE[ENIQ DIFFERENCIALX-
NOGO WKL@ˆENIQ ẋ ∈ F(t, x) QWLQ@TSQ F-RE[ENIQMI SISTEMY (9.15) S
UPRAWLENIEM ûF(t, x). sLEDU@]AQ TEOREMA OTWEˆAET NA WOPROS O SU]E-
STWOWANII F-POZICIONNOGO UPRAWLENIQ DLQ SISTEMY (9.15).

t E O R E M A 9.5. pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ TEOREMY 9.4. tOGDA SU-
]ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE θ1 6 θ, ˆTO UPRAWLENIE ûF(t, x),
OPREDELENNOE RAWENSTWOM (9.14), QWLQETSQ F-POZICIONNYM UPRAWLE-
NIEM DLQ SISTEMY (9.15) W OBLASTI int Dθ1

, T. E. DLQ KAVDOJ TOˆ-
KI (t0, x0) IZ int Dθ1

NAJDETSQ TAKOJ MOMENT WREMENI ϑ(t0, x0) <

∞, ˆTO F-RE[ENIE x(t, t0, x0) SISTEMY (9.15) SU]ESTWUET, PRIˆEM
x(t0 + ϑ(t0, x0), t0, x0) = 0. dALEE, DLQ WSQKOGO ε > 0 NAJDETSQ δ > 0,
TAKOE, ˆTO ESLI |w(t, x)| 6 δ PRI (t, x) ∈ Dθ1

, TO |Θ(t, x)−ϑ(t, x)| 6 ε.

d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX (t0, x0) ∈ Dθ1
, GDE θ1 — DOSTA-

TOˆO MALOE POLOVITELXNOE ˆISLO. sNAˆALA DOKAVEM, ˆTO TRAEKTORIQ
(t, x(t)), NAˆINA@]AQSQ W TOˆKE (t0, x0), NE WYHODIT IZ MNOVESTWA Dθ1

.

dLQ “TOGO PREDPOLOVIM, ˆTO NAJDETSQ TAKOJ NAIMENX[IJ MOMENT WRE-
MENI t1 > t0, KOTORYJ QWLQETSQ TOˆKOJ WYHODA “TOJ TRAEKTORII IZ MNO-
VESTWA Dθ1

. nA PROMEVUTKE [t0, t1) “TA TRAEKTORIQ NAHODITSQ WNUTRI
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MNOVESTWA Dθ1
, PO“TOMU W KAVDYJ MOMENT WREMENI t ∈ [t0, t1) TOˆKA

(t, x(t)) NAHODITSQ NA ODNOM IZ MNOGOOBRAZIJ N 1+k
+ , N 1+k

− , k = 0, . . . , n.
pUSTX ρ(t)

.
= Θ(t, x(t)) — ÆRASSTOQNIEŒ TOˆKI x(t) OT NULQ. eSLI

TOˆKA (t, x(t)) ∈ N 1+n, TO, W SILU TEOREMY 9.1, FUNKCIQ BYSTRODEJ-
STWIQ Θ(t, x) DIFFERENCIRUEMA W “TOJ TOˆKE WDOLX L@BOGO NAPRAWLE-
NIQ, PO“TOMU

ρ̇(t) =

(
∂Θ(t, x)

∂t
+
∂Θ(t, x)

∂x
(A(t)x+ b(t)ûF(t, x) + w(t, x))

)∣∣∣∣
x=x(t)

=

= −1 +
∂Θ(t, x)

∂x
w(t, x(t)) 6 −1 + 1− α = −α, (9.21)

pUSTX TEPERX (t, x(t)) ∈
+
N 1+k, GDE 1 6 k 6 n − 1 (RASSUVDENIQ DLQ

MNOGOOBRAZIQ
−
N 1+k ANALOGIˆNY). sNAˆALA RASSMOTRIM SLUˆAJ, KOGDA

TOˆKA t NE QWLQETSQ TOˆKOJ WYHODA TRAEKTORII IZ MNOGOOBRAZIQ
+
N 1+k

I NE QWLQETSQ TOˆKOJ WHODA W “TO MNOGOOBRAZIE. tAKIM OBRAZOM, WEKTOR
SKOROSTI hv(t) = (1, v(t)) W “TOJ TOˆKE LEVIT W KASATELXNOM PROSTRAN-

STWE Tx(t)
+
N 1+k. w SOOTWETSTWII S KONSTRUKCIEJ fILIPPOWA [1, S. 40],

v(t) ESTX WYPUKLAQ KOMBINACIQ WEKTOROW

v+(t) = A(t)x(t) + b(t) + w(t, x(t)), v−(t) = A(t)x(t)− b(t) + w(t, x(t)),

T. E. v(t) = λ(t)v+(t) + (1− λ(t))v−(t) =

= A(t)x(t) + (2λ(t)− 1)b(t) + w(t, x(t)) =

= A(t)x(t) + b(t) + 2(λ(t)− 1)b(t) + w(t, x(t)),

GDE λ(t) ∈ [0, 1]. tAKAQ SITUACIQ IMEET MESTO, ESLI WEKTOR w(t, x(t)) NA-

PRAWLEN WDOLX MNOGOOBRAZIQ
+
N 1+k ILI WNUTRX MNOGOOBRAZIQ

−
N 1+n. bA-

ZIS KASATELXNOGO PROSTRANSTWA Tx(t)
+
N 1+k SOSTOIT IZ SLEDU@]IH WEK-

TOROW [21, 24]:(
1

A(t)x(t) + b(t)

)
,

(
0

hn−k+1(t)

)
, . . . ,

(
0

hn(t)

)
,

GDE hi(t) = X(t, t+ τi)b(t+ τi). pO“TOMU

v(t) = A(t)x(t) + b(t) + cn−k+1(t)hn−k+1(t) + · · ·+ cn(t)hn(t),

OTKUDA

−κ(t)b(t) + w(t, x(t)) = cn−k+1(t)hn−k+1(t) + · · ·+ cn(t)hn(t),
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κ(t)b(t) + cn−k+1(t)hn−k+1(t) + · · ·+ cn(t)hn(t) = w(t, x(t)), (9.22)

GDE κ(t) = 2(1 − λ(t)). pO POSTROENI@ SISTEMA URAWNENIJ (9.22) OTNO-
SITELXNO WEKTORA c(t) = col(κ(t), cn−k+1(t), . . . , cn(t)) QWLQETSQ SOWMEST-
NOJ, PO“TOMU c(t) = H−1(t)w(t, x(t)), GDE

H(t) =

 b1(t) h1
n−k+1(t) . . . h1

n(t)
...

... . . . ...

bk+1(t) hk+1
n−k+1(t) . . . hk+1

n (t).


mATRICA H(t) OBRATIMA (SM. DOKAZATELXSTWO TEOREMY (6.1)). pOSKOLX-
KU FUNKCIQ w(t, x) NEPRERYWNA PO x, I w(t, 0) = 0, TO PRI DOSTATOˆNO
MALOM θ1 ZNAˆENIQ w(t, x(t)) I κ(t) TAKVE BUDUT MALYMI. pUSTX θ1

NASTOLXKO MALO, ˆTO dxΘ(t, x)
(
w(t, x(t))− κ(t)b(t)

)
6 1− α. tOGDA

ρ̇(t) =
dΘ(q)

dq
hv(t) =

= dΘ(t, x(t))h(t, x(t)) + dxΘ(t, x)
(
w(t, x(t))− κ(t)b(t)

)
6

6 −1 + 1− α = −α, (9.23)

GDE hv(t, x(t)) = (1, A(t)x(t) + b(t)). wSE PROIZWODNYE W RAWENSTWE (9.23)
SU]ESTWU@T W SILU TEOREMY 9.1.

pUSTX PO-PREVNEMU (t, x(t)) ∈
+
N 1+k, GDE 1 6 k 6 n− 1. rASSMOTRIM

SLUˆAJ, KOGDA TOˆKA t QWLQETSQ TOˆKOJ WYHODA TRAEKTORII IZ MNOGO-

OBRAZIQ
+
N 1+k. w SOOTWETSTWII S TEOREMOJ 9.1 I TEOREMOJ 9.2 FUNKCIQ

Θ(t, x) KAK FUNKCIQ, DEJSTWU@]AQ IZ R1+n W R, IMEET W TOˆKE (t, x(t))
KONEˆNU@ ILI BESKONEˆNU@ PROIZWODNU@ PO L@BOMU NAPRAWLENI@. eS-
LI WEKTOR SKOROSTI W “TOJ TOˆKE hv(t) = (1, v(t)) LEVIT W KASATELXNOM

PROSTRANSTWE Tx(t)
+
N 1+k, TO SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

ρ̇(t) =
dΘ(q)

dq
hw(t, x)

∣∣∣∣
x=x(t)

=

= dΘ(t, x(t))h(t, x(t)) +
∂Θ(t, x)

∂x

(
w(t, x(t))− κ(t)b(t)

)
6

6 −1 + 1− α = −α, (9.24)

GDE hw(t, x) = (1, A(t)x(t) + b(t) + w(t, x)), W PROTIWNOM SLUˆAE IMEEM
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NERAWENSTWO

ρ̇(t) =
dΘ(q)

dq
hw(t, x)

∣∣∣∣
x=x(t)

=

= dΘ(t, x(t))h(t, x(t)) +
∂Θ(t, x)

∂x
w(t, x(t)) =

= −1 +
∂Θ(t, x)

∂x
w(t, x(t)) 6 −1 + 1− α = −α. (9.25)

iZ NERAWENSTW (9.21),(9.23),(9.24),(9.25) SLEDUET, ˆTO ρ̇(t) 6 α DLQ

WSEH t. dALXNEJ[EE DOKAZATELXSTWO PROWODITSQ TAKVE, KAK W TEOREME
9.4. tEOREMA DOKAZANA.

pOWEDENIE RE[ENIQ SISTEMY (9.15) MOVET BYTX OˆENX SLOVNYM. nI-
VE BUDET POSTROEN PRIMER, W KOTOROM PERESEˆENIE TRAEKTORII SI-
STEMY I MNOVESTWA Nn ESTX NIGDE NE PLOTNOE MNOVESTWO POLO-
VITELXNOJ MERY. tEM NE MENEE, “TA TRAEKTORIQ PRIHODIT NA OSX t
ZA KONEˆNOE WREMQ. bOLEE TOGO, WREMQ BYSTRODEJSTWIQ DLQ “TOJ TRA-
EKTORII SOWPADAET SO WREMENEM BYSTRODEJSTWIQ DLQ SOOTWETSTWU@]EJ

TRAEKTORII NEWOZMU]ENNOJ SISTEMY (1.1). zDESX RE[ENIE PONIMAETSQ
W SMYSLE kARATEODORI.
sNAˆALA POSTROIM NIGDE NE PLOTNOE NA OTREZKE [0, 1] MNOVESTWO PO-

LOVITELXNOJ MERY. nA PERWOM [AGE WYBROSIM IZ SEREDINY OTREZKA

[0, 1] OTKRYTYJ INTERWAL DLINOJ δ1 = 1/2, NAˆINA@]IJSQ W TOˆKE λ1.

nA WTOROM [AGE WYBROSIM IZ SEREDINY KAVDOGO IZ POLUˆENNYH OT-
REZKOW OTKRYTYJ INTERWAL DLINOJ δ2 = δ3 = 1/8, NAˆALXNYE TOˆKI
“TIH INTERWALOW OBOZNAˆIM λ2 I λ3. nA [AGE S NOMEROM k WYBROSIM

2k−1 OTKRYTYH INTERWALOW DLINOJ 21−2k. pUSTX, WOOB]E, WYBRO[EN-
NYJ INTERWAL Gi S NOMEROM i IMEET DLINU δi I NAˆALXNU@ TOˆKU λi.

pRODOLVIM PROCESS DO BESKONEˆNOSTI. oBOZNAˆIM SIMWOLOM G OB˙EDI-
NENIE WSEH WYBRO[ENNYH INTERWALOW, I PUSTX F

.
= [0, 1]\G. mNOVESTWO

F QWLQETSQ NIGDE NE PLOTNYM NA OTREZKE [0, 1] ZAMKNUTYM MNOVESTWOM

MERY 1−
+∞∑
k=1

2−k = 1/3.

rASSMOTRIM FUNKCI@ γ0(t, c) = c(t4−2t3+t2) S PARAMETROM c, ZADAN-
NU@ NA OTREZKE [0, 1]. nETRUDNO UBEDITXSQ, ˆTO “TA FUNKCIQ WMESTE SO
SWOEJ PROIZWODNOJ OBRA]AETSQ W NULX NA KONCAH “TOGO OTREZKA. oPRE-
DELIM FUNKCI@

γ(t, c) =

 δiγ0

(
t− λi

δi
, c(1− λi − δi)

)
, t ∈ Gi,

0, t ∈ F.
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fUNKCIQ γ(t) QWLQETSQ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOJ NA OTREZKE

[0, 1].
rASSMOTRIM SISTEMU (9.9) I WOZMU]ENIE

w(t, x1, x2) =

(
0

w2(t, x1, x2)

)
,

GDE w2(t, x1, x2) =
Θ(t, x1, x2)γ̇(t, c)

Θ
(
t, t− 1, t2−1

2 + γ(t, c)
) , (9.26)

Θ(t, x1, x2) — FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ SISTEMY (9.9). lEGKO WIDETX,
ˆTO w(t, 0, 0) = 0. iZ (9.11) SLEDUET, ˆTO PRI t → 1 ZNAMENATELX DROBI
(9.26) WEDET SEBQ KAK 1−t, A FUNKCIQ γ̇(t, c) NE PREWOSHODIT c1(1−t), GDE
c1 — POSTOQNNAQ, ZAWISQ]AQ TOLXKO OT PARAMETRA c. pO“TOMU FUNKCIQ
w2(t, x1, x2) NEPRERYWNA PO KAVDOMU ARGUMENTU PRI t ∈ [0, 1]. dLQ DRU-
GIH t EE MOVNO PRODOLVITX NEPRERYWNYM OBRAZOM. sOOTWETSTWU@]AQ
WOZMU]ENNAQ SISTEMA IMEET WID

ẋ1 = u, ẋ2 = tu+ w2(t, x1, x2). (9.27)

rIS. 9.2. fRAGMENT MNOVESTWA N 2 DLQ SISTEMY (9.9), OPTIMALXNAQ TRAEKTORIQ SISTE-
MY (9.9) I SOOTWETSTWU@]AQ TRAEKTORIQ WOZMU]ENNOJ SISTEMY (9.27) DLQ c = 100.

fUNKCIQ x(t) S KOMPONENTAMI x1(t) = t − 1 I x2(t) =
t2 − 1

2
+ γ(t, c)

QWLQETSQ RE[ENIEM SISTEMY (9.27) NA OTREZKE [0, 1] S NAˆALXNYM USLO-
WIEM x(0) = (1, 1/2) I OPTIMALXNYM C-UPRAWLENIEM. sOOTWETSTWU@]AQ
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TRAEKTORIQ DLQ c = 100, A TAKVE TRAEKTORIQ NEWOZMU]ENNOJ SISTEMY
POKAZANY NA RIS. 9.2.
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gLAWA 3. mNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI WYS[IH

PORQDKOW

w “TOJ GLAWE NEKOTORYE REZULXTATY O STRUKTURE MNOVESTWA UPRA-
WLQEMOSTI PERWOGO PORQDKA PERENESENY NA MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI

WTOROGO I WYS[IH PORQDKOW. dLQ “TOGO PROWEDENO ISSLEDOWANIE RAS-
POLOVENIQ NULEJ ˆEBY[EWSKOJ SISTEMY FUNKCIJ ZA PREDELAMI PRO-
MEVUTKA ˆEBY[EWSKOSTI. dOKAZANO, ˆTO W MNOVESTWAH UPRAWLQEMOSTI
WYS[IH PORQDKOW MOVNO WYDELITX GLADKIE MNOGOOBRAZIQ. dLQ SLUˆAQ
n = 2 POLUˆENO PREDSTAWLENIE GRANICY MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI WY-
SOKOGO PORQDKA W WIDE ZAMYKANIQ OB˙EDINENIQ GLADKIH KRIWYH.
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§ 10. rAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI WTO-

ROGO PORQDKA

w “TOM PARAGRAFE ISSLEDUETSQ STRUKTURA RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQ-
EMOSTI WTOROGO PORQDKA D2. oPREDELQETSQ OTOBRAVENIE, ZADA@]EE WZAIMNO
ODNOZNAˆNOE SOOTWETSTWIE MEVDU MNOGOOBRAZIQMI M1+k I NEKOTORYMI POD-
MNOVESTWAMI D2. iSSLEDUETSQ DIFFERENCIRUEMOSTX “TOGO OTOBRAVENIQ. rE-
ZULXTATY PARAGRAFA OPUBLIKOWANY W [32].

w SOOTWETSTWII S PRICIPOM MAKSIMUMA (1.5) DLQ KAVDOJ TOˆKI q =
(t, x) ∈ D2 NAJDUTSQ CELOE k, 1 6 k 6 n, I TOˆKA p = (t, τ) ∈ M1+k

TAKIE, ˆTO OPTIMALXNOE UPRAWLENIE PEREWODIT q NA D1 ZA WREMQ τn,

PRINIMAET ZNAˆENIQ +1 I −1 I IMEET PEREKL@ˆENIQ TOLXKO W TOˆKAH
t+ τi, i = n− k + 1, . . . , n− 1.

pUSTX DLQ KAVDOGO k = 1, . . . , n MNOVESTWO
+
N 1+k

2 SOSTOIT IZ WSEH

TAKIH TOˆEK q0 = (t0, x0) ∈ D2, DLQ KAVDOJ IZ KOTORYH NAJDETSQ TOˆKA

p0 = (t0, τ
0) ∈ M1+k TAKAQ, ˆTO SOOTWETSTWU@]EE OPTIMALXNOE UPRAW-

LENIE u(t) PEREWODIT TOˆKU q0 NA D1 ZA WREMQ τ
0
n, IMEET PEREKL@ˆENIQ

TOLXKO W MOMENTY WREMENI t0 = t0 + τ 0
i , I DO PERWOGO MOMENTA PEREKL@-

ˆENIQ u(t) = +1. mNOVESTWA
−
N 1+k

2 OPREDELQ@TSQ ANALOGIˆNO.

wYBEREM PROIZWOLXNU@ TOˆKU q0 = (t0, x0) ∈
+
N 1+k

2 . dLQ “TOJ TOˆKI

NAJDETSQ TOˆKA p0 = (t0, τ
0) ∈ M1+k TAKAQ, ˆTO POD DEJSTWIEM OPTI-

MALXNOGO UPRAWLENIQ u(·, τ 0) : [t0, t0 + τ 0
n] → {−1, 1}, IME@]EGO PERE-

KL@ˆENIQ W MOMENTY WREMENI t+ τ 0
i , TRAEKTORIQ, WYHODQ]AQ W MOMENT

t0 IZ TOˆKI x0, POPADAET W TOˆKU GRANICY MNOVESTWA D1(t0 + τ 0
n) :

x1 = x(t0 + τ 0
n, t0, x0, u(·, τ 0)) =

= X(t0 + τ 0
n, t0)x0 +

∫ t0+τ0
n

t0

X(t0 + τ 0
n, t)b(t)u(t, τ

0) dt. (10.1)

nAJDETSQ TAKOE ψ ∈ Sn−1, ˆTO u(t, τ 0) = sign
(
ψX(t0 + τ 0

n, t)b(t)
)
. dALEE

POD DEJSTWIEM OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ u1(·, τ 0) : [t0 + τ 0
n, s(t0 + τ 0

n)]→
{−1, 1} TRAEKTORIQ SISTEMY POPADAET IZ TOˆKI x1 W NULX:

0 = X(s(t0+τ
0
n), t0+τ

0
n)x1+

∫ s(t0+τ0
n)

t0+τ0
n

X(s(t0+τ
0
n), t)b(t)u1(t, τ

0) dt, (10.2)

GDE s(t0) = t0 + σ(t0). w SILU SLEDSTWIQ 8.1, WEKTOR ψ ORTOGONALEN NEKO-
TOROJ OPORNOJ GIPERPLOSKOSTI Γx1

(
D1(t0 + τ 0

n)
)
, A TEOREMA 8.2 POZWO-

LQET ZAPISATX u1(t, τ
0) = sign

(
ψX(t0 + τ 0

n, t)b(t)
)

= u(t, τ 0). pOLOVIM



94

ψ0 = ψX(t0 + τ 0
n, t0). tOGDA u(t, τ

0) = sign (ψ0X(t0, t)b(t)) , T. E. SPRAWED-
LIWO SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

u T W E R V D E N I E 10.1. dLQ L@BOJ TOˆKI (t0, x0) ∈ D2 SU]E-
STWU@T TAKAQ TOˆKA x1 ∈ ∂D(t0+τ 0

n) I TAKOJ WEKTOR ψ0, ˆTO UPRAW-
LENIE, ZADANNOE RAWENSTWOM u(t, τ 0) = sign (ψ0X(t0, t)b(t)) , OPTIMALX-
NO PEREWODIT TOˆKU (t0, x0) W TOˆKU (t0 + τ 0

n, x1), A TOˆKU (t0 + τ 0
n, x1)

— W TOˆKU (s(t0 + τ 0
n), 0).

oB˙EDINQQ RAWENSTWA (10.1) I (10.2), POLUˆIM

0 = X(s(t0 + τ 0
n), t0)x0 +

∫ s(t0+τ0
n)

t0

X(s(t0 + τ 0
n), t)b(t)u(t, τ 0) dt,

OTKUDA IMEEM OTOBRAVENIE F : M1+k →
+
N 1+k

2 TAKOE, ˆTO q0 = F (p0) =
(t0, F0(t0, τ

0)), GDE

F0(t0, τ
0) = −

∫ s(t0+τ0
n)

t0

X(t0, t)b(t)u(t, τ
0) dt. (10.3)

dLQ TOGO, ˆTOBY IZUˆITX SWOJSTWA MNOVESTW
+
N 1+k

2 , NEOBHODIMO ISSLE-
DOWATX OTOBRAVENIE F (t, τ).

u T W E R V D E N I E 10.2. oTOBRAVENIE F BIEKTIWNO.

d O K A Z A T E L X S T W O. iZ POSTROENIQ MNOVESTW
+
N 1+k

2 WIDNO,
ˆTO OTOBRAVENIE F QWLQETSQ S@R˙EKTIWNYM.
dOKAVEM IN˙EKTIWNOSTX OTOBRAVENIQ F0. dLQ “TOGO PREDPOLOVIM,

ˆTO SU]ESTWU@T TAKIE TOˆKI q0 = (t0, x0) ∈
+
N 1+k

2 , p0 = (t0, τ
0), p′ =

(t0, τ
′) ∈ M1+k, ˆTO q0 = F0(t0, τ

0) = F0(t0, τ
′). bUDEM SˆITATX, ˆTO

s(t0 + τ ′n) 6 s(t0 + τ 0
n). uPRAWLENIE u(t, τ ′) MOVNO DOOPREDELITX NULEM

NA PROMEVUTKE (s(t0 + τ ′n), s(t0 + τ 0
n)]. pUSTX v(t)

.
= u(t, τ 0) − u(t, τ ′).

rASSMOTRIM FUNKCI@ w(t)
.
= v(t)u(t, τ 0). fUNKCIQ u(t, τ 0) PRINIMAET

ZNAˆENIQ ±1. eSLI u(t, τ 0) = 1, TO

w(t) = u2(t, τ 0)− u(t, τ 0)u(t, τ ′) = 1− u(t, τ ′) > 0,

POSKOLXKU |u(t, τ ′)| 6 1. eSLI VE u(t, τ 0) = −1, TO w(t) = 1+u(t, τ ′) > 0.
tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ w(t) NEOTRICATELXNA, T. E. ZNAKI FUNKCIJ v(t)
I u(t, τ 0) SOWPADA@T.
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iZ RAWENSTW

X(t0 + τ 0
n, t0)x0 +

∫ s(t0+τ0
n)

t0

X(t0, t)b(t)u(t, τ) dt = 0,

X(t0 + τ 0
n, t0)x0 +

∫ s(t0+τ0
n)

t0

X(t0, t)b(t)u(t, τ
′) dt = 0

SLEDUET

s(t0+τ0
n)∫

t0

X(t0, t)b(t)v(t) dt = 0, OTKUDA DLQ L@BOGO ψ ∈ Sn−1

∫ s(t0+τ0
n)

t0

ψX(t0, t)b(t)v(t) dt = 0. (10.4)

w SILU UTWERVDENIQ 10.1, MOVNO WYBRATX TAKOJ WEKTOR ψ, ˆTOBY

UPRAWLENIE IMELO WID u(t, τ 0) = sign (ψX(t0, t)b(t)) . tOGDA w(t) > 0
ESTX PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ W INTEGRALE (10.4). sLEDOWATELXNO,
v(t) ≡ 0, OTKUDA SLEDUET IN˙EKTIWNOSTX OTOBRAVENIQ F. uTWERVDENIE
10.2 DOKAZANO.

dLQ k = n RAWENSTWO (10.3), ZADA@]EE OTOBRAVENIE F0(t, τ), MOVNO
ZAPISATX W RAZWERNUTOM WIDE:

F0(t, τ) =
n−1∑
i=0

(−1)i+1
∫ t+τi+1

t+τi

X(t, s)b(s) ds+

+
m∑

j=0

(−1)n+j

∫ t+τ̂j+1

t+τ̂j

X(t, s)b(s) ds, (10.5)

GDE τ0 = 0, τ̂0 = τn, τ̂m+1 = τn + σ(t + τn); t + τ̂j (j = 1, . . . ,m)
— MOMENTY PEREKL@ˆENIQ OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ NA PROMEVUT-
KE [t + τn, s(t + τn)), m — KOLIˆESTWO “TIH PEREKL@ˆENIJ. zAMETIM,
ˆTO m I τ̂j ZAWISQT OT τ, PO“TOMU ZAFIKSIRUEM m I BUDEM RASSMA-
TRIWATX FUNKCI@ F0(·, ·) NA TAKOM MAKSIMALXNOM OTKRYTOM PODMNO-
VESTWE M1+n

m MNOGOOBRAZIQ M1+n, ˆTO DLQ L@BOJ TOˆKI p = (t, τ) ∈
M1+n

m SOOTWETSTWU@]EE OPTIMALXNOE UPRAWLENIE IMEET NA PROMEVUT-
KE [t+ τn, s(t+ τn)) ROWNO m PEREKL@ˆENIJ. fORMALXNO DIFFERENCIRUQ
RAWENSTWO (10.5) PO τi, POLUˆIM

∂F0

∂τi
= 2(−1)iX(t, t+ τi)b(t+ τi)+

+ 2
m∑

j=1

(−1)n+j+1X(t, t+ τ̂j)b(t+ τ̂j)
∂τ̂j
∂τi

. (10.6)
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nAM PREDSTOIT WYQSNITX USLOWIQ SU]ESTWOWANIQ PROIZWODNYH
∂τ̂j
∂τi

I

WYRAZITX IH ˆEREZ IZWESTNYE FUNKCII.
pUSTX ψ — TAKOJ WEKTOR IZ Sn−1, ˆTO FUNKCIQ ψX(t, s)b(s) IMEET

UZLY W TOˆKAH s = t+τi, i = 1, . . . , n−1, I DO PERWOGO UZLA NEOTRICATELX-
NA. tAKIM OBRAZOM, ψ ZAWISIT OT τ. oBOZNAˆIM hi = X(t, t+ τi)b(t+ τi),
gj = X(t, t+ τ̂j)b(t+ τ̂j). tOGDA IMEEM SISTEMU URAWNENIJ

ψh` = 0, T. E.
n∑

k=1

ψkhk
` = 0, ` = 1, . . . , n− 1,

GDE ψk I hk
` — KOMPONENTY WEKTOROW ψ I h`. dIFFERENCIRUQ PO τi,

POLUˆIM
n∑

k=1

∂ψk

∂τi
hk

` +
∂h`

∂τ`
= 0, ` = i,

n∑
k=1

∂ψk

∂τi
hk

` = 0, ` 6= i.

(10.7)

iZ WEKTOROW h` MOVNO SOSTAWITX MATRICU H = (h1 . . . hn−1), KOTORAQ
POZWOLQET ZAPISATX URAWNENIQ (10.7) SLEDU@]IM OBRAZOM:

∂ψ

∂τi
H = −

(
ψ
∂hi

∂τi

)
e∗i , (10.8)

GDE ei ∈ Rn−1 — WEKTOR-STOLBEC TAKOJ, ˆTO ej
i = δij (δij — SIMWOL

kRONEKERA).

pUSTX k ∈ {1, . . . , n} FIKSIROWANA, A M̂1+n
m ⊆ M1+n

m — TAKOE MAK-
SIMALXNOE OTKRYTOE MNOVESTWO, DLQ L@BOJ TOˆKI (t, τ) IZ KOTOROGO,
KOORDINATA ψk WEKTORA ψ OTLIˆNA OT NULQ. dALXNEJ[IE RASSUVDENIQ
PROWEDEM DLQ k = n. dLQ DRUGIH ZNAˆENIJ k RASSUVDENIQ ANALOGIˆNY.
dALEE BUDEM RASSMATRIWATX FUNKCI@ F0(·, ·) NA MNOVESTWE M̂1+n

m .

eSLI IZ MATRICY H ISKL@ˆITX POSLEDN@@ STROKU, TO POLUˆITSQ
KWADRATNAQ MATRICA H̃. oTBRO[ENNU@ STROKU OBOZNAˆIM ˆEREZ κ. kRO-
ME TOGO, NAM PONADOBITSQ WEKTOR ψ̃ = (ψ1, . . . , ψn−1). iSPOLXZUQ WWEDEN-
NYE OBOZNAˆENIQ, URAWNENIE (10.8) MOVNO PRIWESTI K WIDU

∂ψ̃

∂τi
H̃ = −

(
ψ
∂hi

∂τi

)
e∗i −

∂ψn

∂τi
κ. (10.9)

tEPERX WOSPOLXZUEMSQ TEM, ˆTO WEKTOR ψ EDINIˆNYJ. dIFFERENCI-
RUQ RAWENSTWO

n∑
k=1

(
ψk
)2

= 1,
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POLUˆIM
n∑

k=1

∂ψk

∂τi
ψk = 0, OTKUDA WYRAVAEM

∂ψn

∂τi
= − 1

ψn
· ∂ψ̃
∂τi

ψ̃∗. (10.10)

kAK UVE OTMEˆALOSX, ψn OTLIˆNO OT NULQ.
pODSTANOWKA (10.10) W (10.9) DAET NAM SLEDU@]EE:

∂ψ̃

∂τi
H̃ = −

(
ψ
∂hi

∂τi

)
e∗i +

1

ψn
· ∂ψ̃
∂τi

ψ̃∗κ.

iZ POSLEDNEGO URAWNENIQ I URAWNENIQ (10.10) NAHODIM, ˆTO

∂ψ̃

∂τi
= −ψn

(
ψ
∂hi

∂τi

)
e∗i

(
ψnH̃ − ψ̃∗κ

)−1
, (10.11)

∂ψn

∂τi
=

(
ψ
∂hi

∂τi

)
e∗i

(
ψnH̃ − ψ̃∗κ

)−1
ψ̃∗. (10.12)

oBRATIMOSTX MATRICY ψnH̃ − ψ̃∗κ BUDET DOKAZANA NIVE.
pRODIFFERENCIROWAW SISTEMU URAWNENIJ

ψgj = 0, j = 1, . . . ,m

PO ψ`, POLUˆIM g`
j +

∂τ̂j
∂ψ`

ψ
∂gj

∂τ̂j
= 0. sLEDOWATELXNO,

∂τ̂j
∂ψ`

= −
(
ψ
∂gj

∂τ̂j

)−1

g`
j. (10.13)

wWEDQ OBOZNAˆENIE G̃j = (g1
j , . . . , g

n−1
j ), MOVNO ZAPISATX

∂τ̂j

∂ψ̃
= −

(
ψ
∂gj

∂τ̂j

)−1

G̃j. (10.14)

pODSTAWLQQ (10.11)–(10.14) W RAWENSTWO
∂τ̂j
∂τi

=
∂ψ̃

∂τi
· ∂τ̂j
∂ψ̃

+
∂ψn

∂τi
· ∂τ̂j
∂ψn

,

POLUˆIM

∂τ̂j
∂τi

=

(
ψ
∂hi

∂τi

)(
ψ
∂gj

∂τ̂j

)−1

e∗i

(
ψnH̃ − ψ̃∗κ

)−1 (
ψnG̃j − gn

j ψ̃
∗
)
.

nAM UDOBNEE BUDET TRANSPONIROWATX PREDYDU]EE WYRAVENIE. tOGDA

∂τ̂j
∂τi

=

(
ψ
∂hi

∂τi

)(
ψ
∂gj

∂τ̂j

)−1 (
ψnG̃∗j − gn

j ψ̃
)(

ψnH̃∗ − κ∗ψ̃
)−1

ei. (10.15)
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l E M M A 10.1. pUSTX K(H) = ψnH̃∗ − κ∗ψ̃, Ĥ = (h1 . . . hn−1 ψ
∗).

tOGDA det(K(H)) =
1

ψn
det Ĥ.

d O K A Z A T E L X S T W O. w RAZWERNUTOM WIDE

K(H) =

 ψnh1
1 − ψ1hn

1 . . . ψnhn−1
1 − ψn−1hn

1
... . . . ...

ψnh1
n−1 − ψ1hn

n−1 . . . ψnhn−1
n−1 − ψn−1hn

n−1

 .

iZ RAWENSTWA


h1

1 . . . hn
1

... . . . ...
h1

n−1 . . . hn
n−1

ψ1 . . . ψn

 ·


1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1
−ψ1/ψn −ψ2/ψn . . . −ψn−1/ψn 1

 =

=
1

ψn


ψnh1

1 − ψ1hn
1 . . . ψnhn−1

1 − ψn−1hn
1 ψnhn

1
... . . . ...

...
ψnh1

n−1 − ψ1hn
n−1 . . . ψnhn−1

n−1 − ψn−1hn
n−1 ψnhn

n−1
0 . . . 0 (ψn)2


POLUˆAEM det Ĥ = ψn detK(H), ˆTO DOKAZYWAET LEMMU.

pRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 6.1 BYLO POLUˆENO, ˆTO WEKTORY h`,

OBRAZU@]IE MATRICU H, LINEJNO NEZAWISIMY. kROME TOGO, WEKTOR ψ

ORTOGONALEN WSEM h`. tAKIM OBRAZOM, MATRICA Ĥ NEWYROVDENA, I PO-
LUˆAEM SLEDSTWIE LEMMY 10.1.

s L E D S T W I E 10.1. mATRICA K(H) OBRATIMA.

rASSMOTRIM SLUˆAJ, KOGDA m = n − 1. tOGDA, S UˆETOM WWEDENNYH

OBOZNAˆENIJ I RAWENSTWA (10.15), WYRAVENIE (10.6) PRINIMAET WID

∂F0

∂τi
= 2(−1)ihi+

+ 2
n−1∑
j=1

(−1)n+j+1
(
ψ
∂hi

∂τi

)(
ψ
∂gj

∂τ̂j

)−1 ((
ψnG̃∗j − gn

j ψ̃
)
K−1(H)ei

)
gj.
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wWEDQ W RASSMOTRENIE MATRICU G = (g1 . . . gn−1), MOVNO ZAPISATX

∂F0

∂τi
= 2(−1)ihi+

+ 2G

(
(−1)n+j+1

(
ψ
∂hi

∂τi

)(
ψ
∂gj

∂τ̂j

)−1 (
ψnG̃∗j − gn

j ψ̃
)
K−1(H)ei

)n−1

j=1

=

= 2(−1)ihi + 2(−1)n+1
(
ψ
∂hi

∂τi

)
G×

×

(
(−1)j

(
ψ
∂gj

∂τ̂j

)−1 (
ψnG̃∗j − gn

j ψ̃
))n−1

j=1

K−1(H)ei.

oPREDELIM MATRICY I = diag
(
(−1)j

)n−1
j=1 , L(G) = diag

(
ψ
∂gj

∂τ̂j

)n−1

j=1
,

K(G) = ψnG̃∗ − λ∗ψ̃, GDE MATRICA G̃ POLUˆAETSQ IZ G PUTEM OTBRA-
SYWANIQ POSLEDNEJ STROKI, KOTORU@ OBOZNAˆIM SIMWOLOM λ. tOGDA

∂F0

∂τi
= 2(−1)ihi + 2(−1)n+1

(
ψ
∂hi

∂τi

)
GIL−1(G)K(G)K−1(H)ei. (10.16)

tEPERX MOVNO OB˙EDINITX WSE PROIZWODNYE (10.16) W ODNU MATRICU:

∂F0

∂τ̃
= 2HI + 2(−1)n+1GIL−1(G)K(G)K−1(H)L(H), (10.17)

GDE τ̃ = col(τ1, . . . , τn−1), L(H) = diag

(
ψ
∂hi

∂τi

)n−1

i=1
. eSLI WYPOLNENY

USLOWIQ UTWERVDENIQ 3.2, TO PROIZWEDENIQ ψ
∂hi

∂τi
I ψ

∂gj

∂τ̂j
NE MOGUT OBRA-

]ATXSQ W NULX. w PROTIWNOM SLUˆAE SREDI NULEJ FUNKCII ψX(t, s)b(s)
W TOˆKAH s = t + τi ILI s = t + τ̂j BYLI BY KRATNYE. tAKIM OBRAZOM,
MATRICY L(H) I L(G) OBRATIMY.

u T W E R V D E N I E 10.3. pUSTX SISTEMA (1.1) Q-PRIWODIMA K SI-
STEME WIDA (3.1), DLQ KOTOROJ PERWAQ KOMPONENTA β1(t) WEKTORA

g(t) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA. tOGDA MATRICA
∂F0

∂τ̃
OPREDELENA I

NEPRERYWNA NA MNOVESTWE M̂1+n
n−1.

fUNKCIQ F0(·, ·) RASSMATRIWALASX NAMI NA MNOVESTWE M̂1+n
n−1, NA KO-

TOROM ψn OTLIˆNO OT NULQ. eSLI VE RASSMATRIWATX F0 NA TEH PODMNO-
VESTWAHM1+n

n−1, NA KOTORYH W NULX NE OBRA]A@TSQ DRUGIE KOMPONENTY
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WEKTORA ψ, TO WYRAVENIE DLQ PROIZWODNOJ
∂F0

∂τ̃
BUDET OTLIˆATXSQ OT

(10.17) TOLXKO INDEKSAMI. pO“TOMU UTWERVDENIE 10.3 MOVNO OBOB]ITX.

u T W E R V D E N I E 10.4. pUSTX SISTEMA (1.1) Q-PRIWODIMA K SI-
STEME WIDA (3.1), DLQ KOTOROJ PERWAQ KOMPONENTA β1(t) WEKTORA

g(t) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA. tOGDA MATRICA
∂F0

∂τ̃
OPREDELENA I

NEPRERYWNA NA MNOVESTWEM1+n
n−1.
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§ 11. pROSTYE NULI FUNKCIJ ξ(t, c) WNE PROMEVUT-

KA ˆEBY[EWSKOSTI

w “TOM PARAGRAFE ISSLEDUETSQ RASPOLOVENIE PROSTYH NULEJ LINEJNYH KOM-
BINACIJ FUNKCIJ ξi(t) ZA PREDELAMI PROMEVUTKA ˆEBY[EWSKOSTI. tEOREMA
11.1 UTWERVDAET, ˆTO WEKTORY, SOOTWETSTWU@]IE PROSTYM NULQM, OBRAZU@T
GLADKIE MNOGOOBRAZIQ. rEZULXTATY PARAGRAFA OPUBLIKOWANY W STATXE [31].

zAFIKSIRUEM ˆISLA t0 I ϑ > 0 I BUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO SISTEMA
(1.1) DOKRITIˆESKAQ NA PROMEVUTKE [t0,+∞). oPREDELIM SLEDU@]IE

FUNKCII:

σ0(t)
.
= 0, σ1(t)

.
= σ(t), σ`+1(t)

.
= σ

(
t+ σ1(t) + · · ·+ σ`(t)

)
,

GDE ` ∈ N.
pUSTX σ∞(t0) ESTX SUMMA (KONEˆNAQ ILI BESKONEˆNAQ) RQDA

σ0(t0) + σ1(t0) + · · ·+ σ`(t0) + . . . .

tOGDA PROMEVUTOK [t0, t0 + σ∞(t0)) OKAZYWAETSQ RAZBITYM NA POLUIN-
TERWALY WIDA[

t0 + σ0(t0) + · · ·+ σ`(t0), t0 + σ0(t0) + · · ·+ σ`+1(t0)
)
,

NA KAVDOM IZ KOTORYH SOWOKUPNOSTX FUNKCIJ {ξi(t)}ni=1 OBRAZUET T-
SISTEMU.
oˆEWIDNO, ˆTO SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

u T W E R V D E N I E 11.1. eSLI SISTEMA (1.1) QWLQETSQ DOKRITI-
ˆESKOJ NA POLUINTERWALE [t0,+∞), TO DLQ L@BOGO POLOVITELXNOGO

ϑ < σ∞(t0) NAJDETSQ NEKOTOROE NATURALXNOE m TAKOE, ˆTO

m∑
`=0

σ`(t0) < ϑ 6
m+1∑
`=0

σ`(t0).

dALEE BUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO ϑ < σ∞(t0).

pUSTX σ̂`(t)
.
=
∑̀
i=0

σi(t), GDE ` = 0, . . . ,m, I σ̂m+1(t)
.
= ϑ. nAPOMNIM,

ˆTO DLQ c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn

ξ(t, c) = c1ξ1(t) + · · ·+ cnξn(t).
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pUSTX ν = (ν0, . . . , νm) — WEKTOR, KOORDINATY KOTOROGO ESTX CELYE

ˆISLA OT 0 DO n− 1, λ(ν) =
m∑̀
=0
ν`. dLQ KAVDOGO ν OPREDELIM MNOVESTWA

M ν(t0, ϑ) SLEDU@]IM OBRAZOM. pRI ν = (0, . . . , 0) POLOVIM

M ν(t0, ϑ)
.
= {0}.

dLQ WSEH OSTALXNYH ν MNOVESTWO M ν(t0, ϑ) BUDET SOSTOQTX IZ TAKIH

WEKTOROW

τ = (τn−ν0
, . . . , τn−1, τ2n−ν1−1, . . . , τ2n−2, . . . ,

τ(m+1)(n−1)−νm+1, . . . , τ(m+1)(n−1)
)
∈ Rλ(ν),

KOORDINATY KOTORYH UDOWLETWORQ@T USLOWI@

σ̂`(t0) < τ(`+1)(n−1)−ν`+1 < · · · < τ(`+1)(n−1) < σ̂`+1(t0),

I DLQ KAVDOGO τ SU]ESTWUET NEKOTOROE c ∈ Rn TAKOE, ˆTO FUNKCIQ
ξ(t, c) IMEET PROSTYE NULI WO WSEH TOˆKAH t0 + τi, GDE τi — KOORDINATY

WEKTORA τ, I NE IMEET DRUGIH NULEJ NA OTREZKE [t0, t0 +ϑ]. dLQ UDOBSTWA
OBOZNAˆIM MNOVESTWO INDEKSOW KOORDINAT WEKTORA τ ∈ M ν(t0, ϑ) ˆEREZ
Iν(t0, ϑ).
wSE WY[ESKAZANNOE MOVNO PROILL@STRIROWATX RISUNKOM 11.1, NA

KOTOROM TOˆKAMI IZOBRAVENY PROSTYE NULI FUNKCII ξ(t, c) PRI NEKO-
TOROM FIKSIROWANNOM c.

rIS. 11.1. pROSTYE NULI FUNKCII ξ(t, c).

nAM PONADOBITSQ SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

u T W E R V D E N I E 11.2. ([46, S. 232]). pUSTX FUNKCIQ f(x, y) DEJ-
STWUET IZ X × Y W R, GDE X — KOMPAKTNOE MNOVESTWO, A Y —
OTKRYTOE MNOVESTWO W WE]ESTWENNOM EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE, I
QWLQETSQ NEPRERYWNOJ PO SOWOKUPNOSTI ARGUMENTOW. tOGDA FUNKCIQ
g(y) = infx∈X f(x, y) NEPRERYWNA.

t E O R E M A 11.1. pUSTX SISTEMA (1.1) DOKRITIˆESKAQ, A FUNKCII
A(t) I b(t) IME@T GLADKOSTX r > 1. eSLI max{ν0, . . . , νm} = n − 1, I
MNOVESTWO M ν(t0, ϑ) NE PUSTO, TO ONO PREDSTAWLQET SOBOJ MNOGOOB-
RAZIE GLADKOSTI r I RAZMERNOSTI n − 1, WLOVENNOE W PROSTRANSTWO
Rλ(ν).
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d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX νk = n − 1. zADADIM FUNKCI@

ϕ : M ν(t0, ϑ)→Mn−1(t0 + σ̂k(t0)) POKOORDINATNO:

ϕi(τ) = τk(n−1)+i − σ̂k(t0), GDE i = 1, . . . , n− 1.

pUSTX % ∈Mn−1(t0 + σ̂k(t0)). dLQ TOGO, ˆTOBY TOˆKI

t0 + σ̂k(t0) + %j,

GDE j = 0, . . . , n − 1, BYLI NULQMI FUNKCII ξ(t, c), NEOBHODIMO, ˆTOBY
WEKTOR c UDOWLETWORQL SISTEME URAWNENIJ

n∑
i=1

ciξi(t0 + σ̂k(t0) + %j) = 0, j = 1, . . . , n− 1, (11.1)

iZ “TOJ SISTEMY c OPREDELQETSQ S TOˆNOSTX@ DO POSTOQNNOGO MNOVITE-
LQ, PRIˆEM “TOT MNOVITELX NE WLIQET NA POLOVENIE NULEJ ξ(t, c). eSLI
DOBAWITX K SISTEME (11.1) URAWNENIE

n∑
i=1

ciξi(t0 + σ̂k(t0)) = 1,

TO c OPREDELITSQ ODNOZNAˆNO IZ RAWENSTWA c(%) = Ξ−1(%)e, GDE MATRICA
Ξ(%) I WEKTOR e ZADANY SLEDU@]IM OBRAZOM:

Ξ(%) =


ξ1(t0 + σ̂k(t0)) . . . ξn(t0 + σ̂k(t0))

ξ1(t0 + σ̂k(t0) + %1) . . . ξn(t0 + σ̂k(t0) + %1)
... . . . ...

ξ1(t0 + σ̂k(t0) + %n−1) . . . ξn(t0 + σ̂k(t0) + %n−1)

 ,

e = col(1, 0, . . . , 0).

pOSKOLXKU OPREDELITELX det Ξ(%) IMEET WID (2.1), TO IZ UTWERVDENIQ
2.3 SLEDUET NEPRERYWNOSTX FUNKCII c(%).
pUSTX TEPERX %0 = (%0

1, . . . , %
0
n−1) — PROIZWOLXNYJ “LEMENT MNOVE-

STWA ϕ(M ν(t0, ϑ)), A TOˆKA t0 +τi — NEKOTORYJ NULX FUNKCII ξ(t, c(%0)),
PRIˆEM τi ∈ (σ̂`(t0), σ̂`+1(t0)), ` > 0. iZ POSTROENIQ MNOVESTWA M ν(t0, ϑ)
SLEDUET, ˆTO ξ(t, c(%0)) UDOWLETWORQET USLOWIQM

ξ(t0 + τi, c(%
0)) = 0,

∂ξ(t0 + τi, c(%
0))

∂t
6= 0.

pO TEOREME O NEQWNOJ FUNKCII SU]ESTWUET OTKRYTOE WMn−1(t0+σ̂k(t0))
MNOVESTWO Ui(%

0) I POLOVITELXNOE ˆISLO δi TAKIE, ˆTO DLQ L@BOGO

% ∈ Ui(%
0) NA INTERWALE

Bi = (t0 + τi − δi, t0 + τi + δi)
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SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ NULX zi(%) FUNKCII ξ(t, c(%)), PRIˆEM zi(%) ∈
(σ̂`(t0), σ̂`+1(t0)), I DLQ L@BOGO % IZ Ui(%

0) SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

∂ξ(zi(%), c(%))

∂t
6= 0.

eSLI TEPERX POLOVITX

U(%0) =
⋂

i∈Iν(t0,ϑ)

Ui(%
0), B =

⋃
i∈Iν(t0,ϑ)

Bi,

TO OKAVETSQ, ˆTO DLQ L@BOGO % ∈ U(%0) WO MNOVESTWE B BUDET NAHO-
DITXSQ ROWNO λ(ν) PROSTYH NULEJ FUNKCII ξ(t, c(%)).
rASSMOTRIM MNOVESTWO C = [t0, t0 + ϑ] \B. oˆEWIDNO, ˆTO ONO QWLQ-

ETSQ ZAMKNUTYM. pUSTX ξ̂(t, %) = |ξ(t, c(%))|, GDE % PRINADLEVIT U(%0).
oˆEWIDNO, ˆTO FUNKCIQ ξ̂(t, %) NEPRERYWNA PO SOWOKUPNOSTI ARGUMEN-
TOW. iZ UTWERVDENIQ 11.2 SLEDUET, ˆTO FUNKCIQ η(%) = inft∈C ξ̂(t, %)
TAKVE QWLQETSQ NEPRERYWNOJ. pO“TOMU SU]ESTWUET ˆISLO δ TAKOE, ˆTO
IZ NERAWENSTWA ‖%− %0‖ < δ SLEDUET η(%0)− η(%) < η(%0)/2.
tAKIM OBRAZOM, PRI % ∈ B(%0, δ)∩U(%0), GDE B(%0, δ) OTKRYTYJ [AR

S CENTROM %0 I RADIUSOM δ, MNOVESTWO C NE SODERVIT NULEJ FUNKCII

ξ(t, %).
pOLOVIW

Û(%0) = U(%0) ∩B
(
%0, δ

)
,

POLUˆIM, ˆTO SPRAWEDLIWO WKL@ˆENIE Û(%0) ⊆ ϕ(M ν(t0, ϑ)), T. E. MNO-
VESTWO ϕ(M ν(t0, ϑ)) OTKRYTO W Mn−1(t0 + σ̂k(t0)).
tEPERX W OBLASTI Û(%0) MY MOVEM POKOORDINATNO WYPISATX FUNK-

CI@, OBRATNU@ K ϕ. dLQ INDEKSOW i MEVDU k(n− 1) + 1 I (k + 1)(n− 1)
IMEEM

ϕ−1
i (%) = %i−k(n−1) + σ̂k(t0),

DLQ OSTALXNYH INDEKSOW ϕ−1
i (%) = zi(%). oˆEWIDNO, ˆTO ϕ — GOMEOMOR-

FIZM.
nAJDEM PROIZWODNU@ FUNKCII ϕ−1. pRI i OT k(n − 1) + 1 DO (k +

1)(n− 1) IMEEM

∂ϕ−1
i (%)

∂%j
=

{
0, j 6= i− k(n− 1),
1, j = i− k(n− 1).

dLQ OSTALXNYH i POSTUPIM SLEDU@]IM OBRAZOM. pUTEM DIFFERENCI-
ROWANIQ TOVDESTWA ξ(zi(%), c(%)) ≡ 0 PO %j POLUˆIM

∂ξ(zi(%), c(%))

∂t
· ∂zi(%)

∂%j
+
∂ξ(zi(%), c(%))

∂c
· ∂c(%)
∂%j

= 0,
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OTKUDA MOVNO WYRAZITX INTERESU@]U@ NAS PROIZWODNU@:

∂zi(%)

∂%j
= −

(
∂ξ(zi(%), c(%))

∂t

)−1

· ∂ξ(zi(%), c(%))

∂c
· ∂c(%)
∂%j

. (11.2)

tEPERX WYPI[EM WSE PROIZWODNYE, WHODQ]IE W RAWENSTWO (11.2).

∂ξ(zi(%), c(%))

∂t
=

n∑
`=1

c`(%)ξ
′
`(t0 + zi(%)),

∂ξ(zi(%), c(%))

∂c
=
(
ξ1(t0 + zi(%)) . . . ξn(t0 + zi(%))

)
,

∂c(%)

∂%j
= −Ξ(%)−1 ∂Ξ(%)

∂%j
Ξ(%)−1e = −Ξ(%)−1 ∂Ξ(%)

∂%j
c(%),

∂Ξ(%)

∂%j
=



0 . . . 0
... . . . ...
0 . . . 0

ξ′1(t0 + σ̂k(t0) + %j) . . . ξ′n(t0 + σ̂k(t0) + %j)
0 . . . 0
... . . . ...
0 . . . 0


.

w POSLEDNEJ MATRICE OT NULQ OTLIˆNA TOLXKO STROKA S NOMEROM j + 1.
nAKONEC, MOVNO PODSTAWITX WSE ZAPISANNYE WYRAVENIQ W RAWENSTWO
(11.2). tOGDA POLUˆITSQ SLEDU@]EE:

∂zi(%)

∂%j
=

n∑̀
=1
c`(%)ξ

′
`(t0 + σ̂k(t0) + %j)

n∑̀
=1
A`,j+1(%)ξ`(t0 + zi(%))

∆(%)
n∑̀
=1
c`(%)ξ′`(t0 + zi(%))

(11.3)

GDE ∆(%) — OPREDELITELX MATRICY Ξ(%), A A`,j — ALGEBRAIˆESKIE DO-
POLNENIQ EE “LEMENTOW.
pOSKOLXKU ZNAMENATELX RAWENSTWA (11.3) NE OBRA]AETSQ W NULX W

Û(%0), TO MATRICA
∂ϕ−1(%)

∂% IMEET GLADKOSTX r W OBLASTI Û(%0). kROME
TOGO, ONA IMEET RAZMERNOSTX λ(ν) × (n − 1) I SODERVIT EDINIˆNU@

PODMATRICU RAZMERNOSTI (n − 1) × (n − 1). pO“TOMU ϕ−1 — IMMERSIQ

GLADKOSTI r.

iZ WSEGO WY[ESKAZANNOGO SLEDUET, ˆTO MNOVESTWO M ν(t0, ϑ) ESTX

MNOGOOBRAZIE GLADKOSTI r I RAZMERNOSTI n− 1, ˆTO I TREBOWALOSX DO-
KAZATX.
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§ 12. gRANICA MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI

w “TOM PARAGRAFE DOKAZANO, ˆTO MNOVESTWA
+

N ν(t0, ϑ) I
−
N ν(t0, ϑ) QWLQ@TSQ

PODMNOVESTWAMI GRANICY MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI D(t0, ϑ), I SU]ESTWUET
WZAIMNO ODNOZNAˆNOE SOOTWETSTWIE MEVDU TOˆKAMI “TIH MNOVESTW I OPTI-
MALXNYMI UPRAWLENIQMI (SM. UTWERVDENIE 12.1). tEOREMA 12.1 UTWERVDAET,

ˆTO NEKOTORYE IZ MNOVESTW
+

N ν(t0, ϑ) I
−
N ν(t0, ϑ) QWLQ@TSQ GLADKIMI MNOGO-

OBRAZIQMI. dLQ SLUˆAQ n = 2 POLUˆENO PREDSTAWLENIE GRANICY MNOVEcTWA
UPRAWLQEMOSTI W WIDE ZAMYKANIQ OB˙EDINENIQ GLADKIH KRIWYH. rEZULXTATY
PARAGRAFA OPUBLIKOWANY W STATXE [31].

oBOZNAˆIM DLQ KAVDOGO ν SIMWOLOM
+
N ν(t0, ϑ) MNOVESTWO WSEH TOˆEK

x0 ∈ D(t0, ϑ), DLQ KOTORYH SU]ESTWUET WEKTOR τ IZ M ν(t0, ϑ) TAKOJ, ˆTO
OPTIMALXNOE UPRAWLENIE u(t, x0), PEREWODQ]EE x(t0) = x0 W x(t0+ϑ) = 0,
IMEET PEREKL@ˆENIQ W TOˆKAH t0 + τi, GDE i ∈ Iν(t0, ϑ), I DO PERWOGO MO-

MENTA PEREKL@ˆENIQ u(t, x0) = +1. aNALOGIˆNO MNOVESTWAM
+
N ν(t0, ϑ)

OPREDELIM MNOVESTWA
−
N ν(t0, ϑ), KOTORYM SOOTWETSTWU@T OPTIMALXNYE

UPRAWLENIQ, NAˆINA@]IESQ S −1. dALEE BUDEM RASSMATRIWATX TOLXKO

MNOVESTWA
+
N ν(t0, ϑ), IMEQ W WIDU, ˆTO WSE SWOJSTWA MNOVESTW

−
N ν(t0, ϑ)

SOWER[ENNO ANALOGIˆNY SWOJSTWAM
+
N ν(t0, ϑ).

sLEDU@]EE UTWERVDENIE ANALOGIˆNO SWOJSTWU 1 IZ STATEJ [21, 24].

u T W E R V D E N I E 12.1. eSLI MNOVESTWO
+
N ν(t0, ϑ) NEPUSTO, TO

SPRAWEDLIWO WKL@ˆENIE
+
N ν(t0, ϑ) ⊆ ∂D(t0, ϑ), I DLQ L@BOJ TOˆKI x0 IZ

+
N ν(t0, ϑ) SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ WEKTOR τ ∈M ν(t0, ϑ) TAKOJ, ˆTO
UPRAWLENIE u(t, τ), OPTIMALXNO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ PEREWODIT
x(t0) = x0 W x(t0 + ϑ) = 0.

d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX x0 PRINADLEVIT MNO-

VESTWU
+
N ν(t0, ϑ). pREDPOLOVIM, ˆTO x0 /∈ ∂D(t0, ϑ). iZ WKL@ˆENIQ

+
N ν(t0, ϑ) ⊆ D(t0, ϑ) SLEDUET, ˆTO x0 PRINADLEVIT WNUTRENNOSTI MNO-
VESTWA D(t0, ϑ). tOGDA Θ(t0, x0) < ϑ, I SOOTWETSTWU@]EE UPRAWLENIE

u0(t) UDOWLETWORQET PRINCIPU MAKSIMUMA (1.5).

pO OPREDELENI@ MNOVESTWA
+
N ν(t0, ϑ) NAJDETSQ WEKTOR τ ∈ M ν(t0, ϑ)

TAKOJ, ˆTO UPRAWLENIE u(t, τ), RAWNOE PO MODUL@ EDINICE I IME@]EE

PEREKL@ˆENIQ W TOˆKAH τip, GDE ip PROBEGAET MNOVESTWO Iν(t0, ϑ), PE-
REWODIT x0 W NAˆALO KOORDINAT. dOOPREDELIM u0(t) NA POLUINTERWALE
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(t0 + Θ(t0, x0), t0 + ϑ] TOVDESTWENNYM NULEM I RASSMOTRIM FUNKCI@

v(t) = u(t, τ)− u0(t). tAKVE, KAK W TEOREME 6.1 I UTWERVDENII 10.2, DO-
KAZYWAETSQ, ˆTO v(t) SOHRANQET ZNAK NA INTERWALAH (t0 + τip, t0 + τip+1

),
GDE p = 0, . . . , q(ν), τi0 = 0, τiq(ν)+1

= ϑ, PRIˆEM (−1)pv(t) > 0 NA INTER-
WALE (t0 + τip, t0 + τip+1

), GDE q(ν) — KOLIˆESTWO INDEKSOW W MNOVESTWE

Iν(t0, ϑ).
pUSTX y(t) = x(t, t0, x0, u(·, τ)) − x(t, t0, x0, u0(·)). fUNKCIQ y(t) QWLQ-

ETSQ RE[ENIEM ZADAˆI

ẏ = A(t)y + b(t)v(t), y(t0) = y(t0 + ϑ) = 0.

iZ FORMULY kO[I SLEDUET∫ t0+ϑ

t0

X(t0, t)b(t)v(t) dt = 0. (12.1)

pO OPREDELENI@ MNOVESTWAM ν(t0, ϑ) NAJDETSQ TAKOJ WEKTOR ψ 6= 0, ˆTO
FUNKCIQ ξ(t) = ψX(t0, t)b(t) IMEET NULI W TOˆKAH τip, GDE ip ∈ Iν(t0, ϑ),
PRIˆEM ξ(t)v(t) > 0 PRI t0 6 t 6 t0 + ϑ. uMNOVIW RAWENSTWO (12.1) NA
ψ SLEWA, POLUˆIM ∫ t0+ϑ

t0

ξ(t)v(t) dt = 0,

OTKUDA v(t) ≡ 0, T. E. u(t, τ) ≡ u0(t) NA OTREZKE [t0, t0 + ϑ], ˆTO PROTIWO-
REˆIT NA[EMU PREDPOLOVENI@.
dOKAZATELXSTWO EDINSTWENNOSTI UPRAWLENIQ u(t, τ) MOVNO PROWESTI

ANALOGIˆNO. uTWERVDENIE DOKAZANO.

uTWERVDENIE 12.1 POZWOLQET GOWORITX O FUNKCII

f−1
ν :

+
N

ν(t0, ϑ)→M ν(t0, ϑ),

STAWQ]EJ W SOOTWETSTWIE TOˆKE x0 ∈
+
N ν(t0, ϑ) TOˆKU τ IZ MNOVESTWA

M ν(t0, ϑ), ZADA@]U@ MOMENTY PEREKL@ˆENIJ OPTIMALXNOGO UPRAWLE-
NIQ u(t, τ). pOLXZUQSX FORMULOJ kO[I, MOVNO WYRAZITX OBRATNU@

FUNKCI@ fν : M ν(t0, ϑ)→
+
N ν(t0, ϑ) SLEDU@]IM OBRAZOM:

fν(τ) =
m∑

`=0

(`+1)(n−1)−1∑
p=(`+1)(n−1)−ν`

(−1)γ(p,`,ν)
∫ t0+τp+1

t0+τp

X(t0, t)b(t) dt, (12.2)

GDE γ(p, `, ν) =
∑̀
j=0

νj + p− (`+ 1)(n− 1) + 1,
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τ(`+1)(n−1)−ν`
= τ`(n−1), τ0 = 0.

t E O R E M A 12.1. pUSTX SISTEMA (1.1) DOKRITIˆESKAQ, A FUNKCII
A(t) I b(t) IME@T GLADKOSTX r > 1. eSLI max{ν0, . . . , νm} = n− 1, TO

WSQKOE NEPUSTOE MNOVESTWO
+
N ν(t0, ϑ) PREDSTAWLQET SOBOJ MNOGOOB-

RAZIE GLADKOSTI r I RAZMERNOSTI n− 1.

d O K A Z A T E L X S T W O. lEGKO WIDETX, ˆTO FUNKCIQ fν(τ)
NEPRERYWNA, PO“TOMU NAM OSTALOSX DOKAZATX NEPRERYWNOSTX f−1

ν (·), r
RAZ NEPRERYWNU@ DIFFERENCIRUEMOSTX fν(τ) I IN˙EKTIWNOSTX PROIZ-

WODNOJ
∂fν(τ)

∂τ
.

dIFFERENCIRUQ RAWENSTWO (12.2) PO τi, POLUˆIM

∂fν(τ)

∂τi
= 2(−1)γ(i,`,ν)−1X(t0, t0 + τi)b(τi),

OTKUDA SLEDUET, ˆTO FUNKCIQ fν(τ) IMEET GLADKOSTX r + 1.
pUSTX νk = n− 1. pREDPOLOVIM, ˆTO WEKTORY

h(τi) = X(t0, t0 + τi)b(τi),

GDE i = k(n− 1) + 1, . . . , (k + 1)(n− 1), LINEJNO ZAWISIMY. tOGDA SU]E-
STWUET IH NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ

(k+1)(n−1)∑
i=k(n−1)+1

cih(τi) = 0,

PO“TOMU DLQ WSQKOGO ψ ∈ Rn IMEEM

(k+1)(n−1)∑
i=k(n−1)+1

ciξ(t0 + τi) = 0, (12.3)

GDE ξ(t0 + τi) = ψX(t0, t0 + τi)b(t0 + τi). eSLI KAKOE-NIBUDX cj OTLIˆNO OT
NULQ, TO PO UTWERVDENI@ 2.2 NAJDETSQ TAKOE ψ 6= 0, ˆTO FUNKCIQ ξ(t)
IMEET NULI W TOˆKAH t0 + τi,

GDE i = k(n− 1) + 1, . . . , (k + 1)(n− 1), i 6= j,

PRIˆEM ξ(t0 + τj) 6= 0. pO“TOMU IZ RAWENSTWA (12.3) SLEDUET

cjξ(t0 + τj) = 0,
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ˆTO PROTIWOREˆIT NA[EMU PREDPOLOVENI@.
iZ LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI WEKTOROW h(τi) PRI i MEVDU k(n− 1) + 1

I (k + 1)(n− 1) SLEDUET NERAWENSTWO NUL@ OPREDELITELQ

det

(
∂fν(τ)

∂τk(n−1)+1
. . .

∂fν(τ)

∂τ(k+1)(n−1)

)
.

iZ TEOREMY 11.1 I TEOREMY O NEQWNOJ FUNKCII SLEDUET NEPRERYWNOSX

FUNKCII f−1
ν (·) I IN˙EKTIWNOSTX PROIZWODNOJ ∂fν(τ)

∂τ
. tEOREMA DOKAZA-

NA.

kROME TOGO, SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE OˆEWIDNOE UTWERVDENIE.

u T W E R V D E N I E 12.2. mNOVESTWA
+
N ν(t0, ϑ) I

−
N ν(t0, ϑ) NEPU-

STY TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA M ν(t0, ϑ) NEPUSTO.

nA RIS. 12.1 IZOBRAVENO MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D(0, 3π) DLQ SI-
STEMY (6.9). zDESX σ(t) ≡ 2π. gOLUBYM CWETOM POKAZANY MNOVESTWA
+
N (2,2)(0, 3π) I

+
N (2,2)(0, 3π), VELTYM —

+
N (2,1)(0, 3π) I

+
N (2,1)(0, 3π), PUR-

PURNYM —
+
N (2,0)(0, 3π) I

+
N (2,0)(0, 3π).

rIS. 12.1. mNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D(0, 3π) DLQ SISTEMY (6.9).

dALEE BUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO σ1(t0) < ϑ < σ∞(t0), A n = 2. iZ
UTWERVDENIQ 3.2 SLEDUET, ˆTO DLQ L@BOGO c 6= 0 WSE NULI FUNKCII

ξ(t, c) NA OTREZKE [t0, t0 + ϑ] QWLQ@TSQ PROSTYMI.



110

u T W E R V D E N I E 12.3. mNOVESTWA
+
N (0,...,0)(t0, ϑ) I

−
N (0,...,0)(t0, ϑ)

PUSTY.

d O K A Z A T E L X S T W O. dOSTATOˆNO POKAZATX, ˆTO MNOVESTWO
M0,...,0(t0, ϑ) PUSTO I WOSPOLXZOWATXSQ UTWERVDENIEM 12.2.
pREDPOLOVIM PROTIWNOE. tOGDA SU]ESTWUET NEKOTORYJ WEKTOR c0

TAKOJ, ˆTO FUNKCIQ ξ(t, c0) POLOVITELXNA NA OTREZKE [t0, t0 + ϑ]. eSLI
OPREDELITX FUNKCI@

η(c) = inf
t∈[t0,t0+ϑ]

ξ(t, c),

GDE c ∈ S1, TO BUDEM IMETX DWA NERAWENSTWA:

η(c0) > 0, η(−c0) < 0.

iZ UTWERVDENIQ 11.2 SLEDUET NEPRERYWNOSTX FUNKCII η(c), A TEOREMA
bOLXCANO–kO[I POZWOLQET UTWERVDATX, ˆTO SU]ESTWUET c ∈ S1, DLQ

KOTOROGO η(c) = 0, ˆTO OZNAˆAET SU]ESTWOWANIE KRATNYH NULEJ U FUNK-
CII ξ(t, c). pOLUˆENNOE PROTIWOREˆIE I DOKAZYWAET NA[E UTWERVDENIE.

tEOREMA 12.1 I SLEDU@]AQ TEOREMA POZWOLQ@T PREDSTAWITX GRANICU
MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI W WIDE ZAMYKANIQ OB˙EDINENIQ MNOGOOBRA-
ZIJ RAZMERNOSTI 1 I GLADKOSTI r.

t E O R E M A 12.2. pUSTX n = 2, SISTEMA (1.1) Q-PRIWODIMA NA PRO-
MEVUTKE [t0,+∞), I ϑ < σ∞(t0). tOGDA SPRAWEDLIWO PREDSTAWLENIE

∂D(t0, ϑ) = cl
⋃

ν∈Jm

(
+
N

ν(t0, ϑ) ∪
−
N

ν(t0, ϑ)

)
,

GDE Jm ESTX MNOVESTWO (m+1)–MERNYH WEKTOROW, KOORDINATY KOTO-
RYH PRINIMA@T ZNAˆENIQ 0 ILI 1, PRIˆEM HOTQ BY ODNA IZ KOORDINAT

RAWNA EDINICE.

d O K A Z A T E L X S T W O. dLQ KRATKOSTI WWEDEM OBOZNAˆENIE

A =
⋃

ν∈Jm

(
+
N

ν(t0, ϑ) ∪
−
N

ν(t0, ϑ)

)
.

iZ UTWERVDENIQ 12.1 SLEDUET WKL@ˆENIE ∂D(t0, ϑ) ⊇ A. wYBEREM NEKO-
TORU@ TOˆKU x0 IZ MNOVESTWA ∂D(t0, ϑ), NE PRINADLEVA]U@ MNOVESTWU
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A. eJ SOOTWETSTWUET OPTIMALXNOE UPRAWLENIE u(t, x0), PEREWODQ]EE x0

W NULX I IME@]EE OT 1 DO m PEREKL@ˆENIJ. zAMETIM, KROME TOGO, ˆTO
TOˆKI PEREKL@ˆENIQ t0 + τi UPRAWLENIQ u(t, x0) QWLQ@TSQ PROSTYMI NU-
LQMI FUNKCII ξ(t, c) PRI NEKOTOROM FIKSIROWANNOM c.

eSLI BY NI ODNA IZ TOˆEK t0 + τi NE SOWPADALA BY S TOˆKOJ WIDA

t0 + σ̂`(t0), GDE ` = 0, . . . ,m, TO WSE t0 + τi LEVALI BY WNUTRI INTERWALOW

(t0 + σ̂`(t0), t0 + σ̂`+1(t0)), (12.4)

PRIˆEM W KAVDOM IZ “TIH INTERWALOW BYLO BY NE BOLEE ODNOJ TOˆKI PE-
REKL@ˆENIQ. pO“TOMU NA[LOSX BY TAKOE ν ∈ Jm, ˆTO x0 PRINADLEVALA

BY

(
+
N ν(t0, ϑ) ∪

−
N ν(t0, ϑ)

)
, I MY PRI[LI BY K PROTIWOREˆI@. tAKIM

OBRAZOM, SU]ESTWU@T INDEKSY i0 I `0, DLQ KOTORYH IMEEM τi0 = σ̂`0(t0).
iZ OPREDELENIQ ˆEBY[EWSKOJ SISTEMY FUNKCIJ POLUˆAETSQ, ˆTO NA

POLUINTERWALE [t0 + σ̂`0(t0), t0 + σ̂`0+1(t0)) NET DRUGIH NULEJ FUNKCII

ξ(t, c) KROME t0 + τi0. pO UTWERVDENI@ 2.2 WEKTOR c OPREDELQETSQ TOˆ-
KOJ t0 + τi0 S TOˆNOSTX@ DO UMNOVENIQ NA KONSTANTU. sLEDOWATELXNO,
WSE OSTALXNYE NULI FUNKCII ξ(t, c) NA PROMEVUTKE [t0, t0 + ϑ) OPREDE-
LQ@TSQ ODNOZNAˆNO. mOVNO POKAZATX (SM. TEOREMU 11.1), ˆTO KOORDI-
NATY “TIH NULEJ NEPRERYWNO ZAWISQT OT τi0. eSLI OPREDELITX WEKTOR

τ = (τ1, . . . , τλ), KOORDINATAMI KOTOROGO QWLQ@TSQ NULI FUNKCII ξ(t, c),
UPORQDOˆENNYE PO WOZRASTANI@, TO S TOˆNOSTX@ DO ZNAKA MOVNO ZAPI-
SATX SLEDU@]EE RAWENSTWO:

x0 = f(τi0) = ±
λ∑

i=0

(−1)i

∫ t0+τi+1(τi0
)

t0+τi(τi0
)

X(t0, s)b(s) ds,

GDE τ0 = 0, OTKUDA SLEDUET NEPRERYWNAQ ZAWISIMOSTX x0 OT τi0. pO“TO-
MU SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX

{
%0

j0

}
, SHODQ]AQSQ K τi0 I CELIKOM

LEVA]AQ W [t0 + σ̂`0(t0), t0 + σ̂`0+1(t0)) TAKAQ, ˆTO f(%0
j0
) STREMITSQ K x0

PRI j0 →∞.
eSLI DLQ L@BOGO j0 (ILI DLQ BESKONEˆNOGO IH ˆISLA) WSE τi(%

0
j0
) LE-

VAT WNUTRI INTERWALOW (12.4), TO x0 ∈ clA. w PROTIWNOM SLUˆAE, DLQ
KAVDOGO j0 (ILI DLQ BESKONEˆNOGO IH ˆISLA) SU]ESTWU@T INDEKSY i1(j0)
I `1(j0), DLQ KOTORYH IMEEM τi1(j0) = σ̂`1(j0)(t0). dLQ τi1(j0) MOVNO POWTO-
RITX WSE PRODELANNYE RASSUVDENIQ I RASSMOTRETX POSLEDOWATELXNOSTX{
%1

j1

}
, KOTORAQ STREMITSQ K τi1(j0), PRIˆEM NI ODNA IZ KOORDINAT WEKTO-

ROW τ(%1
j1
) NE POPADET W TOˆKU σ`0. sNOWA WOZMOVNO DWA SLUˆAQ, W ODNOM

IZ KOTORYH SOOTWETSTWU@]AQ TOˆKA PRINADLEVIT MNOVESTWU clA. wO
WTOROM SLUˆAE NAM PRIDETSQ OPQTX POWTORITX RASSUVDENIQ.
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nA KAVDOM CIKLE RASSUVDENIJ IZ RASSMOTRENIQ ISKL@ˆAETSQ OˆE-
REDNAQ TOˆKA σ`p

. pOSKOLXKU ˆISLO TAKIH TOˆEK KONEˆNO, TO ZA KONEˆNOE
ˆISLO [AGOW MY DOKAVEM WKL@ˆENIE x0 ∈ clA. tEOREMA DOKAZANA.

rIS. 12.2. mNOVESTWO D(0, 7π/4) DLQ SISTEMY (12.5).

rIS. 12.3. mNOVESTWO D(0, 7π/4) DLQ SISTEMY (12.6).



113

nA RIS. 12.2 IZOBRAVENO MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D(0, 7π/4) SI-
STEMY

ẋ1 = −x2, ẋ2 = x1 + u. (12.5)

—TA SISTEMA QWLQETSQ Q-PRIWODIMOJ, PRIˆEM σ1(0) = σ2(0) = π.mNOGO-

OBRAZIQ
+
N (1,1)(0, ϑ) I

−
N (1,1)(0, ϑ) POKAZANY PURPURNYM CWETOM, A MNOGO-

OBRAZIQ
+
N (1,0)(0, ϑ) I

−
N (1,0)(0, ϑ) — GOLUBYM. wNUTRENNOSTX MNOVESTWA

UPRAWLQEMOSTI ZAKRA[ENA SERYM. oPTIMALXNYE TRAEKTORII SISTEMY
IZOBRAVENY ZELENYMI, SINIMI I ORANVEWYMI LINIQMI, PRIˆEM W MO-
MENT PEREKL@ˆENIQ CWET LINII IZMENQETSQ.
rIS. 12.3 PO SWOEMU SODERVANI@ I RASKRASKE ANALOGIˆEN RIS. 12.2.

sISTEMA W “TOM SLUˆAE IMEET WID:

ẋ1 = x2 sin t, ẋ2 = u. (12.6)

zDESX SNOWA WYPOLNQ@TSQ RAWENSTWA σ1(0) = σ2(0) = π. —TA SISTEMA

NE QWLQETSQ Q-PRIWODIMOJ, ODNAKO W RASSMOTRENNOM SLUˆAE ZAMYKANIE
IZOBRAVENNYH MNOVESTW OGRANIˆIWAET NEKOTORU@ ZAMKNUTU@ WYPUK-
LU@ OBLASTX, KOTORAQ I PREDSTAWLQET SOBOJ MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI.
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